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Predgovor

/bog prilagodbe sadrzaju predmeta Fizika nastavnog programa FER3 koja je u tijeku, ovaj
udzbenik je podlozan Cestim promjenama i dopunama. Najnoviju inacicu ovog udZbenika uvi-
Jjek mozete pronadi putem poveznice:

http://sail.zpf.fer.hr/labs/mehanika?2.pdf

Najvaznija promjena u odnosu na prvo izdanje udZbenika jest promjena u redoslijedu poglavlja.
Prvih sedam poglavlja prema novom redoslijedu sadrZi gradivo koje se obraduje u prvom ciklusu
nastave predmeta Fizika, dok se 13. poglavlje obraduje poCetkom drugog ciklusa nastave. 8. i
9. poglavlje moglo bi biti zanimljivo studentima koji upiSu predmet Fizika 2, dok 10., 11. 1 12.
poglavlje nisu gradivo predmeta opce fizike nastavnog programa FER3.

Autor

Predgovor prvom izdanju

Ovaj udzbenik namijenjen je studentima Fakulteta elektrotehnike i racunarstva Sveucilista u Za-
grebu, a bavi se temama iz podru&ja mehanike koje se obraduju u predmetima Fizika 1 i Fizika 2.*
Gradivo je obradeno uzimajuéi u obzir sljedece:

e Prije upisa Fakulteta studenti su polozili ispit drzavne mature iz fizike, a to znaci da su
upoznati s osnovnim pojmovima mehanike (vidi npr. [1]).

e Prije upisa predmeta Fizika 1 studenti su odslusali predmet Matematika 1 u okviru kojega
su upoznali osnovne pojmove diferencijalnog racuna (limes, derivacija i integral).

Cilj udzbenika je pojmove i nacela mehanike koji su studentima poznati od ranije obraditi na vi%oj,
sveucilisnoj razini koriste¢i vektorski i diferencijalni racun.

U usporedbi s udzbenicima sa sluzbenog popisa literature predmeta Fizika 1 1 Fizika 2, a to
su prvenstveno udzbenici profesora Dubravka Horvata [2] i [3] te udZbenici starije generacije
nastavnika sa Zavoda za primijenjenu fiziku FER-a [4] i [5], ovaj udZbenik prikazuje gradivo
mehanike na saZetiji nacin, a razmjerno velika paZnja posvecena je primjerima koji ilustriraju
primjenu racunskih tehnika u analizi fizickih pojava.

Iskreno zahvaljujem kolegi doc. dr. sc. Zoranu Narancicu, dugogodisnjem koordinatoru predmeta
Fizika 1 | Fizika 2, kao i svim kolegama sa Zavoda za primijenjenu fiziku i studentima FER-a koji
su tijekom proteklih akademskih godina svojim primjedbama i prijedlozima doprinjeli unapredenju
ovog udZbenika.

Sasa lliji¢, Zagreb, proljece 2018.

Prema nastavnom programu FER2, prvih deset poglavlja prvog izdanja ovog udzbenika (“Materija, prostor,
vrijeme i fizicke veli¢ine”, “Kinematika Cestice”, “Dinamika Cestice”, “Rad, snaga i energija”, “Mehanika sustava
Cestica”, “Mehanika krutog tijela”, “Centralna sila i gravitacija”, “Neinercijski referentni okvir”, “Specijalna teorija
relativnosti” i “Mehanika fluida") sadrZalo je gradivo predmeta Fizika 1 (priblizno prvih 11 od ukupno 13 tjedana
nastave u drugom semestru studija). Preostala tri poglavija (“Elasti¢nost”, “Titranje” i “Valovi") sadrzala su
gradivo predmeta Fizike 2 (prvih 5 od ukupno 13 tjedana nastave u treCem semestru studija).
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Napomena citatelju

Velik broj studenata FER-a pri svom prvom susretu s predmetom Fizika, temeljem iskustva koje
proizlazi iz pristupa fizici u nekim srednjim Skolama, o¢ekuje da ¢e gradivo svladati rjeSavanjem
velikog broja jednostavnih, medusobno sli¢nih zadataka te da ¢e teorijski dio gradiva biti dovoljno
konzultirati tek u krajnjoj nuzdi. Medutim, na fakultetu se od studenata ocekuje drugaciji odnos
prema gradivu fizike. Gradivo fizike nije dovoljno samo ‘“vjezbati”, vec ga je potrebno prouciti sa
Sto Je moguce dubljim razumijevanjem.

Kroz predmete iz matematike studenti FER-a se najprije upoznaju s novim matemati¢kim alatima
medu kojima su vektorski i diferencijalni racun, a upravo nam oni omogucuju da zakone fizike
Izrazimo na stroZi | opCenitiji na¢in od onog kakav je bio moguc u srednjoj Skoli. Kad su zakoni
fizike izraZeni koristenjem vektorskog i diferencijalnog racuna, moguce je objasniti povezanosti
medu njima. Umjesto pukog iznosenja zakona fizike u obliku “formula”, u ovom se udZbeniku
nastojalo pokazati da neke sloZenije tvrdnje slijede iz ranijih, jednostavnijih tvrdnji. Kao primjer
uzmimo studentima od ranije poznat zakon oCuvanja mehanic¢ke energije. Dio gradiva fizike na
fakultetu odnosi se na objadnjenje Cinjenice da taj zakon slijedi iz svojstva konzervativnosti sile
koje se izrazava integralima ili derivacijama vektorskog polja, iz teorema o radu i kineti¢koj ener-
giji koji dokazujemo pokazuju¢i jednakost diferencijala tih dviju fizickih veli¢ina, te iz definicija
potencijalne energije i rada koje same po sebi koriste elemente diferencijlnog racuna. Razumi-
Jevanje pozadine zakona ocuvanja mehani¢ke energije mozda nije nuZno za njegovu primjenu pri
rieSavanju vrlo jednostavnih zadataka, ali ono jest nuzno pri primjeni opéenitog nacela o¢uvanja
energije u sloZenijim situacijama, primjerice kad su osim konzervativnih sila prisutne i sile koje
nemaju to svojstvo. Nadalje, razumijevanje pozadine tog zakona studentima olakSava usvajanje
daljnjih nacela i poglavlja fizike, kao Sto je to npr. odnos elektri¢nog polja i elektri¢nog potencijala
u elektromagnetizmu.

Na putu prema razumijevanju fizike pomoci ¢e vam primjeri i zadaci razli¢ite sloZzenosti. Neki od
njih vrlo su jednostavni i sluZe samo kako biste upoznali novu mjernu jedinicu, dok se u nekima
napredna nacela mehanike primjenjuju u posve neocekivanim situacijama. Svakom sloZenijem
zadatku pristupite s ozbiljnos¢u 1 shvatite ga kao inZenjerski problem koji je postavljen pred vas.
Sredstva koja su vam na raspolaganju za rjeSavanje problema su nacela fizike i sve racunske
tehnike koje ste do sada upoznali. Na vama je da steceno znanje fizike i matematike primijenite
u za vas novoj situaciji. Ne uspijete li “od prve” rijeSiti zadatak, procitajte teoriju jos jednom |
pokuSajte ponovo, a ako je potrebno, potrazite pomoc¢ kolega i nastavnika. Imajte na umu da je
mnoge zadatke moguce rijesiti na razli¢ite nacine, pri c¢emu je uputno provjeriti biste li rjeSavajudi
zadatak na razli¢ite nacine dobili isti, to€an rezultat. Neovisno o tome jesu li u zadatku navedene
konkretne vrijednosti zadanih fizi¢kih veli¢ina ili su navedeni samo njihovi simboli, traZenu fizi¢ku
veli¢inu pokuSajte najprije izraziti opCenitim matematic¢kim izrazom | proucite oblik tog izraza.
Prodiskutirajte nacin na koji veli¢ina koju ste izracunali ovisi o zadanim veli¢inama. Razmislite
o tome koje vrijednosti zadanih veli¢ina su dopustene, a koje nisu, odnosno koje biste vrijed-
nosti zadanih veli¢ina vi odabrali kako biste pojavu koju ste proucavali ucinili, ovisno o situaciji,
najbrZzom, najefikasnijom ili vama najzanimljivijom.

Ucedi fiziku na predloZeni nacin ostvarit ¢ete mozda najvrjedniji ishod ucenja fizike, a to je
unaprjedenje vase vjestine rjeSavanja inZenjerskih problema primjenom nacela fizike i matematickog
modeliranja.
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Matematicka notacija i mjerne jedinice

U ovom udZbeniku najveéim se dijelom koristi matemati¢ka notacija kakva je uobi¢ajena u nas-
tavnoj literaturi iz fizike i matematike te mjerne jedinice Medunarodnog sustava jedinica (sustav
Sl, Systéme international d’unités). |pak, najtesce s ciljem izbjegavanja dvosmislenosti, notacija
ponegdje odstupa od uobicajene. Osim toga, ponegdje se pojavljuju i jedinice izvan sustava Sl.
Kroz tekst udZzbenika je dosljedno provedeno sljedece:

Skalarne veli¢ine obiljezavamo ukoSenim simbolima poput a, A ili a, a vektorske veli¢ine
obiljezavamo uspravnim masno otisnutim simbolima poput b, B ili 8. Module vektora
obiljezavamo kao i skalare, npr. a = |al, a jedini¢ne vektore obiljeZavamo “kapicom”, npr.
a = a/a. Jedini¢ni vektori pravokutnog koordinatnog sustava su X, ¥ i Z.

Kao operator skalarnog mnoZenja vektora koristimo “tockicu”, npr. a-b = abcosf. Kao
operator vektorskog mnozenja vektora koristimo “krizi¢", npr. a x b. Pri mnoZenju vektora
skalarom ne pisemo simbol operatora, npr. ab.

Imaginarnu jedinicu obiljezavamo uspravnim simbolom i, a kompleksno konjugiranje broja
oznatavamo “zvjezdicom”, npr. z*. Bazu prirodnog logaritma obiljezavamo uspravnim
simbolom e, npr. ¥ = cosy + isin .

Uglate zagrade u matemati¢kim izrazima koristimo kao funkcijske, a okrugle zagrade koris-
timo kao algebarske.? Time se npr. u izrazu poput f[x £ vt], gdje funkcija f jedne varijable
kao svoj argument ima dvoclani izraz x + vt (vidi poglavlje 7 o valnom gibanju), otklanja
opasnost od pogrednog tumacenja tog izraza kao umnoska veli¢ina f i x — vt, koja bi bila
moguca kad bismo koristili isklju¢ivo okrugle zagrade.

Kad se decimalni brojevi pojavljuju u matemati¢kim izrazima, kao decimalni separator ko-
ristimo to¢ku. Zarez u matemati¢kim izrazima ima ulogu odvajanja. Time se osigurava
jednoznacna interpretacija izraza poput n =1, 2, ... kao varijable n koja poprima pozitivhe
cjeloborojne vrijednosti ili npr. izraza f[1,2] kao funkcije dvaju argumenata, pri emu prvi
Ima vrijednost 1, a drugi ima vrijednost 2.

Mjerne jedinice izvan sustava Sl koriste se isklju¢ivo u primjerima koji se odnose na situacije
u kojima je koristenje takvih jedinica uvrijeZeno ili obavezno (npr. koristenje nauti¢kih milja
u primjeru 1.5.1 u kojem se radi o akciji spasavanja na moru). U svim takvim slu¢ajevima
dani su potrebni podaci za prelaz u sustav Sl.

2Konvencija o koridtenju uglatih zagrada kao funkcijskih i okruglih zagrada kao algebarskih takoder se koristi u
sluzbenom Pregledu formula iz Fizike i Fizike 2 (tzv. “zelene formule” dostupne u Skriptarnici FER-a) koji studenti
FER-a koriste na pismenim ispitima iz tih predmeta.
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1 Materija, prostor, vrijeme i fizicke velic¢ine

Mehanika je podrucje fizike koje prouc¢ava gibanje materijalnih tijela i sile koje medu njima djeluju.
Ovo poglavlje se bavi nizom temeljnih pojmova koji su nam potrebni kako bismo o mehanici mogli
govoriti na sustavan nacin. Osim toga, ovo poglavlje pojasnjava neke potankosti matematicke
notacije koju koristimo u ostalim poglavljima.

1.1 Tijela, €estice i gusto¢a mase

Materijalna tijela u mehanici prikazujemo kao kruta tijela nepromjenjivog oblika, kao elasti¢na
tijela koja pri naprezanjima mijenjaju svoj oblik te kao fluide (tekucine i plinove) koji nemaju
vlastiti oblik ve¢ poprimaju oblik nekog drugog tijela u kojemu se nalaze.

Koncept cestice i njena masa: Materiju od koje su izgradena tijela moZemo shvatiti kao
mnostvo Cestica (engl. particle) medu kojima djeluju tzv. medulestitne sile. Smatramo da su
meducesti¢ne sile odgovorne za svojstva tijela kao Sto su elasti¢nost, viskoznost i sl. U stro-
gom okviru mehanike, jedino svojstvo Cestice je njena masa m koju smatramo nepromjenjivom
velicinom, dok o veli¢ini Cestice ili o bilo kojem drugom njenom svojstvu nema potrebe govoriti.
U fizickom sustavu koji se sastoji od N Cestica, mase Cestica obiljezavamo s my, mo, ..., my
odnosno

mj, i=1,2,...,N. (1.1)

Masa Cestice ima srediSnju ulogu pri izrazavanju zakona gibanja ¢estice kao i pri opisu gravitacije
kao jedne od temeljnih sila u prirodi. Napustimo li strogi okvir mehanike, opis elektromagnetske
sile koju takoder smatramo temeljnom prirodnom silom zahtijeva da Cestici pridruzimo elektri¢ni
naboj g kao njeno dodatno svojstvo. Nadalje, pri opisu prirode na mikroskopskoj razini, kvantna
mehanika pridruZuje €estici jo$ jedno svojstvo poznato kao spin Cestice.

Masa tijela koje se sastoji od N Cestica &ije su mase my, Mo, ..., My Je zbroj masa tih Cestica,

N
m:ml—i—mz—i—---—i—m,\,:Zm,. (1.2)
i=1

Volumna gustoca mase (gustoca): Kad je broj Cestica koje Cine neko tijelo velik, neprakti¢no
Je govoriti o pojedinim Cesticama. Raspored materije u prostoru tada je jednostavnije opisati
s pomocu veli€ine koju zovemo volumnom gusto¢om mase (engl. mass density) ili jednostavno
gustocom. Gustoca p je definirana kao limes omjera koli¢ine mase Am i volumena AV u kojem
se ta masa nalazi, kad AV — 0, odnosno

Am_dm

= WMo aV T v (13)

To znaci da element mase dm koji se nalazi u elementu volumena dV moZemo izraziti kao
dm = pdV, a masu tijela m moZemo izraziti kao integral gustoée p po volumenu koji tijelo

zauzima,
m:/dm:/pdv. (1.4)
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Homogeno tijelo je tijelo unutar kojega je gustoca p svuda jednaka. Masa homogenog tijela
moZe se izraziti kao umnoZak gustoce p i volumena tijela V,

m:p/dV:pV (p = konst). (1.5)

Primjer 1.1.1:  Aluminijska kuglica i broj atoma (Cestica) u njoj

Atome aluminija od kojih je kuglica izgradena moZemo shvatiti kao Cestice. Najprije ¢emo
odrediti masu aluminijske kuglice polumjera 2R = 1cm, i broj atoma aluminija (Cestica) u
njoj. Zatim ¢emo procijeniti udaljenost medu atomima (Cesticama).

Masa: S obzirom na to da kuglicu moZzemo smatrati homogenim tijelom, njenu masu

moZemo izratunati prema izrazu (1.5) koriste¢i gustocu aluminija p = 2.7gcm~3 i izraz

za volumen kugle V = R3m,

4 4
— X
3

4
m:pV:p§R37r: ?pR3:

(2.7gcm™3) x (0.5cm)® = 1.41g.

Broj atoma (Cestica): Shvatimo li atome aluminija kao Cestice od kojih je kuglica
izgradena, moZemo odrediti od koliko se Cestica ona sastoji. Masa atoma aluminija
iznosi ma; = 27u, gdje je u = 1.66 x 10727 kg tzv. atomska jedinica mase (jedna
dvanaestina mase neutralnog atoma ugljika-12). Prema tome je broj atoma aluminija
u nasoj kuglici

m 1.41 x 1073 kg
ma 27 x (1.66 x 10727 kg)

N = = 3.15 x 10°°.

Udaljenost medu atomima (Cesticama): Sada moZemo odrediti volumen koji pripada
jednom atomu,
V.  SRm 4mR® 41 (0.5cm)?
Vo= =25 = = = X 3re 105
3.15 x 1022

- _ -23 3
N N 3N 3 1.66 x 10 cm®.

Izra€unamo li duljinu brida kocke Ciji je volumen Vy,
an = (Va)*® = (1.66 x 1072 cm®)/3 =255 x 108 cm = 2.55 x 10 m,

moZzemo ju shvatiti kao grubu procjenu udaljenosti medu sredistima (jezgrama) susjed-
nih atoma aluminija.

Tijela velikih dimenzija, kao sto su npr. Sunce ili Zemlja (vidi poglavlje 11.5), u mehanici je
ponekad opravdano prikazivati kao Cestice. Suprotno tomu, npr. kad razmatramo kotrljanje
tijela (vidi poglavlje 8), potrebno je neovisno o veli¢ini tijela voditi ratuna o njegovu obliku te o
rasporedu mase unutar njega.
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1.2 Prostor, vrijeme i odabir referentnog okvira

Prostor i vrijeme: Gibanje Cestica i materijalnih tijela se odvija u prostoru i u vremenu. S obzirom
na to da Cesticu iz bilo koje totke u prostoru mozZzemo pomaknuti duZ tri razlicite medusobno
okomite osi, kazemo da prostor ima tri dimenzije, odnosno da je trodimenzionalan. Vrijeme tece
u jednom jedinom smjeru te ga smatramo jednodimenzionalnim.

Referentni okvir: Zelimo li smisleno govoriti o mirovanju ili o gibanju nekog tijela, potrebno je
re¢i u odnosu na 3to ono miruje ili se giba. U tu svrhu se u fizici koristi koncept referentnog
okvira (engl. frame of reference). Referentni okvir je odreden odabirom triju toaka u prostoru
koje ne leZze na istom pravcu | medu kojima se udaljenosti ne mijenjaju u vremenu. Za Cesticu
Cija se udaljenost niti od koje od tih triju tocaka tijekom vremena ne mijenja, kazemo da miruje
u odnosu na odabrani referentni okvir. Ako se udaljenost promatrane Cestice od bilo koje od triju
tocaka koje odreduju referentni okvir u vremenu mijenja, kaZzemo da se Cestica giba u odnosu na
odabrani referentni okvir.

Referentni okvir se moZe odabrati na mnostvo razli€¢itih nacina. U vedini situacija prakti¢no je
referentni okvir vezati uz neko kruto tijelo koje se nalazi u blizini fizitke pojave koju promatramo.
To kruto tijelo je vrlo ¢esto Zemaljska kugla (zgrada, prostorija) ili neko vozilo u kojem se nalazi
promatrac fizicke pojave.

Primjer 1.2.1: Referentni okvir vezan uz vrtuljak

Klinci se na dje¢jem igralistu zabavljaju vrtec¢i se na vrtuljku, dok njihovi roditelji sjede na
obliznjoj klupi. Vrtuljak napravi 10 okretaja u minuti, a najbliza zgrada udaljena je r = 100 m
od vrtuljka. Lako je zamisliti da ¢e roditelji i klinci pri opisu iste situacije odabrati razlicite
referentne okvire.

e /Za ocekivati je da e roditelji, bez mnogo razmisljanja, kao referentni okvir odabrati
dje¢je igraliste. Smatrat ¢e da je samo po sebi jasno da oni miruju, dok se njihovi klinci
gibaju ne prevelikom brzinom duZ kruznih putanja.

e Klinci bi svoj referentni okvir mogli vezati uz vrtuljak u odnosu na koji oni miruju.
Uz takav odabir referentnog okvira, njihovi roditelji na klupi ne miruju, ve¢ zajedno s
klupom kruze oko vrtuljka prilicno velikom brzinom. Isto vrijedi i za zgradu. Nade |i se
na vrtuljku neki malo stariji klinac (npr. iz sedmog be), s lako¢om bi mogao izratunati
iznos brzine zgrade,

_ (opseg putanje zgrade) 2rm _ 628m

. = . ~ ~105ms ! ~377kmh™*,
(ophodno vrijeme) (1min)/10 6s ms m

i zadiviti mlade klince.

Izgled nekog gibanja u velikoj mjeri ovisi o odabiru referentnog okvira. Prakti¢nim odabirom
referentnog okvira moZemo znacajno pojednostaviti izgled gibanja i time olaksati njegovu analizu.
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1.3 Fizitke dimenzije (masa, duljina i vrijeme) i mjerne jedinice

Temeljne fizicke dimenzije: Masu, duljinu i vrijeme smatramo temeljnim fizi¢ckim dimenzijama,>
a obiljezavamo ih simbolima M, L i T. Fizitka dimenzija fizickih veli¢ina koje susre¢emo u
mehanici moZe se izraziti kao umnoZak potencija temeljnih fizickih dimenzija. Opéenito mozemo
napisati

[fizitka velitina] = M*LPT7, (1.6)

gdje uglate zagrade znace da se jednakost odnosi iskljuc¢ivo na fizicku dimenziju fizicke veli€ine, a
ne na njen iznos ili smjer, a eksponenti o, B3 i 7y su realni brojevi. Uzmemo |i brzinu kao primjer, s
obzirom na to da je ona omjer duljine i vremena, njena je fizicka dimenzija [v] = LT !, odnosno
a=0,B8=1,v=—1. Za fizitke veli¢ine &ija dimenzija je 1 (odnosno a =B = = 0) kazemo
da nemaju dimenziju ili da su bezdimenzijske.

Mjerna jedinica: Fizicka dimenzija nam govori kakvu je mjernu jedinicu potrebno odabrati za
iskazivanje iznosa neke fizicke veli¢ine. S obzirom na to da sustav S| (vidi dodatak A i [10])
propisuje kilogram, metar i sekundu kao mjerne jedinice za masu, duljinu i vrijeme, kao mjernu
jedinicu za fizicku veli¢inu iz (1.6) moZemo Koristiti kg*mPs?,

Primjer 1.3.1: Fizicka dimenzija sile

Pri odredivanju fizicke dimenzije fizickih veli¢ina nerijetko se moramo posluziti definicijama ili
zakonima fizike. Kao primjer fizi¢ke veli¢ine uzmimo silu,

= MLT 2.

: N brzina duljina/vrijeme
[sila] = [masa x akceleracija] = |masa x = [masa x

vrijeme vrijeme

Podrazumijevamo da je sila umnoZak mase i akceleracije te da je akceleracija po definiciji
omjer brzine i vremena. Slijedi da je odgovaraju¢a mjerna jedinica u sustavu S| kgms~2 koja
Jje jo$ poznata kao njutn (engl. newton), odnosno

IN=1kgms 2.

Osim fizickih dimenzija M, L i T u elektromagnetizmu se pojavljuje i elektri¢ni naboj Q kao
Cetvrta temeljna fizicka dimenzija. Mjerna jedinica za naboj u sustavu Sl je kulon (C).

3Rije¢ dimenzija u fizici poprima barem tri razli¢ita zna&enja, §to moze biti zbunjujuée. Dimenzija prostora govori
o broju medusobno okomitih smjerova koje on dopusta, dimenzije tijela govore o njegovoj veli¢ini, dok u ovom
poglavlju govorimo o tzv. fizitkim dimenzijama fizi¢kih veli¢ina, to nije izravno povezano s prva dva znacenja iste
rijeci.
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1.4 Skalarne i vektorske fizicke velic¢ine i polja

Skalarne fizicke velicine: Fizi¢ke veli¢ine koje nose informaciju iskljucivo o iznosu neke pojave, ali
ne i o smjeru u prostoru, zovemo skalarnim fizickim velicinama. Primjeri skalarnih fizi¢kih veli¢ina,
odnosno veli¢ina kod kojih nema smisla govoriti o njihovu smjeru, su masa m, rad W, temperatura
T, tlak p itd. U matemati¢kom zapisu ih obiljeZavamo uko$enim (obi¢nim) simbolima.

Vektorske fizicke veli¢ine osim o iznosu neke veli¢ine sadrze i podatak o njenu smjeru. Primjeri
vektorskih fizickih veli¢ina su brzina v, akceleracija a, sila F itd. U ovom tekstu vektorske
fizicke veli¢ine obiljezavamo masno otisnutim uspravnim simbolima, a na slikama ih prikazujemo
strelicama cCija je duljina razmjerna njihovu iznosu. Slika prikazuje sile F; i F» koje djeluju na
Cesticu mase m.

F>

= .

m

Kad nas zanima iskljucivo iznos neke vektorske fizi¢ke veli¢ine, a ne i njen smjer, koristimo znakove
apsolutne vrijednosti ili samo obi¢an uko3eni simbol. Na primjer, iznos vektorske fizicke veliine
a obiljezavamo s |a] ili jednostavno a.

Kad nas zanima isklju¢ivo smjer, a ne i iznos neke vektorske fizi¢ke veli¢ine, koristimo tzv. jedini¢ni
vektor odnosno vektor Ciji je iznos jednak jedinici. Jedini¢ni vektor koji odgovara nekom vektoru
obiljezavamo dodavanjem kapice iznad odgovaraju¢eg simbola. Na primjer, jedini¢ni vektor koji
odgovara vektorskoj fizickoj veli¢ini a obiljezavamo s a.

Svaki vektor moZe se napisati kao umnoZak njegovog iznosa i jedini¢nog vektora koji odreduje
smjer, na primjer
a=aa. (1.7)

Racunske operacije: Pri izrazavanju zakona fizike koristimo matematicke relacije u kojima se
fizicke veli€ine pojavljuju kao skalari i vektori. Najvaznije ratunske operacije koje pritom koristimo
su sljedece:
e Zbrajanje skalara daje skalar, o« + (3 = 7y, a zbrajanje vektora daje vektor, a+ b =
c. Operacije zbrajanja imaju smisla samo ako pribrojnici imaju jednaku fizicku dimenziju.
Fizicka dimenzija zbroja jednaka je fizitkoj dimenziji pribrojnika. Zbrajanje vektora provodi
se prema poznatom “pravilu paralelograma” prikazanom na slici.

—————————— y a+b

e Mnozenje vektora skalarom: MnoZenje vektora a skalarom A daje vektor Aa. Smjer
umnoska Aa jednak je smjeru vektora a ako je A > 0, a suprotan je ako je A < 0. lznos
vektora Aa jednak je umnosku apsolutne vrijednosti skalara A i iznosa vektora a odnosno
|Aa| = |A||]a| = |M\|a. Fizicka dimenzija vektora Aa jednaka je umnosku fizickih dimenzija
skalara A i vektora a.
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e Skalarno mnozZenje vektora a i vektora b daje skalar,
a-b=abcosvy, (1.8)

gdje je v kut medu vektorima a i b, a a = |a| i b = |b| su njihovi iznosi. Pisanje totkice
kao operatora skalarnog mnoZenja je obavezno. Iz definicije (1.8) slijedi da je skalarni
umnozak okomitih vektora jednak nuli, dok je skalarni umnoZak vektora istog smjera jednak
jednostavnom umnosku njihovih modula. Skalarni umnozak omogucuje da se modul vektora
napiSe kao korijen iz skalarnog umnoska vektora sa samim sobom,

la| =a=+va-a. (1.9)

e Jedinicni vektor koji odgovara vektoru a dobiva se mnoZenjem tog vektora reciprotnom
vrijednos¢u njegova iznosa,

a= L a= 1a (1.10)
Cfalt o a” '
e Vektorsko mnozenje vektora a vektorom b,
a xb, (1.11)

daje vektor. Pisanje operatora X je obavezno jer se po tome zapis vektorskog umnoska
razlikuje od skalarnog umno3ka. |znos vektorskog umnoska dan je s

la x b| = absinvy, (1.12)

gdje je v kut medu vektorima a i b, a fizicka dimenzija je jednaka umnosku fizi¢kih dimenzija
a i b. Smjer vektorskog umnoska je odreden “pravilom desnog vijka". To znaci da je vektor
ax b okomit na ravninu u kojoj leZe vektori a i b te da je usmjeren onako kako bi napredovao
desni vijak kad bismo ga okretali u smjeru u kojem se a najkra¢im putem zakrece prema
b. Slika prikazuje vektore a i b koji leZze u ravnini naznacenoj plavim Eetverokutom i njihov
vektorski umnozak a x b.

Vektorski umnoZak je antikomutativan,
axb=-bxa, (1.13)
a opcenito vrijede jednakosti
a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb), (1.14)

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c. (1.15)
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Skalarna i vektorska fizicka polja: Fizicke velicine koje opisuju pojave koje su sve vrijeme pri-
sutne u svim to¢kama prostora i pritom u razli¢itim to¢kama prostora mogu poprimiti razli¢ite
vrijednosti (iznos ili smjer) zovemo fizickim poljima. U ovom udZbeniku ¢emo susresti skalarna i
vektorska fizicka polja (engl. scalar and vector physical fields). Primjeri skalarnih polja su gustoca,
temperatura i tlak fluida, a primjeri vektorskih polja su brzina toka fluida, jakost gravitacijskog po-
lja ili, u elektromagnetizmu, elektricno i magnetsko polje. Najjednostavnija polja koja susre¢emo
su ona koja svim toc¢kama prostora pridruzuju istu skalarnu ili vektorsku vrijednost. Takva polja
zovemo homogenim poljima.

Primjer 1.4.1: [orentzova sila

Vjerojatno najpoznatiji izraz u fizici u kojem susre¢emo vektorski umnozak je izraz za Loren-
tzovu silu. Radi se o sili F koja djeluje na Cesticu naboja g kada se ona brzinom v giba kroz
prostor u kojem je prisutno elektricno polje E | magnetsko polje B. Lorentzovu silu opisujemo
izrazom

F=qg(E+vxB).

UocCavamo da prisutnost elektricnog polja E dovodi do sile gE koja djeluje u smjeru samog
polja ako je g > 0, odnosno u suprotnom smjeru ako je g < 0. Nasuprot tomu, prisutnost
magnetskog polja B dovodi do sile gv x B koja je okomita kako na smjer polja, tako i na
vektor brzine Eestice v odnosno na njenu putanju.

Kao primjer uzmimo slu¢aj u kojem elektri¢no polje nije prisutno, E = 0, a magnetsko polje
B je homogeno sto znadi da svuda u prostoru ima isti iznos i smjer. Brzina v naboja ¢ > 0
neka lezi u ravnini koja je okomita na B.

Sila F = gv x B prikazana na slici okomita je na brzinu Cestice $to dovodi do njena skretanja
u smjeru sile te do kruZnog gibanja Cestice u ravnini nazna¢enoj plavim pravokutnikom.
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1.5 Pravokutni koordinatni sustav

Koordinatni sustav (engl. coordinate system) svakoj tocki prostora u odabranom referentnom
okviru jednozna¢no pridruZuje tri broja koje zovemo koordinatama te to¢ke. On nam omogucuje
da poloZaj Cestice u prostoru izrazimo trima koordinatama tocke prostora u kojoj se ona nalazi.
Ako se Cestica giba, koordinate njenog poloZaja se u vremenu mijenjaju, a ako ona miruje, njene
su koordinate u vremenu stalne.

Koordinatni sustav je moguce konstruirati na razli¢ite nacine, a najjednostavniji medu njima je
tzv. pravokutni koordinatni sustav.

Pravokutni koordinatni sustav (engl. rectangular coordinate system) koristi tri medusobno oko-
mite usmjerene osi koje se sijeku u to¢ki O koju zovemo ishodistem te tri jedini¢na vektora koji
gledaju u smjeru tih osi. Uobi€ajene oznake za osi su x, y i z-os, dok jedini¢ne vektore obi-
ljezavamo simbolima X, y | z. Takoder se podrazumijeva tzv. “desna orijentacija” pravokutnog
koordinatnog sustava $to znaci da vrijedi X X §y = Z.

y

A\

Vektor r, koji opisuje poloZaj toc¢ke A u odnosu na ishodiste moZemo napisati kao
rA:XA)“(+yA9+ZA2, (116)
gdje su veliCine xa, ya | za koordinate tocke A. Udaljenost totke A od ishodista jest modul tog
vektora,
ra=ral = /X3 +y5+ 23 (1.17)
Polozaj toc¢ke B u odnosu na toc¢ku A opisujemo vektorom
rag=rtg—ra=(Xg—xa)X+ (Y8 —ya) ¥+ (28 — 24) 2, (1.18)

a udaljenost medu tim toc¢kama je

ras = |rs —ral = V(x5 — xa)? + (¥8 — ya)? + (25 — 2a)%- (1.19)

Primjer 1.5.1: Akcija spasavanja na moru

M/B (motorni brod) Lokarda traZi pomo¢ zbog havarije, a nalazi se 2NM (NM je kratica za
nauti¢ku milju, engl. natuical mile, 1NM = 1852m) juZno i 1 NM isto¢no u odnosu na hrid.
Dva najbliza broda mjestu havarije su M/B Sku3a koji se nalazi 2 NM zapadno i 2 NM sjeverno
i M/B Plavica koji se nalazi 1 NM isto¢no i 3NM sjeverno u odnosu na istu hrid. Najveca
brzina koju postiZze Skusa iznosi 10kn (kn je oznaka za &vor, engl. knot, 1Tkn = 1NM/h), a
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najveca brzina Plavice je 8kn. Koji od ta dva broda moZe u kra¢em vremenu sti¢i u pomoc¢

posadi Lokarde?

Uvodimo pravokutni koordinatni sustav tako da mu se ishodiste podudara s hridi, x-os neka
je usmjerena prema istoku, a y-os prema sjeveru. PoloZaje brodova prikazujemo to¢kama L,

SiP.
y/NM A

> \ | rp |
s +

} \ } } } X/Nl\/l
lr,
LN

PoloZaje brodova u odnosu na ishodiste sada moZemo prikazati

vektorima

= (INM)X+ (=2NM)§, rs=(—2NM)&K+ (2NM)§, rp= (LNM)%X+ (3NM)§.

PoloZaj Lokarde u odnosu na Sku$u i poloZaj Lokarde u odnosu na Plavicu dani su vektorima

Fsp =¥, —¥g=---= (3NM))’E+(—4NM)9, rpp =¥, —¥fp=---= (—5NM)9,
a moduli tih vektora su udaljenosti medu brodovima,

rs. = v/ (3NM)2 + (=4 NM)2 = 5NM, ror = /(=5 NM)2 = 5 NM.

Kako su brodovi Skusa i Plavica jednako udaljeni od mjesta havarije broda Lokarde, na mjesto
havarije ¢e u krac¢em vremenu sti¢i brZi od tih dvaju brodova. To je ovdje M /B Sku3a koji na

mjesto havarije moze sti¢i za 30 min.

Ako vektor a opisuje neku fizicku veli¢inu, u pravokutnom koordinatnom sustavu ga moZemo

prikazati kao
(1.20)

a=aXx+ay+a,z
gdje veli¢ine a, a, 1 a, zovemo Xx, y | z-komponentom vektora a. Zbroj vektora i umnozak
vektora i skalara dani su izrazima

at+b=(a+b)xk+(a, +b)y+(a,+b,)2 Aa=Xa,X+Aa,y+raz  (1.21)

Skalarni umnozak dvaju vektora moze se izraziti kao

a-b=anb.+ab, +a.b,, (1.22)
dok se vektorski umnoZzak moZe izraziti kao
X v 2
axb=|a a a,|=%x(ab,—a,b,)+Y(asby — axb;) +z(axb, — a,by). (1.23)

be b, b,
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Zadaci

Z.1.1: Od kapljice sapunice ¢ija je masa m = 10 mg nastao je balon oblika sfere polumjera R = 5cm.
Pretpostavljajuéi da je gustoéa sapunice jednaka gustoci vode (p = 1 gcm~3) procijenite debljinu stijenke
balona.

Rj: d = m/(4wR?p) ~ 320 nm.

Z.1.2: Brzina kojom se klinci na vrtuljku iz primjera 1.2.1 gibaju u odnosu na referentni okvir vezan uz
igraliste manja je od brzine kojom se njihovi roditelji koji sjede na klupi gibaju u odnosu na referentni okvir
vezan uz vrtuljak. Pokusajte (bez racunanja) objasniti zasto je to tako.

Z.1.3: Koristeci definicije koje znate iz srednje 3kole, odredite fizicke dimenzije sljedecih fizickih velic¢ina:

brzina v, volumen V/, gustoca p, tlak p i kineti¢ka energija K = %va.

Ri: [v] = LT [V] = L3, [p] = ML3, [p] = ML™1T—2, [K] = ML2T 2

Z.1.4: Postanski avion koji polije¢e s aerodroma A mora obiéi aerodrome B, C i D i potom se vratiti na
aerodrom A. Polozaji aerodroma B, C i D u odnosu na A dani su vektorima

3% + 4§

4% — 3§
: ,

A = (150 km)f(, Fac = (250 km)

FaAp = (250 km)

gdje x gleda prema istoku, a ¥ gleda prema sjeveru. Kojim redoslijedom avion mora obiéi aerodrome B,
C i D da putovanje bude 8to je moguce krace?

Ri: C,B,DIili D,B,C, d~3858km.

Z.1.5: Udaljenost to¢ke C od pravca na kojem leZe totke A i B moZe se izraziti kao

d = |raclv/1 — (Pac - Pag)?,

gdje su rac i rag vektori polozaja to¢aka C i B u odnosu na to¢ku A, a fac i Fap su jedini¢ni vektori.
Najprije se uvjerite u valjanost gornjeg izraza (izvedite ga), a zatim s pomocu njega odredite koliko blizu
hridi ¢e pro¢i M/B Sku$a iz primjera 1.5.1 u akciji spasavanja posade M /B Lokarde.

Rj: d = 0.4NM
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2 Kinematika c¢estice

Kinematika cestice bavi se matemati¢kim opisom gibanja Cestice u prostoru | vremenu. U
ovom poglavlju najprije uvodimo pojmove kao $to su putanja, vektor brzine i vektor akceleracije
Cestice, a nakon toga posebna je paZnja posvecena gibanju stalnom brzinom, gibanju stalnom
akceleracijom te kruZnom gibanju.

2.1 Polozaj, putanja, brzina i akceleracija cestice

Polozaj i putanja ¢estice: PoloZaj (engl. position) Cestice u odnosu na odabranu ishodisnu
totku O opisujemo vektorom r. Kad Zelimo naglasiti da se Cestica giba odnosno da vektor
njenog poloZaja r ovisi o vremenu t, kazemo da je polozaj Cestice opisan vektorskom funkcijom
r[t]. Krivulja koju vektorska funkcija r[t] tijekom vremena opisuje u prostoru jest putanja Cestice
(engl. trajectory). Slika prikazuje putanju Cestice te vektor poloZaja r u trenutku t i u kasnijem
trenutku trenutku t 4+ At.

y

/ putanja Cestice
Ar

r(t]

r[t + At]

@)

Pomak (engl. displacement) Ar je vektor koji opisuje promjenu poloZaja Cestice koja nastupa u
vremenskom intervalu od trenutka t do trenutka t + At,

Ar = r[t + At] — r[t]. (2.1)

S obzirom na to da Cestica ne moZe nestati i iznenada se pojaviti na nekom drugom mjestu, kad
At — 0, onda i Ar — 0.

Brzina cestice: Neka je Ar pomak Cestice koji se dogodio u vremenskom intervalu At.
Brzina Cestice (engl. velocity) je vektorska veli¢ina definirana kao limes “omjera” Ar/At kad
At tezi u nulu, odnosno

Ar . r[t+At]—r[t] d

vl = AIItTO At AIII:TO At Er[t]’ (2:2)

Sto prepoznajemo kao derivaciju poloZaja Cestice opisanog vektorskom funkcijom r[t] po
vremenu t.

Slika prikazuje vektore brzine estice u trenucima t i t + At.
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putanja Cestice

v(t]
v[t + At]

@)

Smijer brzine: Vektor brzine je u svakoj to¢ki putanje paralelan tangenti na putanju pa se jo3
kaze i da on “leZi na tangenti” ili da je “paralelan samoj putanji”. Takoder je dopuSteno reéi da
vektor brzine v | odgovarajuci jedini¢ni vektor v “gledaju u smjeru gibanja”.

Iznos brzine Cestice (engl. speed) moZe se povezati s duljinom puta koji Cestica prevaljuje duZ
svoje putanje. Diferencijal duljine puta ds jednak je iznosu diferencijala pomaka Cestice, ds = |dr|,
a to znaci da iznos brzine moZemo napisati kao

dr

dt

d d

v=I= dt _ dt’

Sto je derivacija duljine prevaljenog puta po vremenu.

Promjena brzine cestice koja nastupa u vremenskom intervalu od trenutka t do trenutka t+ At
Je
Av = v[t + At] — v[t]. (2.4)

Kad At — 0, onda i Av — 0.

Akceleracija cestice: Neka je Av promjena brzine koja je nastupila u vremenskom intervalu
At. Akceleracija (engl. acceleration) je vektorska veli¢ina definirana kao limes “omjera”
Av/At kad At — 0 teZi u nulu, odnosno

vt + At] —v[t] %v[t], (2.5)

[t = i Av i
a _ALToAt_AItr—Tzo At

Sto prepoznajemo kao derivaciju brzine Cestice v[t] po vremenu t.

S obzirom na to da je brzina derivacija polozaja po vremenu, akceleraciju moZemo izraziti i kao
drugu derivaciju poloZaja po vremenu,

2

aft] = %v[t] = % (%r[t]) = %r[t]. (2.6)

Smjer akceleracije: Kad se Cestica giba duZ zakrivljene putanje, smjer vektora akceleracije nije
paralelan tangenti na putanju, vec€ je viSe ili manje “zakrenut” u smjeru u kojem &estica u danom
trenutku “skrece” .

Primjer 2.1.1: PoloZaj, brzina i akceleracija u pravokutnom koordinatnom sustavu
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e Polozaj: Koristimo i pravokutni koordinatni sustav, poloZaj €estice u trenutku t opisu-
jemo vektorskom funkcijom

r(t] = x[t] X+ y[t] ¥ + z[t] 2,

gdje funkcije x[t], y[t] i z[t] predstavljaju x, y i z-koordinatu poloZaja Cestice u trenutku
t.

e Brzina: Deriviranjem poloZaja r[t] po vremenu t dobivamo vektor brzine,

v[t] = [t] _ dx[t] - d)c/i[tt] - dz[tt] 5

§to jos zapisujemo kao
v(t] = w[t] X+ v, [t] ¥ + v [t] Z,

gdje funkcije v [t] = Ex[t], w[t] = 2y[t] i v[t] = Lz[t] predstavijaju x, y i z-
komponentu vektora brzine.

e Akceleracija: Deriviranjem brzine v[t] po vremenu dobivamo vektor akceleracije,

alt] = . vit] = dVX[t] +dvgt[t]9+dﬁt[t] 3,

Sto jo$ zapisujemo kao
aft] = a,[t]| X+ a,[t] ¥y + a.[t] z,

gdje su a[t] = Lv[t] = cj%x[t] itd., x, y i z-komponenta akceleracije.

e Skraceni zapis: Cesto se Kkoristi skraceni zapis vektora poloZaja, brzine i akceleracije u
kojem se izostavlja oznaka ovisnosti funkcije o vremenu, a prva i druga derivacija funkcije
po vremenu se oznacavaju se jednom ili dvjema to¢kama iznad simbola. Polozaj, brzinu
I akceleraciju moZemo zapisati kao

r=xX+yy+zz, V=XxX+yy+2z2 a=XX+yy+:zz

odnosnho v, = X, a, = X itd.

Primjer 2.1.2: \Vodoravni hitac

Razmotrit ¢emo gibanje sitnog tijela (Eestice) koje je s visine hy bateno u vodoravnom smjeru
brzinom iznosa vy (tzv. vodoravni hitac). Slika prikazuje putanju tijela te vektore njegove
brzine i akceleracije u poZetnom trenutku te u dvama kasnijim trenucima.
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Uocavamo da vektor akceleracije a gleda u smjeru u kojem tijelo skrece, dok vektor brzine v
gleda u smjeru gibanja. U nastavku ¢emo upoznati matematicke izraze koji opisuju gibanje
sa slike.

e Vektor poloZaja: PoloZaj tijela u x, y-ravnini pravokutnog koordinatnog sustava (x-os je
vodoravna, y-os je usmjerena uvis, a kao pocetni trenutak odabiremo t = 0) opisujemo

vektorom g
r[t] = vot X + (ho — §t2> g,
gdje je g iznos akceleracije slobodnog pada.

e Jednadzba putanje: U izrazu za vektor polozaja tijela r[t] prepoznajemo koordinate

poloZaja
_ - _ 9.2
x[t] = wt i y[t] = ho — §t :
Eliminacijom vremena t iz gornjih dviju jednadZbi dobivamo jednadZbu putanje u obliku
g -
= hy — =—x".
vy 0 2v§x

Prepoznajemo da je rije¢ o paraboli s tjemenom u x =01 y = hy.

e Brzina: Vektor brzine dobivamo deriviranjem izraza za vektor poloZaja r[t] po vremenu,
pri Cemu s jedini¢nim vektorima X i ¥ pravokutnog koordinatnog sustava postupamo kao
s konstantnim veli¢inama,

d d g
vt:—rt:—(vt)"( (h——t2>“>:v>‘<— ty.
[t] dt [t] gz \vo + | Mo 5 y 0 gty
Uocavamo da je x-komponenta brzine v, [t] = v stalna u vremenu, dok je y-
komponenta brzine v, [t] = —gt usmjerena prema dolje i s vremenom se po iznosu

povecava.
e Akceleracija: Vektor akceleracije dobivamo deriviranjem vektora brzine v[t] po vremenu,
d d
alt]| = —v|t] = — (X —gty) = —gV,
[t] = ult] = 5, (W&~ gt§) = —g¥

Sto Je oCekivani vektor akceleracije slobodnog pada koji je stalan u vremenu | jednak
svuda u prostoru.

Gibanje duZ pravca: U posebnom slu€aju u kojem se Cestica giba isklju¢ivo duZ pravca (tzv.
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pravocrtno gibanje, engl. rectilinear motion), vektor brzine i vektor akceleracije Cestice paralelni
su s tim pravcem. Ako se gibanje odvija duZ x-osi, poloZaj, brzinu i akceleraciju opisujemo
vektorima

r[t] = x[t] X, v[t] = v [t] X, aft] = a.[t] X, (2.7)

¢ije su y | z-komponente jednake nuli. Zbog jednostavnosti tih vektorskih izraza, uvrijeZeno je
izostaviti jedini¢ni vektor X te o njihovim x-komponentama, a to su veli¢ine

A, wll= St add = i, (2.8)

govoriti kao o “polozaju™, “brzini” | “akceleracii” tijela. Pritom valja voditi racuna o tome da
brzina v, [t] moZe biti pozitivna ili negativna, ovisno o smjeru gibanja. Akceleracija a,[t] takoder
moZe biti pozitivna ili negativna, ovisno o tome povecava li se x-komponenta brzine u vremenu
ili se ona smanjuje. Suprotno tomu, iznos brzine i iznos akceleracije su veli¢ine koje ne mogu biti
negativne, a ovdje ih moZemo izraziti kao

vitl = Il alt] = |adt]]. (2.9)

Primjer 2.1.3: PoloZaj, brzina i akceleracija pri harmonijskom titranju

Jedno od najvaznijih gibanja u fizici koje se moZe odvijati duZ pravca je tzv. harmonijsko
titranje (vidi poglavlje 6). PoloZaj Cestice koja harmonijski titra duZ x-osi izmedu tocaka
x = £A moZemo opisati izrazom za x-koordinatu

x[t] = Acoswt,

gdje konstante A > 0 i w > 0 zovemo amplitudom i kutnom frekvencijom titranja.

Amplituda A ima fizicku dimenziju L (duljina). Krajnje tocke titranja x = +A jo$ zovemo i
tockama obrata jer se u njima Cestica na trenutak zaustavlja i obrée smjer svojeg gibanja.

Kutna frekvencija ima dimenziju T~ (inverzno vrijeme), a s obzirom na to da pomnoZena vre-
menom predstavlja argument trigonometrijske funkcije, kao mjerna jedinica kutne frekvencije
koristi se radijan u sekundi (rad/s).

Deriviranjem izraza za x-koordinatu poloZaja Cestice po vremenu dobivamo izraz za x-

komponentu njene brzine,

d d
v [t] = Ex[t] =3 (Acoswt) = —Awsin wt,

a deriviranjem x-komponente brzine po vremenu dobivamo x-komponentu akceleracije,
ax[t] d [t] d (—Awsinwt) Aw? cos wt
= —Vv|t] = = (—Awsinwt) = —Aw wt.
X dt ™ dt

Slika prikazuje ovisnost x-komponente poloZaja (crvena linija), brzine (siva linija) i akceleracije
(crna linija) Cestice o vremenu.
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polozaj: x = Acoswt

brzina: vy = —Awsinwt

¥t
g3
Bl -
?
.

—Aw +

akceleracija:  ay = —Aw? coswt

Aw? T /—\
: } t
T s 37 2
AN ) 2w w 2w w
—Aw* T

U odnosu polozaja (crvena linija) i brzine (siva linija) prepoznajemo sljedece:

e Kad x-koordinata poloZaja raste u vremenu (crvena linija se uspinje), brzina v, je pozi-
tivna (siva linija je “iznad nule”).

e Kad se Cestica nalazi u tocki obrata (maksimum ili minimum crvene linije) brzina v, je
jednaka nuli (siva linija ima nul-to¢ku odnosno mijenja predznak).

U odnosu brzine (siva linija) i akceleracije (crna linija) uoavamo:

e Kad se brzina v, povecava (siva linija se uspinje), akceleracija a, je pozitivna (crna linija
“iznad nule").

e Kad brzina v, (siva linija) dosegne minimum ili maksimum, akceleracija a, je jednaka
nuli (crna linija ima nul-to¢ku odnosno mijenja predznak).
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2.2 Inverzne relacije za brzinu i polozaj te za duljinu puta (integrali)

Brzina: Relaciju (2.5) koja definira akceleraciju moZemo napisati u obliku dv[t'] = a[t’]dt’,
§to moZemo integrirati u vremenu t’ od poletnog trenutka t' = ty do trenutka t' = t. Time
dobivamo izraz za brzinu Zestice u trenutku t koji moZemo napisati u obliku

t
v([t] :v[to]—l—/ a[t’] dt’, (2.10)
to

gdje je v[to] brzina Cestice u pofetnom trenutku t = t;. Za razliku od relacije (2.5) koja
nam omogucuje da deriviranjem brzine po vremenu izratunamo akceleraciju, relacija (2.10) nam
omogucuje da u slu€ajevima u kojima je poznata ovisnost akceleracije Cestice o vremenu te brzina
Cestice u pocetnom trenutku t = ty, integriranjem akceleracije izra€unamo brzinu Cestice u bilo
kojem kasnijem trenutku. Zato kaZemo da je (2.10) inverzna relacija u odnosu na relaciju (2.5).
Kad je akceleracija dana njenim koomponentama a,[t], a,[t] i a,[t] u pravokutnom koordinatnom
sustavu, integracija akceleracije po vremenu u inverznoj relaciji (2.10) svodi se na integraciju
komponenata akceleracije po vremenu,

/ta[t’] dt’ = /t (ax[t'] X+ a,[t'] ¥ + a.[t'] 2) dt’

to to

t t t
)“(/ ax[t’]dt’+9/ ay[t’]dt’+2/ a,[t'] dt’. (2.11)

to to to

Polozaj: Relaciju (2.2) koja definira brzinu moZemo napisati u obliku dr[t'] = v[t'] dt’, a inte-
gracijom od pocetnog trenutka t’ = ty do trenutka t’ = t dobivamo izraz za poloZaj Cestice

t

r[t] :r[to]—l—/ v[t']dt’, (2.12)
to

gdje je r[ty] poloZaj Cestice u poetnom trenutku t = t;. KaZemo da je (2.12) inverzna relacija

u odnosu na relaciju (2.2). Kad je brzina dana njenim koomponentama v, [t], v,[t] i v,[t] u

pravokutnom koordinatnom sustavu, integral u (2.12) svodi se na

t t t t
/ v[t’]dt’:f(/ vX[t’]dt’+9/ vy[t’]dt’+2/ v, [t'] dt. (2.13)
to to to to
Duljina puta: Diferencijal duljine puta koji Cestica prevali gibajuéi se duz svoje putanje mozemo

izraziti kao
ds = |dr| = |vdt| = |v|dt = vdt,

gdje je v brzina &estice, a v = |v| je iznos brzine. Duljinu puta koju Cestica prevali od trenutka
t = t; do trenutka t = t, moZemo izraziti integralom

to to
512:/ ds:/ J[1] dt. (2.14)
t1 t1

a ako je brzina dana njenim koomponentama vi[t], v,[t] i v,[t] u pravokutnom koordinatnom
sustavu, taj se integral se moze izraziti kao

S12 = /t 2 VD2 + (4 [t])? + (ve[t])? dt. (2.15)
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2.3 Gibanje stalnom brzinom (jednoliko pravocrtno gibanje)

Gibanje stalnom brzinom je gibanje pri kojem se ni smjer ni iznos brzine u vremenu ne
mijenjaju. S obzirom na to da se smjer brzine ne mijenja Cestica ne skrece s pravca svog
gibanja pa ovo gibanje jos zovemo jednolikim pravocrtnim gibanjem (engl. uniform rectilinear
motion). Oznacimo li stalnu brzinu Cestice s vy, akceleracija, brzina i poloZaj estice su

at] =0, v[t] = vo, r[t] = r[to] + vo(t — to), (2.16)
gdje je r[to] polozZaj Cestice u pocetnom trenutku t = t.
Putanja Cestice je pravac koji prolazi to¢kom r[ty], a smjer mu je odreden smjerom brzine vq. lako

Jje izraz za vektor poloZaja r[t] otigledan, napomenimo da do njega mozemo doci uvrstavanjem
stalne brzine vo u inverznu relaciju (2.12).

Primjer 2.3.1: /zbjegavanje sudara u zracnom prometu

Avioni A | B lete na istoj visini. Avion A se u trenutku t = 0 nalazi ds = 5km isto¢no od
aerodroma i leti prema sjeveru brzinom iznosa v, = 300 km h~?, a avion B se u tom trenutku
nalazi dg = 4 km sjeverno od aerodroma i leti prema istoku brzinom iznosa vg = 400 km h~!.
Ocigledno je da se pravci duz kojih avioni lete sijeku, ali s obzirom na to da avioni samim
presjeciStem opcenito prolaze u dvama razli¢itim trenucima, presjecanje pravaca ne znaci da ¢e
se oni nuzno sudariti. Kako bismo procijenili rizik od sudara aviona moramo odrediti najmanju
udaljenost na kojoj ¢e se ta dva aviona naci nastave li letjeti nepromijenjenim brzinama.

Gibanje moZemo opisati u x, y-ravnini pri ¢emu se ishodiSte podudara s poloZajem aerodroma,
X-0S je usmjerena prema istoku, a y-os je usmjerena prema sjeveru. Slika prikazuje vektore
polozaja aviona u t = 0 te vektore njihovih brzina,

rA[O] = dA )’E, Vap = Va 9, rB[O] = dB 9, Vg = VB X.
| T

Sjever

VB—) |

rg[0] VA

ra[0] */xg—r X

Koristeci (2.16), poloZaje aviona A i B u trenutku t opisujemo vektorima

rA[t] = rA[O] 4+ Vot = daX + vaty, rB[t] = rB[O] +vgt =dgy + vetX.
PoloZaj aviona B u odnosu na avion A je

rAB[t] = rB[t] — rA[t] = (VBt — dA)f(—F (dB — VAt) 9,
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a kvadrat udaljenosti medu njima je
rﬁB[t] = rAB[t] . rAB[t] = (VBf — dA)2 + (dB — VAf)Q.

Trenutak t' u kojem r35 postiZze minimum nalazimo uvjetom

d
0= A6lt] == 23 + V)Y~ 2(veda + vads)
koji daje
;. veda + vads
- Sy
BT Va

Slijedi da je najmanja vrijednost kvadrata udaljenosti medu avionima

(dava — dgvg)?

2 2
VA+VB

(o) o = 26l =+ =

odnosno najmanja udaljenost medu njima je

(rag) = |dava — dgvs|  [(5km) x (300kmh~!) — (4km) x (400 kmh~1)|
AB/min = 2 /(300 kmh-1)2 + (400 km h-1)2

S obzirom na to da se radi o vrlo maloj udaljenosti, a time i velikoj opasnosti od sudara,
vjerojatno je da ¢e kontrola leta traZiti promjenu visine leta za barem jedan od ovih dvaju
aviona.

=200 m.

2.4 Gibanje stalnom akceleracijom (jednoliko ubrzano gibanje, kosi hitac)

Gibanje stalnom akceleracijom je gibanje pri kojem je vektor akceleracije Cestice stalan u
vremenu, a jo$ ga zovemo jednoliko ubrzanim gibanjem (engl. uniformly accelerated motion).
Oznacimo |i stalnu akceleraciju s ag, akceleracija, brzina i poloZaj €estice dani su izrazima

a[t] = ao, (2.17)
v[t] = v(to] + ao(t — to), (2.18)
f{t] = rlto] + vlto] (t — o) + 2t — o). (2.19)

gdje su v([tp] i r[to] brzina i poloZaj Cestice u potetnom trenutku t = tj.

|zraz za brzinu (2.18) dobivamo uvrstavanjem stalne akceleracije ag u inverznu relaciju (2.10) i
integracijom, a izraz za polozaj (2.19) dobivamo uvrstavanjem izraza za brzinu (2.18) u inverznu
relaciju (2.12) i integracijom.

Gibanje stalnom akceleracijom odvija se duZ pravca ako su ag i v[tp] istog ili suprotnog smjera.
Ako aqg i v[tg] zatvaraju kut razli¢it od 0 ili w, gibanje se odvija u ravnini odredenoj vektorom
poetnog polozaja r[0] i razapetoj vektorima aq i v[tp], @ sama putanja ima oblik parabole.
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Primjer 2.4.1: Kosi hitac

Zanemarimo li sile otpora zraka, neke potankosti vezane uz prirodu gravitacijske sile te neke
ucinke vezane uz cinjenicu da se Zemlja vrti oko svoje osi, moZzemo re¢i da se tijela u
slobodnom padu u blizini Zemljine povrsine gibaju jednoliko ubrzano akceleracijom iznosa
g ~ 9.81ms~2 koja je usmjerena prema tlu. Ovdje ¢emo razmotriti tzv. kosi hitac odosno
slobodni pad tijela koje je u trenutku t = 0 bageno brzinom pocetnog iznosa vy pod kutom
a u odnosu na vodoravnu ravninu.

Gibanje prikazujemo u x, y-ravnini pri ¢emu se ishodiste podudara s to¢kom iz koje je tijelo
baceno, x-0s je vodoravna, y-0s je usmjerena uvis, a zbog jednostavnosti uzimamo da je tijelo
baceno u trenutku t = 0. Slika prikazuje vektor pocetne brzine, putanju tijela te poloZaj tijela
u trenutku t = t; u kojem ono postiZze najvecu visinu i u trenutku t = t, u kojem se nalazi
na istoj visini s koje je baceno. \

o
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p )
N
Ve i 4 b
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i
IO
‘1//()
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0 o o
g SN 2a 5 SinRa

Akceleraciju, pocetnu brzinu i pocetni polozaj tijela moZemo napisati kao

ag=—gYy, v[0] = vp(cosa kX +sinay), r[0] =0,
a uvrstavanjem tih veli¢ina u (2.18) dobivamo izraz za brzinu
v[t] = v[0] + apt = vpcosa X + (vpsina — gt) ¥
te uvrstavanjem u (2.19) dobivamo izraz za poloZaj tijela

a , N
r(t] = r[0] + v[O]t + Eotz = wtcosaX+ (votsma - gt2> y.
Koordinate poloZaja su x[t] = wtcosa i y[t] = wtsino — £t2, a eliminacijom vremena iz
njih dobivamo jednadZbu putanje koju moZemo napisati u obliku

gx°
y[x] = xtga — ﬁ(1+tg2a).
Vo
Prepoznajemo da je putanja tijela parabola u x, y-ravnini. Njeno tjeme odgovara najvisoj
tocki koju tijelo postiZe. Jedna od njenih nulto€aka nalazi se u ishodistu, Sto odgovara tocki
iz koje je tijelo baceno, a druga nulto¢ka odgovara tocki u kojoj bi tijelo palo na vodoravno
tlo. Koordinate tih to€aka su na gornjoj slici navedene uz x | y-os.
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Trenutak t; u kojem se tijelo nalazi u najvisoj tocki putanje dobivamo iz uvjeta da je y-
komponenta brzine tom trenutku jednaka nuli,

Vo .
Vy[tl] =0 - t, = ESII’] .

Koordinate najvise to¢ke putanje mozemo dobiti uvrStavanjem trenutka t; u izraz za polozaj
Cestice ili pronalazenjem tjemena parabole koja predstavlja putanju Cestice.

Trenutak t» u kojem se tijelo nalazi na visini s koje je bateno dobivamo iz uvjeta da je
y-koordinata polozaja jednaka nuli,

2
y[t] =0 == th = % sina.

Udaljenost te tocke od ishodista koju jo§ zovemo “dometom projektila” dobivamo
uvrStavanjem trenutka t, u izraz za x-koordinatu Cestice ili pronalazenjem nulto¢ke parabole
koja predstavlja putanju Cestice.

2.5 Centripetalna i tangencijalna akceleracija

Akceleraciju Cestice definiranu izrazom (2.5) Cesto prikazujemo kao zbroj dvaju medusobno oko-
mitih vektora koje zovemo centripetalnom akceleracijom, ac,, | tangencijalnom akceleracijom,

dtang-

dtang

putanja

acp a = acp + Atang

Centripetalna akceleracija (engl. centripetal acceleration) je prisutna kad se Cestica giba
duz zakrivljene putanje, okomita je na putanju i odraZava promjenu smjera gibanja Cestice.
MoZemo ju izraziti kao

(2.20)

gdje je v iznos brzine Cestice, a % Je derivacija jedini€nog vektora ¥ po vremenu.

Kad se Cestica giba duZ zakrivljene putanje, jedini¢ni vektor v tijekom vremena mijenja smjer, a

njegova derivacija gleda u smjeru te promjene. S obzirom na to da diferencijalna promjena dv
Jedini€nog vektora v moze biti jedino okomita na njega, isto vrijedi 1 za derivaciju % odnosno za

centripetalnu akceleraciju opisanu izrazom (2.20). Kad se Cestica giba duZ pravca centripetalna
akceleracija je jednaka nuli.

Tangencijalna akceleracija (engl. tangential acceleration) leZi na tangenti na putanju i
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govori o promjeni iznosa brzine ¢estice. MoZemo ju izraziti kao

dv _
dtang = EV, (221)

gdje je ‘3—{ derivacija iznosa brzine po vremenu, a V je jedini¢ni vektor vektora brzine koji gleda
u smjeru gibanja.

Kad se Cestica giba brzinom stalnog iznosa, neovisno o tome je |i putanja zakrivljena ili nije,
tangencijalna akceleracija Cestice jednaka je nuli. Kad se iznos brzine Cestice povecava (dv/dt >
0) tangencijalna akceleracija Cestice “gleda u smjeru gibanja” a kad se iznos brzine smanjuje
(dv/dt < 0) ona “gleda unazad"”.

lzraze (2.20) i (2.21) moZemo izvesti pisuci brzinu Cestice v kao umnoZak njenog iznosa Vv i
Jedini¢nog vektora v te racunajudi akceleraciju a deriviranjem tog umnos$ka po vremenu,

_dvd
~dt dt

dv dv

a (V\?) = EV + VE, (222)

pri ¢emu smo Kkoristili pravilo za deriviranje umnoska funkcija. Prvi ¢lan na desnoj strani prepoz-
najemo kao tangencijalnu, a drugi ¢lan kao centripetalnu akceleraciju.

Primjer 2.5.1: Centripetalna akceleracija pri voznji zavojitom cestom

Prisutnost centripetalne akceleracije moZzemo pokazati u vrlo jednostavnom gibanju koje je
opisano vektorom polozaja
r[t] = utXx+ Asinwty,

gdje su u, A i w pozitivhe konstante. Gibanje se odvija u x, y-ravnini, a moZemo ga shvatiti
kao gibanje u smjeru x-osi brzinom iznosa v uz “vijuganje” amplitudom A i kutnom frekven-
cijom w, sto je nalik voznji vodoravhom cestom duz koje se izmijenjuju lijevi i desni zavoji.
Koordinate poloZaja Cestice su x[t] = utiy[t] = Asinwt iz Eega dobivamo jednadzbu putanje

y[x] = Asin wx
u

Slika prikazuje putanju Cestice te njen poloZaj, brzinu i akceleraciju u nekoliko uzastopnih
trenutaka oznacenih s t; do ty.

Na slici uoCavamo sljedece:
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e U trenutku t; u kojem Cestica prolazi sredinom desnog zavoja i u trenutku t3 u kojem ona
prolazi sredinom lijevog zavoja, njena je akceleracija okomita na smjer njenog gibanja.
To znaci da se njena akceleracija u tim trenucima sastoji isklju€¢ivo od centripetalne
akceleracije odnosno da je njena tangencijalna akceleracija jednaka nuli. U desnom
zavoju akceleracija je usmjerena nadesno, dok je u lijevom zavoju ona usmjerena ulijevo
u odnosu na smjer gibanja, Sto odgovara smjeru u kojem Cestica “skrece” odnosno
smjeru derivacije &9 u izrazu (2.20).

e U trenutku t, u kojem Cestica napusta desni i ulazi u lijevi zavoj, akceleracija Cestice
jednaka je nuli te zbog toga nije nacrtana. To znaci da su u tom trenutku obje kom-
ponente akceleracije jednake nuli odnosno da se u tom trenutku ne mijenjaju niti smjer
niti iznos brzine. Isto nalazimo i u trenutku t; u kojem Cestica napusta lijevi i1 ulazi u
desni zavoj.

Gornje navode potvrduje sljedeéi racun. Vektor brzine dobivamo deriviranjem vektora
polozaja,

d d ,
v[t] = Er[t] = (utX+ Asinwty) = uX + Aw coswt ¥y,
a vektor akceleracije dobivamo deriviranjem vektora brzine,

d d
a[t] = av[t] =5 (U + Aw coswt §) = —Aw? sinwt .

Dobivene izraze za brzinu i akceleraciju sada moZemo izvrijedniti u trenucima t; do ty,

t1 = /2w, v[t] = ug, a[t;] = —Aw?Y,
th=T/w, v[t] = ux— Awy, a[t] =0,

tz = 31/2w, v[ts] = uX, a[t;] = Aw?Y,
ty = 27 /w, vty = ux+ Awy, a[ty] =0,

Lako je uvjeriti se da su rezultati u skladu sa slikom.
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2.6 Kruzno gibanje

Kruzno gibanje: Slika prikazuje kruZznu putanju Cestice, vektore polozaja Cestice u odnosu na
srediSte putanje te vektore brzine Cestice u dvama trenucima koji su u vremenu razmaknuti za
At.

v[t]

v[t + At]

Iznos vektora poloZaja je stalan u vremenu i jednak je polumjeru kruznice R = |r|, a smjer mu
se mijenja tijekom gibanja. Na slici je naznacen kut A¢ za koji se vektor poloZaja r zakrenuo u
intervalu vremena At. (Takoder se kaZe da je r “prebrisao” kut Ag.)

Kutna brzina (engl. angular velocity) je vektorska fizicka veli¢ina kojom opisujemo kruzno
gibanje. Smjer vektora kutne brzine je po definiciji okomit na ravninu gibanja, a orijentiran
Je u skladu s pravilom desnog vijka, tj. onako kako bi napredovao desni vijak kad bismo ga
okretall u smjeru kruznog gibanja Cestice. |znos vektora kutne brzine jest limes omjera kuta
zakreta A¢ izrazenog u radijanima (puni krug iznosi 27 rad) i vremena At u kojem je zakret
nastupio, kad At — 0,

o= i e 229

Slika prikazuje vektor kutne brzine w za koji pretpostavljamo da je stalan te vektor polozaja r |
vektor brzine v u nekoliko razli¢itih trenutaka u vremenu.

S obzirom na to da pri zakretu vektora r za kut A¢ Cestica duz kruZnice prevali put duljine
As = RA¢@, iznos njene brzine moZemo izraziti kao
As RA d
b _ pdb _

v=Ilim — = |lim

At—0 At At—0 At dt_Rw' (2.24)

gdje je w iznos kutne brzine.
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Brzina cestice: Smjer vektora brzine se pri kruznom gibanju podudara sa smjerom vektora
w X r (vidi gornju sliku), a s obzirom na to da zbog okomitosti w i r vrijedi |w X r| = WR = v,
vektor brzine moZemo izraziti kao

V=wXF. (2.25)

Centripetalna akceleracija: Vektor centripetalne akceleracije je pri kruZznom gibanju usmje-
ren prema srediStu kruZnice, a opisuju ga izrazi

a, = —wr, ap = W'R = (2.26)

V2
ﬁ.

Tangencijalna i kutna akceleracija: Vektor tangencijalne akceleracije pri kruZznom gibanju
moZe se izraziti kao

gdje vektorsku veli¢inu
a= dw (2.28)
~dt '

zovemo kutnom akceleracijom.

S obzirom na to da je vektor kutne akceleracije a derivacija vektora w koji je po definiciji okomit
na ravninu gibanja, vektor a je i sam okomit na tu ravninu, a s obzirom na to da su a ir
medusobno okomiti, vrijedi |a x r| = aR. To znaci da iznos tangencijalne akceleracije mozemo
napisati kao

Atang = QR. (2.29)

lzraz za centripetalnu akceleraciju (2.26) i izraz za tangencijalnu akceleraciju (2.27) moZemo
izvesti deriviranjem izraza za brzinu (2.25),
_dv d dw dr

a—E:E(wxr):Exr—FwXE (230)

(primijenili smo pravilo za deriviranje vektorskog umnoska funkcija). Prvi &lan na desnoj strani
prepoznajemo kao tangencijalnu akceleraciju (2.27), a u nekoliko jednostavnih koraka pokazujemo
da drugi €lan na desnoj strani gornje jednadZbe odgovara centripetalnoj akceleraciji (2.26),
dr 5
wxazwxv:wx(wxr):(w-r)w—(w~w)r:—wr. (2.31)
U gornjem racunu smo najprije koristili izraz za brzinu (2.25), zatim opd¢i identitet (1.15), te
konacno Cinjenicu da su w i r okomiti vektori, a $to znaci da je w - r = 0.

Primjer 2.6.1: Prikaz kruZnog gibanja u pravokutnom koordinatnom sustavu

Ovdje ¢emo vektore polozaja r, kutne brzine w, brzine v, centripetalne akceleracije a,, kutne
akceleracije a | tangencijalne akceleracije atang pri kruznom gibanju izraziti u pravokutnom
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koordinatnom sustavu. Slika prikazuje Cesticu koja se giba duZ kruZnice polumjera R u x, y-

ravnini.
y

R - r(t]

)

R

e Polozaj Cestice moZemo opisati vektorom
r[t] = R?[t] = R(cos@[t] X+ sin@[t] ¥).

Dvotlani izraz u okruglim zagradama je jedini¢ni vektor #[t], a kut ¢[t] koji vektor r[t]
zatvara s x-osi shvacamo kao kutnu koordinatu poloZaja Cestice.

e Vektor kutne brzine je okomit na ravninu u kojoj lezi kruZnica te ga moZemo napisati
kao
w(t] = w,[t] Z,
gdje je
d
wWy|t| = —@|t
(1] = ol

njegova z-komponenta. Kad se kutna koordinata poloZaja ¢[t] povecava u vremenu,
z-komponenta kutne brzine w, je pozitivna te vektor w gleda u pozitivnom smjeru z-osi,
Sto je u skladu s definicijom vektora kutne brzine (pravilo desnog vijka).

e Brzinu Cestice moZemo izracunati deriviranjem vektora poloZaja po vremenu (zbog pre-
glednosti zapisa izostavljamo oznake ovisnosti veli¢ina o vremenu),

d d o e A - d
v—ar—Ra(cosd)x—i—smd)y)—R( smd)x+cosd)y)dt¢

= Rw,(—singp X+ cosdy),

ili s pomocu jednadzbe (2.25) ratunanjem vektorskog umnoska kutne brzine w i vektora
polozaja r. Koristedi izraz (1.23) za vektorski umnozak u pravokutnom koordinatnom
sustavu dobivamo
X y z
V=w Xt = 0 0 W, | =X(—w,Rsing) + ¥ (w,Rcos ),
Rcos¢p Rsing O

Sto je istovjetno rezultatu dobivenom deriviranjem vektora poloZaja.
e Centripetalna akceleracija je dana izrazom (2.26) te ju ovdje moZemo izraziti kao

ap = —w’r=—w’R(cospX +sinpy),

gdje je w? = w - w = w? kvadrat iznosa kutne brzine.
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e Kutnu akceleraciju (2.28) moZemo napisati kao a = o, Z, gdje je

d

C(Z:a

Wz

njena z-komponenta.

e Tangencijalnu akceleraciju moZemo izraCunati deriviranjem brzine po vremenu &ime do-
bivamo (ukupnu) akceleraciju od koje zatim oduzimamo centripetalnu komponentu ak-
celeracije,

d
—v— (—w’r) == Ra,(—sinp X +cos¢ ¥),

dtang = ad — d¢p = dt

a isti rezultat dobivamo i primjenom jednadZbe (2.27),

% g 2
Arang = A X F = 0 0 o, | =%x(—azRsing) + ¥ (a,Rcoso).
Rcos¢p Rsing O

Jednoliko kruzno gibanje je najjednostavniji slu¢aj kruznog gibanja pri kojem je vektor kutne
brzine w, a time i iznos brzine v, stalan u vremenu. Pri jednolikom kruZznom gibanju su kutna i
tangencijalna akceleracija jednake nuli, a prisutna je isklju€ivo centripetalna akceleracija.

Primjer 2.6.2: /znos akceleracije pri jednolikoj voZnji automobila rotorom

Automobil vozi srednjim prometnim trakom remetinetkog rotora (Zagreb) pri c¢emu kazaljka
njegovog brzinomjera cijelo vrijeme pokazuje iznos v = 60 km h™! (jednoliko kruZno gibanje).
Promjer srednjeg prometnog traka je 2R = 140 m. Iznos akceleracije tog automobila Zelimo

usporediti s iznosom akceleracije slobodnog pada g = 9.81 ms2.

S obzirom na to da se radi o jednolikom kruZnom gibanju, akceleracija automobila se sastoji
isklju¢ivo od centripetalne akceleracije koja je usmjerena prema sredistu rotora. Iznos te
akceleracije racunamo koristeci izraz (2.26),

vZ  (60kmh™1)2  (16.7ms™1)? 5
a—acp—ﬁ— Zom = Zom =3.97ms ~.

Usporedimo |i dobivenu vrijednost s akceleracijom slobodnog pada,

a 397m 52

S22 040,
g 9.81ms2

vidimo da iznos centripetalne akceleracije pri takvoj voznji postize 40% iznosa akceleracije
slobodnog pada.
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2.7 Galilejeve transformacije

Galilejeve transformacije su relacije koje povezuju vektore polozaja, brzine i akceleracije
Cestice u dvama referentnim okvirima koji se, jedan u odnosu na drugog, gibaju stalnom br-
zinom (jednoliko pravocrtno). VaZno je naglasiti da podrazumijevamo iskljucivo translacijsko
gibanje jednog referentnog okvira u odnosu na drugi. Time isklju¢ujemo mogucnost da se
tijekom vremena jedan referentni okvir u odnosu na drugog zakrece.

Slika prikazuje referentni okvir S’ koji se u odnosu na S giba translacijski stalnom brzinom
V. Slika takoder prikazuje vektore poloZaja Cestice u ta dva referentna okvira.

S m

r[t]

S v[t]

Vit

S~

Zbog jednostavnosti uzimamo da je poloZaj ishodista u referentnom okviru S’ u odnosu na
ishodiste u S dan vektorom Vt, sto znaci da se ishodista u trenutku t = O preklapaju. Iz
slike izravno vidimo da vrijedi

r[t] =Vt +r[t]. (2.32)

Deriviramo li relaciju (2.32) po vremenu dobivamo transformaciju vektora brzine &estice
v[t] =V + V'[t] (2.33)

koja nam govori da je vektor brzine Cestice u referentnom okviru S jednak zbroju vektora
brzine referentnog okvira S’ u odnosu na S i vektora brzine Cestice u odnosu na S’. Derivi-
ranjem relacije (2.33) po vremenu nalazimo da su vektori akceleracije u dvama referentnim
okvirima medusobno jednaki

aft] = a'[t]. (2.34)

Relacije (2.32), (2.33) i (2.34) zovemo Galilejevim transformacijama.

Primjer 2.7.1: Situacija iz primjera 2.3.1 promatrana iz aviona A

U primjeru 2.3.1 smo gibanje aviona A i B razmatrali u referentnom okviru & vezanom
uz Zemlju. Ovdje ¢emo primjenom Galilejevih transformacija gibanje aviona B prikazati
u referentnom okviru &’ vezanom uz avion A. Time ¢emo pokazati kako pilot aviona A,
gledajuci kroz svoj prozor ili u ekran svog radara, vidi gibanje aviona B.

U referentnom okviru vezanom uz Zemlju, poloZaje aviona smo prikazali u vodoravnoj x, y-
ravnini pravokutnog koordinatnog sustava vektorima polozaja

I‘A[t] = da X+ vaty, I‘B[t] =dgy + vgtX.
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Ovdje ¢emo koristiti referentni okvir S’ koji se giba zajedno s avionom A. To znadi da se &’
giba u odnosu na S brzinom V koja je jednaka brzini koju avion A ima u referentnom okviru
S,

V = Va 9

PoloZaj aviona B u referentnom okviru &’ racunamo s pomocu Galilejeve transformacije
(2.32),
rglt] =re[t] -Vt =ds ¥y + (veX — va¥y)t.

Prepoznajemo pocetni poloZaj r5[0] = d, ¥ u t = 0 te jednoliko pravocrtno gibanje brzinom

A A

Vg = VX — Va¥.
Istovjetnim postupkom za polozaj aviona A dobivamo
ry[t] = ra[t] — Vit = daX,

$to zna&i da avion A u referentnom okviru &’ miruje. Slika prikazuje poloZaje aviona A i B
u trenutku t = 0 u x’, y’-ravnini pravokutnog koordinatnog sustava u referentnom okviru §’.
Takoder je prikazan i vektor brzine aviona B, a vektor brzine aviona A nije prikazan jer taj
avion u referentnom okviru &’ miruje.

Gornju sliku treba usporediti sa slikom iz primjera 2.3.1 na kojoj smo gibanje aviona prikazali
u referentnom okviru S u kojem se oba aviona gibaju.

U referentnom okviru S’ tlo i zratna masa nad njim gibaju brzinom —V = —v,y. Zbog toga
mozemo rec¢i da u odnosu na avion A, koji u tom referentnom okviru miruje, puse ‘“vjetar”
iz smjera sjevera brzine iznosa V/, §to ujedno objasnjava i njegov let (bez tog “vjetra”, avion
bi se srusio na tlo). Isti “vjetar" takoder objasnjava Cinjenicu da trup aviona B ne gleda u
smjeru u kojem se taj avion giba, vec je prisutno “bo¢no kretanje” tog aviona.

Primjer 2.7.2: Gibanje tocke na obodu kotaca (cikloida)

Slika prikazuje putanju Cestice koja se zalijepila za obod biciklistickog kotaca koji se stalnom
brzinom kotrlja po ravnoj cesti. Kota¢ je nacrtan u nekoliko razli¢itih trenutaka u vremenu,
vektor brzine promatrane estice oznacen je s v, a vektor brzine bicikla (sredista kotaca) je
stalan u vremenu | oznacen je s V.
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\/ V V

Funkcija koja opisuje nacrtanu putanju u matematici je poznata kao cikloida, a do nje moZemo
doci primjenom Galilejeve transformacije na kruzno gibanje opisano u pravokutnom koordi-
natnom sustavu (vidi primjer 2.6.1).

Gibanje Cestice najprije opisujemo u referentnom okviru &’ vezanom uz bicikl u kojem se
Cestica na obodu kotaca kruzno giba. Neka se kota¢ okrece u x’, y’-ravnini pravokutnog
koordinatnog sustava, pri Eemu x’-os gleda u smjeru voZnje, y’-os gleda uvis, a ishodiste se
podudara sa sredistem kotaca. Ako se promatrana Cestica u trenutku t = 0 nalazi u najvisoj
tocki kotaca, njeno gibanje moZemo opisati vektorom poloZaja

r'[t] = R(sinwtX + coswt¥),

gdje je w kutna brzina vrtnje kotac¢a. To znaci da je trajanje jednog punog okreta kotaca

_27r
W

T

te s obzirom na to da za jednog okreta kotaca bicikl prevali duljinu puta koja je jednaka
opsegu kotaca, iznos brzine bicikla V' moZemo povezati s kutnom brzinom w i polumjerom

kotaca R,
V= (op.seg. kotaca) _ 2RT W,
(trajanje okreta) T

Kako bismo gibanje Cestice opisali u referentnom okviru & vezanom uz cestu u odnosu na
koji se referentni okvir S’ giba brzinom

V=VXx=wRxX,

primjenjujemo Galilejevu transformaciju (2.32). Za poloZaj Cestice u referentnom okviru ceste
dobivamo
t[t] =Vt +¥[t] = R(wt + sinwt) X+ Rcoswty,

a deriviranjem tog izraza po vremenu dobivamo brzinu cestice
v[t] = Rw(l + coswt) X — Rwsinwty.

Izracunamo li tu brzinu u trenutku t = m/w u kojem se &estica nalazi u najniZoj tocki svoje
putanje, a to znaci da u tom trenutku dodiruje (mirnu) cestu, dobit ¢emo v = 0. Tu tocku
na grafickokm prikazu putanje Cestice prepoznajemo kao Siljak.




S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 31

Zadaci

Z.2.1: Raketa je lansirana sa Zemlje vertikalno uvis. Potetna brzina rakete jednaka je nuli. Prvih
7 = 155, koliko traje rad motora, ona se uspinje s akceleracijom iznosa 2g. Po prestanku rada motora
raketa se neko vrijeme nastavlja uspinjati, a nakon $to dosegne najvisu to¢ku nad tlom, raketa pada na
tlo. Odredite najvecu visinu nad tlom koju raketa postiZe te ukupno trajanje njenog leta. (Uzimamo da
je iznos akceleracije slobodnog pada g = 9.81 ms~2 isti pri svim visinama te zanemarujemo ucinak otpora
zraka.)

Ri: Amax = 3972 ~ 6.62km, Tk = (3+v6) T ~81.7s [P]

Z.2.2: Tijelo je izbateno s visine hy = 2m u vodoravnom smjeru brzinom pocetnog iznosa vop = 5ms~1.

Odredite domet tijela na vodoravnoj podlozi te iznos brzine i kut koji vektor brzine zatvara s podlogom
neposredno prije udara udara u podlogu. (Vidi primjer 2.1.2.)

Ri: d = vw\/2ho/g ~3.192m, v/ = /vZ + 2ghy ~ 8.015ms™ !, tga’ = v/2gho/vo, &' =51.40° [P]

Z.2.3: Pokazite da je pri kosom hicu (vidi primjer 2.4.1) domet projektila na vodoravnoj podlozi najveci
bacimo li ga pod kutom a = 45°.

Z.2.4: Klinac ima prac¢ku kojom moZe izbaciti kamen brzinom podetnog iznosa vy = 10ms~1. On stoji
na udaljenosti d = 5m od uspravnog zida i Zeli pogoditi $to je moguce visu tocku na tom zidu. Odredite
kut u odnosu na vodoravnu ravninu pod kojim on mora izbaciti kamen.

Ri: tga=v3/gd, a =64° [P]

Z.2.5: Odredi najmanji moguci iznos pocetne brzine projektila vp i odgovarajudi kut izbacaja a (u odnosu
na vodoravnu ravninu) kojime moZemo pogoditi metu koja se nalazi na visini h i na vodoravnoj udaljenosti
d u odnosu na toc¢ku izbacaja.

Ri: tga=h/d++\/1+(h/d)?, v§=g(h+Vvh+d?) [P]

Z.2.6: Nalazimo se u podnozju kosine koja s vodoravnom ravninom zatvara kut 8. Lukom namjeravamo
ispaliti strelicu poetnom brzinom iznosa vy i Zelimo da se ona zabije u kosinu pod pravim kutom. Pod
kojim kutom o u odnosu na vodoravnu ravninu moramo ispaliti strelicu?

Ri: tga=2tgB+1/tgB [P]

Z.2.7: Fenjer koji proizvodi tanak vodoravan snop svjetlosti visi na niti i jednoliko se okre¢e oko uspravne
osi ¢ine¢i 30 okretaja u minuti. Snop svjetlosti pada na ravan uspravan zid koji je od fenjera udaljen
D = 2m. Odredi brzinu gibanja svijetle mrlje koju snop &ini na zidu u trenutku u kojem snop pada na zid
pod kutem ¢g = 45° u odnosu na okomicu na zid.

Rj: v=2Dw =2D(30 x 2mrad/60s) ~ 12.57ms~ % [P]

Z.2.8: U trenutku t = 0 automobil kre¢e iz mirovanja u voznju rotorom polumjera R tangencijalnom
akceleracijom stalnog iznosa atang. lzvedi izraz za iznos akceleracije automobila a te izraz za kut <y koji
vektor akceleracije automobila zatvara s vektorom njegove brzine. (Vidi primjer 2.6.2.)

Rj: @ = atang\/1 + afngt*/R?, 197y = atangt®/R  [P]

Z.2.9: COdredite trajanje leta helikopterom od grada A do grada B koji se nalazi d = 160 km sjeverno u
odnosu na grad A, ako brzina helikoptera u odnosu na zrak iznosi v/ = 80kmh~1!, a prisutan je vjetar iz
smjera sjeveroistoka brzine iznosa V = 40kmh~1.

Rj: t=(d/V)2v2/(V7T—1)~3.43h [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/raketa.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/vodoravnihitac.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/klinac.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/v0min.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/strelica.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/fenjer.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/rotor1.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/helikopter.pdf
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Z.2.10: Veslac Zeli pre¢i nabujalu rijeku tako da ga rijeka tijekom prelaska 5to je moguée manje “odnese”
nizvodno. Odredite kut koji s okomicom na obalu mora tijekom prelaska rijeke zatvarati trup ¢amca ako
je iznos brzine rijeke u odnosu na obalu dva puta vedi od iznosa brzine ¢amca u odnosu na vodu.

Rj: 30° [P]

Z.2.11: U referentnom okviru vezanom uz cestu promatramo kotrljanje kotaca polumjera R &ije se
srediste giba brzinom stalnog iznosa V' (vidi primjer 2.7.2). Odredite najmanji i najveci iznos brzine &estice
koja se nalazi na obodu kota¢a. Zatim odredite duljinu puta koju ta Cestica prevali za jednog punog okreta
kotaca.

Rj: Vimin = 0, Vmax = 2V, s =8R

Z.2.12: Avion A leti na visini ha = 8km u smjeru sjevera brzinom iznosa v4 = 500kmh~!, a avion B
se u nekom trenutku nalazi d = 10 km sjeverozapadno u odnosu na avion A te leti na visini hg = 10 km
brzinom iznosa vg = 700 kmh~! prema istoku. Kolika ¢e biti najmanja udaljenost medu avionima nastave
li letjeti nepromijenjenim brzinama?

Ri: fmin = \/(hB — ha)? + d? (% — ave ) ~2.60km [P]

21,2
vA—I—vB


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/veslac.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/avioni.pdf
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3 Dinamika cestice

Dinamika cestice se bavi zakonima koji povezuju sile koje djeluju na &esticu s njihovim ucincima na
gibanje Cestice. Ovo poglavlje uvodi prva dva Newtonova zakona i Newtonovu jednadZbu gibanja Cestice.
Newtonova jednadZzba gibanja vrijedi isklju€ivo u tzv. inercijskim referentnim okvirima, a osim na Cesticu,
mozemo ju primijeniti i na fizicka tijela. Ona omogucuje racunanje sile koja ostvaruje neko gibanje ili
racunanje akceleracije, brzine i poloZaja Cestice u slu¢ajevima u kojima je poznato kakva sila djeluje na
Cesticu ili tijelo.

3.1 Prvi Newtonov zakon i inercijski referentni okvir

Prvi Newtonov zakon u vrlo saZetom obliku glasi:

“Cestica na koju ne djeluje sila giba se brzinom stalnog iznosa duZ pravca ili miruje.”

Smatramo da je pojam sile razumljiv sam po sebi, tj. da je rije¢ o vektorskoj fizickoj veli¢ini mjerljivoj
dinamometrom ili nekim sli¢nim uredajem. Djeluje li na &esticu vise sila, prvi Newtonov zakon odnosi se
na njihov (vektorski) zbroj koji zovemo ukupnom ili rezultantnom silom. Kad je rezultantna sila jednaka
nuli, odnosno kad ona ne djeluje pa se Cestica giba stalnom brzinom ili miruje, jos kazemo i da je Cestica
u stanju ravnoteze.

Osim za Cesticu, prvi Newtonov zakon vrijedi i za tijela koja se sastoje od mnostva Cestica. U tom slu¢aju
je rezultantna sila zbroj svih sila koje djeluju na sve &estice tijela, a gibanje stalnom brzinom ili mirovanje
se odnosi na totku poznatu kao srediste mase tijela (vise o tome u poglavljima 5 i 8).

Prvi Newtonov zakon ne vrijedi u svim referentnim okvirima. Zamislimo dva referentna okvira koji se
jedan u odnosu na drugi okrec¢u oko neke osi. Zamislimo takoder esticu koja miruje u odnosu na jednog
od njih, a giba se kruzno u odnosu na onog drugog. U referentnom okviru u kojem &estica miruje, na
nju, prema prvom Newtonovom zakonu, ne djeluje sila. U referentnom okviru u kojem se ista Cestica
giba kruzno, 8to znaci da se ne giba stalnom brzinom niti miruje, prema prvom Newtonovom zakonu na
nju sila djeluje. Prihvatimo li kao samo po sebi razumljivo da djelovanje ili ne djelovanje sile ne moze
ovisiti o naSem odabiru referentnog okvira, zaklju¢ujemo da, ako prvi Newtonov zakon u jednom od ta dva
referentna okvira vrijedi, onda u onom drugom referentnom okviru on ne vrijedi. 1z toga slijedi da postoje
referentni okviri u kojima prvi Newtonov zakon ne vrijedi.

Inercijski i neinercijski referentni okviri: MoZe se re¢i da prvi Newtonov zakon pretpostavlja postojanje
barem jednog referentnog okvira u kojem on vrijedi. Takav referentni okvir nazivamo inercijskim refe-
rentnim okvirom, dok referentne okvire u kojima prvi Newtonov zakon ne vrijedi zovemo neinercijskim
referentnim okvirima.

Nije posve jasno postoji li igdje u prirodi idealni inercijski referentni okvir. Na primjer, referentni okvir
vezan uz povrsinu Zemlje €esto smatramo inercijskim, iako je vrlo jednostavnim eksperimentom moguce
pokazati prisutnost u€inaka Zemljine vrtnje koji, strogo govoredi, taj referentni okvir &ine neinercijskim.
(Gibanjem u neinercijskim referentnim okvirima bavimo se u poglavlju 12.)

Beskona¢no mnostvo inercijskih referentnih okvira: Pretpostavimo li da je S inercijski referentni okvir,
onda je svaki referentni okvir 8’ koji se u odnosu na S giba translacijski stalnom brzinom takoder inercijski
referentni okvir. Ta tvrdnja slijedi iz Galilejeve transformacije (2.34) prema kojoj su akceleracije Cestice
u tim dvama referentnim okvirima jednake. To zna&i da gibanju estice stalnom brzinom u inercijskom
referentnom okviru S (akceleracija a = 0) odgovara isto takvo gibanje u referentnom okviru S’ (akceleracija
a’ = 0) odnosno da je 8’ takoder inercijski referentni okvir.
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3.2 Drugi Newtonov zakon i jednadzba gibanja (NJG)

Koli¢ina gibanja cestice (engl. momentum) je vektorska fizicka veli¢ina definirana kao umnozak
mase Cestice m i vektora njene brzine v,
p=mv. (3.1)

Fizitka dimenzija koli¢ine gibanja je MLT ~1, a mjerna jedinica je kgms™1.

Drugi Newtonov zakon:
“Brzina promjene kolicine gibanja Cestice jednaka je sili koja djeluje na Cesticu.”

Pod “brzinom promjene” (engl. rate of change) neke fizicke veli¢ine po vremenu (ovdje je to koli¢ina
gibanja) misli se na derivaciju te veli¢ine po vremenu.

Newtonova jednadzba gibanja (NJG) je bilo koji od mogucih matematickih zapisa drugog Newto-

novog zakona,
dp d dv d?r
:E:E(mv):mazmm
gdje je F rezultantna sila koja djeluje na &esticu, a p, r, v, ai m su redom koli¢ina gibanja, polozaj,

brzina, akceleracija i masa Cestice.

=ma, (3.2)

Prema NJG, jednolikom pravocrtnom gibanju (a = 0) odgovara sila F = 0, sto je u skladu s prvim
Newtonovim zakonom. Poput prvog Newtonovog zakona, NJG vrijedi isklju€ivo u inercijskim referentnim
okvirima.

U situacijama u kojima je poznato kako se Cestica mase m giba, a to zna¢i da je poznata akceleracija
Cestice a, NJG nam omogucuje da izravno izracunamo silu F koja na nju djeluje.

Centripetalna i tangencijalna sila: Kao Sto akceleraciju Cestice prikazujemo kao zbroj centripetalne
| tangencijalne akceleracije, @ = acp + atang (vidi poglavije 2.5), rezultantnu silu F koja djeluje na
Cesticu mozemo prikazati kao zbroj centripetalne i tangencijalne sile,

F = F¢, + Frang. (3.3)

pri cemu
dv dv _

Fo, = mag, = mva, Ftang = Matang = mE V. (3.4)

Centripetalna sila okomita je na putanju i povezana je sa skretanjem &estice (zakrivljenost putanje), dok
tangencijalna sila djeluje duZ putanje, a povezana je s promjenom iznosa brzine Cestice. Nekoliko primjera
u kojima nam NJG razotkriva svojstva sile koja djeluje na Cesticu i u kojima nam moZe pomodi rastavljanje
rezultantne sile na centripetalnu i tangencijalnu silu nalazi se u poglavlju 3.3.

U situacijama u kojima polazimo od poznate sile F koja djeluje na &esticu, a cilj nam je odrediti funkcije
r[t] ili v[t] koje opisuju gibanje Cestice pod djelovanjem te sile, suo€avamo se sa &injenicom da je NJG po
svojoj matematickoj prirodi diferencijalna jednadZba. To zna&i da se funkcije koje Zelimo odrediti, a to su
r[t] ili v[t], u jednadZbi pojavljuju kao derivacije (%r[t] ili %v[t]. Kako bismo odredili “nederivirane”™ r|t]
i v[t], potrebno je provesti postupak rjesavanja diferencijalne jednadzbe.
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Potetni uvjeti: Opce rjesenje NJG za neku Cesticu je vektorska funkcija r[t] koja opisuje gibanje te
Cestice u prostoru i vremenu. Ona ovisi o prirodi sile koja djeluje na &esticu, a u njoj se pojavljuju
I konstante koje zovemo po&etnim uvjetima (engl. initial conditions). Odaberemo li kao poletni
trenutak t = ty, pocetni uvjeti su polozaj i brzina €estice u tom trenutku,

V[to] I I’[to]. (35)

U sustavu s viSe Cestica ili tijela, opce rjeSenje sadrzi pocetne uvjete gibanja svih Cestica ili tijela.

S obzirom na to da sila F moZe ovisiti o vremenu, o poloZaju i o brzini €estice u danom trenutku, a u
sloZenijim fizickim sustavima takoder i o gibanju svih ostalih Cestica u sustavu, postupak rjesavanja NJG
moze moZe biti vrlo sloZen. U ovom i u sljede¢im poglavljima prikazat ¢emo niz jednostavnih ali vaznih
slu¢ajeva u kojima je moguce pronaci rjesenja NJG.

e Kad na Cesticu ne djeluje sila, akceleracija Cestice je, prema NJG, jednaka nuli. To znaci da se
Cestica giba stalnom brzinom (jednoliko pravocrtno gibanje, vidi poglavlje 2.3). Opce rjesenje NJG
u tom slucaju glasi r[t] = r[to] + v[to](t — to), a r[to] i V[tp] su poletni uvjeti u trenutku t = tp.

e Kad na Cesticu mase m djeluje stalna sila Fg, Cestica se, prema NJG, giba stalnom akceleracijom
ag = Fo/m (jednoliko ubrzano gibanje, vidi poglavlje 2.4). Opce riesenje NJG je r[t] = r[ty] +
v[to](t — to) + %ao(t — t9)?, gdje su r[to] i v[to] potetni uvjeti.

e Kad na Cesticu mase m djeluje sila F[t] koja ovisi isklju¢ivo o vremenu, NJG nam daje akceleraciju
Cestice a[t] = F[t]/m. Brzinu Cestice v[t] ra€unamo primjenom inverzne relacije (2.10), nakon Cega
inverznom relacijom (2.12) ratunamo poloZaj &estice r[t]. U opcem rjeSenju pojavljuju se pocetni
uvjeti rto] i v[tp]. Primjeri rjesavanja NJG uz sile koje ovise o vremenu nalaze se u poglavlju 3.5.

e Kad na Cesticu mase m djeluje sila F[v] koja ovisi isklju€ivo o brzini Cestice, NJG pisemo u obliku
m%v[t] = F[v[t]], $to je diferencijalna jednadZba prvog reda. RjeSavanjem te jednadzbe dobivamo
opce rjesenje v[t] u kojem se pojavljuje pocetni uvjet v[tg]. Zatim inverznom relacijom (2.12)
ratunamo polozaj r[t] u kojem se osim v[ty] pojavljuje i poCetni uvjet r[tg]. Nekoliko primjera
rieSavanja NJG za silu koja ovisi o brzini nalazi se u poglavlju 3.6.

e Kad na Cesticu mase m djeluje sila F[r] koja ovisi isklju¢ivo o poloZaju Cestice, NJG ima oblik
m%r[t] = F|r[t]] 5to je diferencijalna jednadZba drugog reda, a njeno opce rjeSenje r[t] sadrZi
poletne uvjete r[tp] i v[to]. Kad je rije¢ o silama koje ovise o iskljutivo o poloZaju, fizitke veli¢ine
kao sto su rad sile i kineti¢ka energija omogucuju nam da predvidimo neke ishode nekih fizi¢kih
zbivanja ¢ak i u situacijama u kojima nismo u mogucnosti pronaci opce rjesenje NJG. Vise o tome
u poglavlju 4.
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3.3 Racunanje sile s pomoc¢u NJG (teZina, kruzno gibanje, titranje)

Izmjerimo li masu i akceleraciju neke Cestice u inercijskom referentnom okviru, umnoZzak mase i akceleracije
nam prema NJG (3.2) daje silu koja djeluje na Cesticu i ostvaruje opaZeno gibanje. Isto tako, opisemo
li gibanje koje Zelimo ostvariti vektorom r[t], dvostrukim deriviranjem tog vektora po vremenu dobivamo
akceleraciju Cestice, a umnozak akceleracije i mase daje nam potrebnu silu.

Primjer 3.3.1: Akceleracija slobodnog pada pri Zemljinoj povrsini i teZina tijela

Pri slobodnom padu tijela u blizini Zemljine povrSine opaZa se akceleracija usmjerena prema tlu iznosa
priblizno g ~ 9.81 ms~2. Pretpostavljajuéi da je referentni okvir vezan uz Zemlju inercijski referentni
okvir, primjenom NJG nalazimo da na tijelo mase m djeluje sila

F =mg,

gdje je vektor g akceleracija slobodnog pada. Ta sila je razmjerna masi tijela, a zovemo ju teZinom
tijela, silom teZom, ili ponesto pojednostavljeno, gravitacijskom silom koja djeluje na tijelo.

Sila teza koja djeluje na tijelo ili tezina tijela (engl. weight) se prema dogovoru (vidi [6]) najveéim
dijelom sastoji od stvarne gravitacijske sile kojom Zemlja privlaci svako tijelo (vise o gravitaciji u
poglavlju 11), ali uklju€uje i u€inak tzv. centrifugalne prividne sile koji je prisutan zbog Zemljine
vrtnje oko svoje osi odnosno zbog toga $to referentni okvir vezan uz Zemlju nije idealni inercijski
referentni okvir (gibanjem tijela u neinercijskim referentnim okvirima se bavi poglavlje 12). Prema
istom dogovoru, teZina tijela ne ukljucuje silu uzgona kojom okolni zrak ili neki drugi fluid djeluje na
tijelo, silu kojom podloga djeluje na tijelo ako je tijelo na nju oslonjeno, silu otpora sredstva kroz koje
se tijelo giba, kao ni tzv. Coriolisovu prividnu silu koja je uz centrifugalnu prividnu silu prisutna zbog
Zemljine vrtnje.

Primjer 3.3.2: Sila pri kruznom gibanju

Izratunat ¢emo iznos sile koja djeluje na Cesticu mase m koja se giba duz kruZnice polumjera R kutnom
brzinom iznosa w i kutnom akceleracijom iznosa «.

Centripetalna akceleracija pri kruznom gibanju dana je izrazom (2.26), a toj akceleraciji odgovara
centripetalna sila
Fep = mag, = —mw?r,

gdje je r vektor poloZaja Cestice u odnosu na srediste putanje (|r| = R). Tangencijalna akceleracija
pri kruznom gibanju je dana izrazom (2.27) i odgovara joj tangencijalna sila

Ftang = Matang = mo X r.

Iznosi tih sila su
Fep = mw?R, Ftang = maR,

a s obzirom na to da su one medusobno okomite, iznos njihovog zbroja je

F = [Fep + Frangl = \/ F& + Fang = MRV w* + 2.

Primjer 3.3.3: Napetost niti i kutna brzina vrtnje tzv. ‘stoZastog njihala”

Stozasto ili konusno njihalo je (zbunjujuéi) naziv za sitno tijelo koje visi na niti, ali se ne njise, vec
kruZi u vodoravnoj ravnini, a sama nit pritom “prebrisuje” plast sto3ca.
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Odredit ¢emo iznos sile napetosti niti T stoZastog njihala i kutnhu brzinu w vrtnje sithog tijela u
vodoravnoj ravnini, ako je masa tijela m, duljina niti £ te ako nit s uspravnim pravcem zatvara kut o.
To znaci da je polumjer kruZne putanje R = |r| = £sina.

Uotavamo sljedece:

o Cestica se giba kruzno, a to znati da zbroj stvarnih sila koje na nju djeluju odgovara centripetalnoj
sili Fep Ciji je iznos mw?R (vidi prethodni primjer).

e Na Cesticu djeluju dvije stvarne sile. To su napetost niti T i sila teZa koju moZemo izraziti kao
umnoZak mase m i akceleracije slobodnog pada g.

Zaklju€ujemo da zbroj stvarnih sila T i mg mora biti jednak potrebnoj centripetalnoj sili Fcp. Slika
prikazuje sile T i mg te njihov zbroj.

Iz paralelograma na slici uo¢avamo da medu iznosima sila vrijede relacije
T cosa = myg, Tsina = Fop = mw?R.
Iz prve jednadZbe dobivamo iznos napetosti niti

mg

cosa’

gdje uotavamo da za a — 0 napetosti niti tezi u mg sto odgovara teZini tijela, dok za a — /2
napetost niti tezi u beskonacno. 1z druge jednadZzbe, koristeci Fep, = mw?R i R = £sina, dobivamo
kvadrat kutne brzine,

wzszina:”.: g
mR Lcosa’
Sto takoder teZi u beskonaéno za a — /2, dok pri vrlo malenom kutu o kutna brzina iznosi w = /g/¥,

§to se podudara s kutnom frekvencijom tzv. matemati¢kog njihanja kada ono njie vrlo malenom
amplitudom (vidi primjer 6.4.1 u poglavlju o titranju).
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Primjer 3.3.4: Sila pri harmonijskom titranju (sila linearne opruge)

Tzv. harmonijsko titranje Cestice duZz x-osi izmedu krajnjih tocaka x = +A (vidi primjer 2.1.3 ili
poglavlje 6) moZemo opisati izrazom za x-koordinatu poloZaja

x[t] = Acoswt,

gdje konstantu A zovemo amplitudom, a konstanta w je tzv. kutna frekvencija titranja. Koriste¢i NJG
moZemo izracunati x-komponentu sile koja djeluje na €esticu mase m,

d2
Fx[t] = max[t] = mﬁx[t] =... = —mw?Acoswt = —mw?x|t].
U posljednjem koraku smo prepoznali da silu moZemo izraziti s pomocu x-koordinate poloZaja odnosno
uocavamo da vrijedi

Fi[x] = —kx, gdje je k = mw?.

Kad se €estica nalazi pri x = 0, na nju ne djeluje sila. U tom poloZaju Cestica moze trajno mirovati
pa taj polozaj zovemo ravnoteznim polozajem. Pri svim ostalim polozajima na Cesticu djeluje sila &iji
je iznos razmjeran njenom otklonu od ravnoteZnog poloZaja i ¢&iji je smjer suprotan smjeru otklona
(negativni predznak u izrazu za F, osigurava usmjerenost sile prema ravnoteZnom poloZaju).

Upravo takvom silom na tijelo moZe djeluje tzv. linearna opruga konstante elasti¢nosti k. Slika prikazuje
oprugu &iji je jedan kraj u¢vrééen, a na drugom se kraju nalazi tijelo mase m.

k

-S| -

Kad bismo pomakli tijelo iz ravnoteZnog poloZaja u bilo koju stranu i pustili ga u gibanje, tijelo bi
harmonijski titralo kutnom frekvencijom w = \/k/m.
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3.4 Gibanje pod djelovanjem stalne sile (kolotura, kosina, trenje)
Prema NJG, Cestica mase m na koju djeluje stalna sila Fg ima stalnu akceleraciju

_Fo

dp = (3-6)

m
Kinematiku gibanja stalnom akceleracijom (jednoliko ubrzano gibanje) te slobodni pad (kosi hitac) kao
najpoznatiji primjer obradili smo u poglavlju 2.4, a ovdje ¢emo upoznati neke sloZenije fizicke sustave koji
se takoder gibaju pod djelovanjem stalnih sila.

Primjer 3.4.1: Sustav tijela, bezmasenih niti i bezmasenih kolotura

Sustav se sastoji od dvaju tijela Cije su mase m1 i my koja su povezana s pomocu niti i kolotura. Masu
niti i kolotura smatramo zanemarivom, a zanemarujemo i sile otpora pri vrtnji kolotura, to znaci da je
napetost niti svuda jednaka. (I najmanja razlika napetosti niti s dviju strana bilo koje koloture dovela
bi do zakreta koloture koji bi ponistio razliku napetosti.) Pokazat ¢emo da se tijela my i my gibaju
stalnim akceleracijama.

/.

my |__—| myx +0

Najprije razmatramo geometrijske odnose u sustavu koji ¢e nas dovesti do relacije medu akceleracijama
dvaju tijela. S obzirom na to da se tijela gibaju isklju¢ivo u smjeru y osi, dovoljno je baviti se y-
koordinatama poloZzaja te y-komponentama brzina i akceleracija. y-koordinate polozaja tijela mq i
mo, oznafavamo s y7 | y», a iz geometrije sustava uoavamo da pri diferencijalnom pomaku tijela koji
nastupa u diferencijalu vremena dt vrijedi

dy; = —=2dy»

(malenom pomaku m; odgovara upola manji pomak my u suprotnom smjeru). Podijelimo li gornju
relaciju s dt, dobivamo relaciju medu y-komponentama brzine dvaju tijela,

Viy = -2 oy,
a deriviranjem te relacije po vremenu dobivamo relaciju medu y-komponentama akceleracija tijela,
diy = -2 any.

Sada mozemo napisati jednadZbe gibanja tijela. Ako je T iznos napetosti niti, jednadZba gibanja tijela
my glasi
miaiy = T— mg.

Lijeva strana te jednadZbe je y-komponenta vektora mja;, a desna strana je zbroj y-komponenata
sila koje djeluju na tijelo (nit djeluje u pozitivnom, a sila teza u negativnhom smjeru y-osi). JednadZba
gibanja tijela m» koje se giba zajedno s pripadaju¢om koloturom zanemarive mase glasi

mpasy, = 2T — mog.
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Ovdje se na desnoj strani pojavljuje ¢lan 27T jer nit na koloturu djeluje silom s njene obje strane.
Konatno, eliminacijom napetosti niti T iz dviju jednadZbi gibanja te koristenjem relacije a1, = —2 aoy
dobivamo akceleracije tijela,

2(m2 — 2m1) 2my — my
Tamitmy O T amtm

Uotavamo da su akceleracije stalne (ne ovise niti o vremenu niti o poloZaju niti o brzini tijela).
Predznaci (smjerovi) akceleracija ovise o omjeru masa tijela, a u posebnom slu¢aju m, = 2m; obje
su akceleracije jednake nuli, sto znaci da takav sustav moZe mirovati ili se gibati stalnom brzinom
(kaZemo da je sustav u ravnoteZi).

Sila (dinamitkog) trenja: Kad jedno tijelo tare (klizi, struZe) po drugom tijelu (npr. po podlozi) moze
se pojaviti sila otpora koju zovemo silom trenja. Smijer sile trenja koja djeluje na neko tijelo suprotan je
smjeru gibanja tog tijela u odnosu na tijelo po kojem ono tare. Cesto se, zbog jednostavnosti, uzima da je
iznos sile trenja razmjeran iznosu sile N kojom, u smjeru okomitom na dodirnu plohu, tijela djeluju jedno
na drugo. Pritom se zanemaruje moguca ovisnost iznosa sile trenja o iznosu brzine jednog tijela u odnosu
na drugo kao i ovisnost o veli¢ini (povrsini) dodirne plohe. Pisemo

Fer = N, (3.7)

gdje je ug tzv. koeficijent dinamickog trenja koji je karakteristika dodirnih ploha (materijal, obradenost).

Primjer 3.4.2: Akceleracija tijela pri klizanju niz kosinu I uz nju

Slika prikazuje tijelo koje klizi niz kosinu nagiba o s kojom ima koeficijent dinami¢kog trenja uq i zbog
Cega je prisutna sila trenja. Pokazat ¢emo da se radi o gibanju stalnom akceleracijom te ¢emo odrediti
njezin smjer i iznos. Takoder ¢emo razmotriti i slu¢aj u kojem tijelo klizi u suprotnom smjeru (uz
kosinu, suprotno od prikazanog na slici).

Sustav prikazujemo u x, y-ravnini tako da se tijelo giba duZ x-osi koja je usmjerena niz kosinu, a y-os je
okomita na kosinu i usmjerena je uvis. Zbog preglednosti, na slici su nazna¢eni samo jedini¢ni vektori
X i y. Na tijelo djeluju tri stvarne sile prikazane na slici, a to su sila teZa iznosa mg, sila podloge N
(koja je okomita na podlogu) i sila trenja Fy, koja ima suprotan smjer u odnosu na smjer brzine tijela
v. JednadZbu gibanja moZemo napisati kao

ma = N+ mg + Fy,

odnosno rastavljajuéi sve vektore na njihove x i y-komponente,

max)“(:N9+mg(sina)“(—cosa9):FMdN)A( (szo)-
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Akceleraciju tijela smo napisali kao a = ay X jer se gibanje tijela odvija isklju¢ivo duz x-osi. Silu kojom
podloga djeluje na tijelo smo napisali kao N = Ny gdje je N iznos te sile. Drugi ¢lan na desnoj strani
Je tezina tijela mg. Njen iznos je mg, a izraz u okruglim zagradama je jedini¢ni vektor njezinog smjera.
Posebnu pozornost treba obratiti na treci ¢lan s desne strane i dvostruki predznak ispred njega. Taj
¢lan opisuje silu trenja Fy, Ciji je iznos Fy = ug/N, a smjer ovisi o smjeru gibanja. Kad tijelo klizi niz
kosinu (kao na slici, v, > 0), sila trenja usmjerena je uz kosinu odnosno u negativhom smjeru x-osi.
Gornji (negativan) predznak odnosi se na taj slu¢aj. Donji (pozitivan) predznak odnosi se na slu¢aj u
kojem tijelo Kklizi uz kosinu (suprotno od prikazanog na slici, vix < 0) te je sila trenja usmjerena niz
kosinu odnosno u pozitivnom smjeru x-osi. NapiSemo li razdvojeno x i y-komponentu gornje jednadzbe

dobivamo dvije jednadZbe koje glase
may, = mgsina F ugN (vx 2 0), 0=N - mgcosa.

Iz druge jednadZbe vidimo da je iznos sile kojom podloga djeluje na tijelo N = mg cos &, a uvrstavanjem
te vrijednosti u prvu jednadZbu dobivamo x-komponentu akceleracije tijela,

ax = g(sina F g cos ) (vx 2 0).
Uotavamo tri vaZzna slucaja:
e Gibanje niz kosinu (gornji predznak) pri Eemu uq < tg a: x-komponenta akceleracije je pozitivna,
iznos brzine tijela se povecava.

e Gibanje niz kosinu (gornji predznak) pri Cemu uq > tga: x-komponenta akceleracije je nega-
tivna, iznos brzine tijela se smanjuje, tijelo ¢e se zaustaviti.

e Gibanje uz kosinu (donji predznak): x-komponenta akceleracije je pozitivna, iznos brzine se
smanjuje, tijelo ¢e se zaustaviti.

Sila statickog trenja: Sila “trenja” moZe djelovati i kad se tijela jedno u odnosu na drugo ne gibaju (ne
taru). Tada se sila trenja suprotstavlja vanjskim silama koje nastoje pokrenuti tijela u gibanje. Obi¢no
pretpostavljamo da jakost sile trenja moze dosedi najvecu vrijednost koja je razmjerna iznosu sile N kojom
tjela okomito na dodirnu plohu djeluju jedno na drugo,

Ftr < (Ftr)max = /J,S/\/, (3-8)

gdje je ws koeficijent statitkog trenja. Ako je jakost vanjske sile veca od (Fi)max, Sila trenja ne moze
sprijeciti gibanje te nastupa ranije opisani slucaj klizanja jednog tijela po drugom. Napomenimo i to da u
stvarnosti gotovo uvijek nalazimo da je koeficijent dinami¢kog trenja g medu nekim povrsinama manji od
koeficijenta stati¢kog trenja ws medu tim povrdinama.

Primjer 3.4.3: Staticko trenje tijela na kosini

Ako je koeficijent stati¢kog trenja izmedu tijela i kosine na koju je ono poloZeno dovoljno velik, tijelo
moZze trajno mirovati na kosini. Odredit ¢emo donju granicu vrijednosti koeficijenta stati¢kog trenja
s potrebnu za trajno mirovanje tijela na kosini nagiba o.

U prethodnom primjeru smo pokazali da je iznos sile kojom medudjeluju kosina i tijelo N = mg cos a.
To ovdje znaci da je najveci iznos koji sila statickog trenja moZe postici

(Ftr)max = usN = usmg cos a.




42 S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.)

Iz prethodnog primjera se takoder vidi da komponenta teZine tijela u smjeru moguéeg klizanja niz
kosinu ima iznos
mgsin c.

Tijelo ¢e trajno mirovati ako sila statickog trenja moze uravnoteZiti silu koja djeluje u smjeru moguceg
klizanja. Taj uvjet mozemo izraziti kao (Fir)max = mgsina, sto vodi na

ps > tg .

3.5 Sila ovisna o vremenu
Kad sila koja djeluje na Cesticu mase m ovisi isklju¢ivo o vremenu, NJG nam daje akceleraciju Cestice
1
t] = —F[t], 3.9
aft] = —F[t] (3.9)

koja takoder ovisi isklju€ivo o vremenu. Brzinu v[t] i poloZaj r[t] Cestice dobivamo primjenom inverznih
relacija (2.10) i (2.12). Funkcija r[t] predstavlja rjesenje NJG, a u njoj se kao integracijske konstante
pojavljuju pocetni uvjeti v[tg] | r[tp].

Primjer 3.5.1: Sila &jja jakost eksponencijalno trne u vremenu

Razmotrit ¢emo gibanje svemirskog broda mase m = 15t &iji motor proizvodi potisak koji s vremenom
postaje sve slabiji. Uzet ¢emo da iznos sile potiska eksponencijalno trne u vremenu,

Ft] = Foe /T,

gdje je Fp = 90kN jakost sile u pocetnom tenutku t = 0, a 7 = 120s je vrijeme nakon kojeg iznos
sile pada na 1/e potetne vrijednosti. Pretpostavit ¢emo da svemirski brod u pocetnom trenutku t =0
miruje te da potisak cijelo vrijeme djeluje u istom smjeru, a odredit ¢emo iznos njegove brzine u
trenutku t = 7 te udaljenost koju ¢e brod do tog trenutka prevaliti. Takoder ¢emo odrediti iznos
brzine koju ¢e brod posti¢i nakon “beskona¢no dugog vremena”.

Koordinatni sustav odabiremo tako da se u po¢etnom trenutku brod nalazi u ishodistu i da se gibanje
odvija u pozitivnom smjeru x-osi. Pocetni uvjeti gibanja glase

to =0, x[0] =0, v«[0] = 0.

Prema NJG, x-komponenta akceleracije broda je

1

1
ax([t] = EFX[t] = EFoe_t/T-

Najprije inverznom relacijom (2.10) ratunamo x-komponentu brzine svemirskog broda,

t

tq , FoT
= v t1dE = | —Fee tTdt =0 = -2 (1 —e/T
wlt] v[0]+/oa[t]dt /Om oot/ dt O (1),

gdje smo osim izraza za x-komponentu akceleracije iskoristili i poCetni uvjet v,[0] = 0, a zatim
inverznom relacijom (2.12) ratunamo x-koordinatu poloZaja broda,

x[t] = x[0] + /Of LE]de /ot% (1 B eftl/’f') dt — ... — % (t— ’ <1 _ e—tﬁ)) ’

gdje smo iskoristili po&etni uvjet x[0] = 0.




S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 43

U trenutku t = 7 imamo

~ (90 x 10°N) x (1205)

1—0.368) = 455ms ¢
15 x 103 kg x( ) ms

VX[T] = % (1 - eil)

FoT? 90 x 103N 1205)2
x[r] = O—nje—l _ (90 — 1)(;; ég 5) 0368 = 31.8km,

dok za t — oo imamo

FoT (1 — eﬂ‘#) _ For _ (90 % 103N) x (1205s)

tll—>n;o wlt] = t||—>ngo m m 15 x 103 kg

=720ms L.

Primjer 3.5.2: Gibanje nabijene Cestice u titrajucem elektricnom polju

Prikljug¢imo li na izmjeni¢ni napon U[t] = Uy coswt dvije paralelne vodljive plote razmaknute d (kon-
denzator), medu plo€ama nastaje promjenjivo elektri¢no polje koje moZemo opisati izrazom
Ult]

Uo .
— coswt,
d

gdje je n jedini¢ni vektor okomit na plo¢e. Nade li se medu plo¢ama &estica mase m i naboja ¢, na
nju djeluje sila

U U
F(t] = qE[t] = qT.,O coswth = Fycoswti, Fo = quoy

(vidi primjer 1.4.1) te je prema NJG njena akceleracija

1 F

a[t] = —F[t] = “9 coswt fi.

m m

Inverznim relacijama (2.10) i (2.12) dobivamo brzinu Eestice
t ' Fo Fo .
v[t] = v[0] —I—/ a[t'] dt’ = v[0] —|—/ — coswt'Adt' =+ =v[0] + — sinwth
0 o m mw

i njen polozaj

r[t] = r[0] —I—/Otv[t’]dt’ = r[0] +/Ot <v[0] + miz}sin wt' ﬁ) dt’

F
= ... =r[0] +v[0]t + 02 (1 — coswt) n,

mw

gdje su konstante r[0] i v[0] poZetni uvjeti gibanja u trenutku t = 0. Gibanje opisano gornjim izrazom
moZemo shvatiti kao jednoliko pravocrtno gibanje odredeno pocetnim uvjetima uz koje se istovremeno
odvija titranje Cestice u smjeru elektri¢nog polja amplitudom

Fo qUo

mw2  dmw?

i frekvencijom w.
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3.6 Sila ovisna o brzini

Sila ovisna o brzini: Kad na Cesticu djeluje sila koja ovisi isklju€ivo o brzini ¢estice, NJG se moZe napisati

u obliku d
v
m— =F 1
9 [v], (3.10)

gdje je m masa, a v brzina Cestice.

Rjesavanje NJG separacijom varijabli (1D): Kad se Cestica giba duZ pravca, npr. duz x-osi, NJG (3.10)
se svodi na m%vx = F«[vy], a taj oblik diferencijalne jednadZbe dopusta provedbu postupka koji je u
matematici poznat kao separacija varijabli. Najprije je potrebno jednadZbu napisati tako da se varijabla

vy nalazi s jedne, a varijabla t s druge strane znaka jednakosti,

dvy
= dft, 3.11
Folv] (3.11)

nakon cega se integracijom od pocetnog stanja u trenutku t = tp do konagnog stanja u trenutku t dobiva
x-komponenta brzine v [t]. PoloZaj Cestice x[t] dobivamo inverznom relacijom (2.12).

m

Primjer 3.6.1: Sila koja djeluje stalnom snagom

Kad sila koja ubrzava tijelo djeluje stalnom snagom, iznos same sile je obrnuto razmjeran iznosu brzine
tijela. Uzmemo li da se gibanje odvija duz x-osi, NJG moZemo napisati u obliku
dvy P
m—— = Fw] = —,
dt <[] Vx

gdje je m masa tijela, konstanta P je snaga, a vx je x-komponenta brzine tijela. Separacijom varijabli
dobivamo mv, dv, = P dt te provodimo integraciju od pocetnog do kona¢nog stanja,

kon. kon.
/ vade—/ Pdt’,
poc. pok.
m

5 ((Vf)kon. - (V)%)DOC.) = 'D(tkon. - tpoé.)-

Uzmemo li kao pocetni trenutak tpo:. = to te kao konalni trenutak tion, = t, brzina tijela u trenutku
tje

§to daje

sl = i/ nloP + L) (nz0)

gdje predznak odabiremo ovisno o smjeru gibanja. Polozaj tijela dobivamo primjenom inverzne relacije
(2.12),

t t 1/2
x[t] = x[to] +/ v [t'] dt’ = x[to] :l:/t (vx[to]2 + %(t’— t0)> dt’

to
t

N 3/2
= x[to] £ 3p <Vx[to]2 + %(t, - t0)>

to

m 2P 3/2 m
— to) = (vx[toP + 20 to>) F 2wt

Izrazi za brzinu i poloZaj poprimaju vrlo jednostavne oblike uzmemo li da je Cestica u potetnom trenutku
to = 0 mirovala u ishodistu te da sila djeluje u pozitivnom smjeru x-osi. Uz poletne uvjete vi[0] = 0

i x[0] =0 imamo
[t] = 2Pt [t] = 2(2F e 3/2
Ve[t] =4/ , x[t] = 3 :




S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 45

Sila otpora koja ovisi o brzini: Kad se tijelo giba kroz neko sredstvo (tekucinu ili plin), na njega djeluje
sila otpora (engl. drag). Smjer sile otpora je suprotan smjeru gibanja tijela u odnosu na sredstvo, a njen
iznos opcenito ovisi 0 iznosu brzine tijela.

Sila otpora razmjerna brzini: Zbog matematicke jednostavnosti ¢esto se uzima da je iznos sile otpora

razmjeran iznosu brzine tijela. Kad na Cesticu mase m djeluje stalna sila Fg 1 sila otpora &iji je iznos
razmjeran brzini, NJG moZemo napisati u obliku
dv

m— = Fg — bv. 3.12

~ =F (3.12)

Clan —bv opisuje silu otpora. Negativan predznak u tom &lanu prisutan je jer je smjer sile otpora suprotan

smjeru brzine tijela, a koeficijent b > 0 ovisi o obliku tijela te o svojstvima sredstva kroz koje se ono giba

(fizitka dimenzija koeficijenta b je MT 1),

Rjesenje jednadzbe gibanja (3.12) moZe se napisati u obliku
V[t] = Voo + (¥[to] — Vo) € (50, (3.13)

gdje je v[tp] brzina tijela u pocetnom trenutku t = tp, a

Voo = 1FO (3.14)
b
je brzina pri kojoj se sila otpora —bv i stalna sila Fy medusobno ponistavaju. |z izraza (3.13) se jasno
vidi da, neovisno o pocetnoj brzini tijela v[tp], njegova brzina tijekom vremena teZi u v, $to znadi da
gibanje tijela postaje blisko jednolikom pravocrtnom gibanju upravo tom brzinom. (Drugi €lan na desnoj
strani sadrzi faktor e~ »(t=%) koji s vremenom asimptotski tezi u nulu.) Zbog toga brzinu v., zovemo
asimptotskom ili terminalnom brzinom. Valjanost izraza (3.13) moZemo provjeriti uvrstavanjem trenutka
t = ty za koji se desna strana svodi na v([ty] te deriviranjem v[t] po vremenu i uvrstavanjem u jednadzbu
gibanja (3.12) ¢ime se pokazuje da on predstavlja njeno rjesenje. Postupak rjesavanja jednadZbe gibanja
metodom separacije varijabli opisan je u primjeru 3.6.2.

Polozaj tijela koje se giba u skladu s jednadZbom gibanja (3.12) moZe se napisati kao
r[t] = rlto] + Voo (t — to) + % (v[to] — Voo) (1 — e—%“—f@) , (3.15)

gdje su r[tp] i v[tg] poloZaj i brzina tijela u pofetnom trenutku t = ty. Izraz (3.15) moZemo provjeriti
uvrstavanjem trenutka t = tg za koji se desna strana svodi na r[ty] te deriviranjem tog izraza po vremenu
¢ime dobivamo izraz za brzinu koji se podudara s (3.13). Izraz (3.15) mozemo dobiti uvrstavanjem izraza
za brzinu (3.13) u inverznu relaciju za polozaj (2.12), vidi primjer 3.6.2.

Primjer 3.6.2: Postupak rjesavanja NJG za stalnu silu uz silu otpora koja je razmjerna brzini

Pokazat ¢emo postupak rjesavanja jednadZbe gibanja (3.12) koja opisuje gibanja tijela na koje djeluje
stalna sila i sila otpora razmjerna brzini tijela.

Najprije sve vektorske veli¢ine u (3.12) prikazujemo kao vektore u pravokutnom koordinatnom sustavu
te izjedna¢imo odgovarajuc¢e komponente vektora s lijeve i s desne strane znaka jednakosti. Za x-

komponentu dobivamo jednakost
dv.
md—tX = Fox — bvy,

a analogne jednakosti dobivamo za y i z-komponentu. Separacijom varijabli dobivamo jednadzbu

mdvy

Fox — bvy dt
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koju moZemo integrirati od pocetnog do kona¢nog stanja,

kon. m dVX kon.
- = dt.
poc. Fox — bvx pok.

kon.

=t

Dobivamo
kon.

m
%5 In[Fox — bvy]

pot.

pot.

odnosno

FX_bVX t ) b
In |:0—[kon]] - _E(tkon. - tpoé.)-

Fox — be[tpoC.]
Antilogaritmiranjem te uzimaju€i tpoe. = to | tkon. = t IMamo

Fox — bvy[t] — o B(t—to)
Fox — bvx[to]

odnosno

Fou Foe\ _ocr
nl] = T2 4 (Mm}—%)e b(t-to)

S obzirom na to da bismo analogne izraze dobili za y i z-komponentu brzine, kona&ni vektorski izraz
za brzinu moZemo napisati u obliku

V[t] = Voo + (V[0] — Vo) e_%(t_t‘)),

sto je jednadzba (3.13), a v, = Fo/b je asimptotska brzina (3.14).

Izraz za poloZaj (3.15) dobivamo uvrstavanjem izraza za brzinu (3.13) u inverznu relaciju (2.12),

r[t] = r[to] + /t V[E] dt’ = r[t] + /tt <Voo + (v[to] — Vo) e_%(t’—to)) dt’

to 0

t t
= I’[to] + Voo/ dt’ + (V[to] — Voo)/ e*%(tlfto) d¢’
5

0 to

= tto] + Voo (t — t0) + %(V[to] —Voo) <1 - e*%(tfto)) ,

Sto je izraz (3.15).

Primjer 3.6.3: Gibanje uz silu otpora koja je razmjerna brzini bez prisustva stalne sile

Odredit ¢emo duljinu puta koju bi nakon “beskona&no dugog vremena” prevalilo tijelo koje ima poCetnu
brzinu iznosa vy, a giba se pod djelovanjem sile otpora koja je razmjerna brzini ako pritom stalna sila
nije prisutna. Uzet ¢emo da je masa tijela m te da je iznos sile otpora bv, gdje je b koeficijent otpora,
a v je iznos brzine tijela.

Radi se o gibanju uz silu otpora razmjernu brzini, a s obzirom na to da stalna sila nije prisutna,
asimptotska brzina (3.14) je u ovom slu¢aju jednaka nuli. Time se izraz (3.15) za poloZaj tijela svodi
na

flt] = rlto] + Svlto] (1 — e H W),

a dodatno se pojednostavljuje odaberemo li poCetni trenutak t; = 0, poletni poloZaj r[0] = 0 te
poletnu brzinu koja gleda u smjeru x-osi, v[0] = vpX. U tom se slu€aju tijelo giba duZ x-osi te je
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dovoljno razmatrati x-koordinatu njegovog poloZzaja,

x[t] = % <1 — e’%t> .

S obzirom na to da u t = 0 tijelo krece iz x[0] = O te da je njegova brzina sve vrijeme pozitivna, duljinu
puta koju ono prevali do trenutka t moZemo poistovjetiti s njegovom x-koordinatom, s[t] = x[t], a
nakon “beskona¢no dugog vremena” to je

. muv . _b mwv
sm:xmztler;Ox[t]ZTotlLrgo(l—e mt) :TO'

Primjer 3.6.4: Kosi hitac uz silu otpora razmjernu brzini

Slika prikazuje putanje triju projektila izraCunate pretpostavljajuci da na svaki od projektila uz silu tezu
djeluje i sila otpora razmjerna brzini projektila.

vo=10ms™1

y/m
| | | |
9 | l
| |
1 l | | Vo =30ms~?
I 1[
| |
L : I
| Vo =20ms1! |
| | —— i x/m
1 l i
|
|
|
|
|

Prikazane putanje odnose se na tijela mase m = 59 koja imaju koeficijent otpora b = 20gs!, a

izbatena su pod kutom o = 45° u odnosu na vodoravnu ravninu (x-os) brzinama pocetnih iznosa
v = 10ms~! 20ms=! i 30ms~! (radi se npr. o pokuZaju igre odbojke s najobi¢nijim balonom
umjesto lopte). Prikazane su prve dvije sekunde leta tijela. Uotavamo da se putanje projektila s
vremenom sve vise priblizavaju uspravnim pravcima koje zovemo asimptotama. Odredit ¢emo x-
koordinate asimptota.

e Gibanje projektila s vremenom sve vise nalikuje gibanju asimptotskom brzinom koju moZemo
izracunati koristenjem jednadzbe (3.14),

1 (—mg¥) (59) x (9.81ms™2) _ 1y g

Uotavamo da je njen iznos u ovom slu¢aju manji od pocetne brzine vy.

e Uzmemo li za poCetni trenutak tp = 0, uvrStavanjem gornjeg izraza za asimptotsku brzinu te
pocetnih uvjeta
r[0] =0, v[0] = vp(cosaX +sinay),

u izraz za polozaj &estice (3.15), nalazimo da je x-komponenta poloZaja

x[t] = %vo cos o <1 — e*%(tfto)) _
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Uotavamo da u limesu t — oo gornji izraz tezi u vrijednost

mvg Cos o
b ,

Xoo =
§to predstavlja x-koordinatu uspravne asimptote putanje tijela.

Za pocetne brzine koje smo ovdje koristili kao x-koordinate asimptota dobivamo x,, = 1.76 m, 3.53 m
i 5.30 m, 8to ujedno predstavlja i grubu procjenu dometa ovih “projektila”.

Sila otpora razmjerna kvadratu brzine: JednadZba gibanja estice mase m na koju djeluje stalna sila Fg

i sila otpora &iji je iznos razmjeran kvadratu iznosa brzine Cestice moZe se napisati u obliku

dv
m-— = Fo — bv? ¥, 3.16
L =F (3.16)
gdje je b koeficijent sile otpora (fizitka dimenzija koeficijenta b ovdje je ML™1), a ¥ je jedini¢ni vektor
smjera gibanja. Lako je prepoznati da je iznos asimptotske brzine u ovom slu¢aju

Voo = \/é. (3.17)

U usporedbi sa silom otpora koja je razmjerna brzini, sila otpora razmjerna kvadratu brzine znatno vjero-
dostojnije opisuje stvarnu silu otpora koja djeluje npr. na tijela koja se gibaju kroz zrak. Na Zalost, opce
rjeSenje jednadZbe gibanja (3.17) moguce je napisati u analitickom obliku jedino kad se gibanje odvija duz
pravca, a i tada se radi o kompliciranom izrazu. Rje$enje poprima vrlo jednostavan oblik jedino kad vanjska
sila nije prisutna. Uzmemo li da se &estica giba duZ x-osi, jednadZbu gibanja moZemo napisati u obliku

d
mawz¢m3 (vx = 0), (3.18)

gdje se gornji predznak odnosi na slu¢aj u kojem se Cestica giba udesno, a donji predznak se odnosi na
slu¢aj u kojem se ona giba ulijevo. Separacijom varijabli te integracijom dobivamo

Vx[to]
1+ 2y [to](t — to)

Vi [t] = (v 2 0), (3.19)

gdje je vi[to] brzina Cestice u pocetnom trenutku t = to. UoCavamo da se tijekom vremena brzina Cestice
po iznosu smanjuje te da teZi u nulu. Inverznom relacijom (2.12) dobivamo izraz za poloZzaj Cestice

XMZAMi%m1i%MMQ—m (v 2 0), (3.20)

gdje je x[to] njen poloZaj u potetnom trenutku. Gornji rezultat moZzemo usporediti s izrazom za duljinu
puta koji tjelo na koje djeluje sila razmjerna brzini prevali “nakon beskonano dugog vremena” (vidi primjer
3.6.3). Unato€ &injenici da iznos brzine dan izrazom (3.20) kad je sila otpora razmjerna kvadratu brzine
prevaljeni put moZze biti beskona¢no dug, dok je uz otpor razmjeran brzini taj put konacan.
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Zadaci

Z.3.1: Dva tijela ¢ije sumase my = M i my = M+ AM povezana su nerastezljivom niti koja je prebacena
preko koloture.

m my

Odredite iznos akceleracije tijela ako je M = 5009 i AM = 1g. Masu niti, masu koloture i sile otpora
smatramo zanemarivim. (Vidi primjer 3.4.1.)

Rj: a=AMg/(2M + AM) ~ AMg/2M ~ 9.81 x 10~3ms~2 [P]

Z.3.2: |zvedite izraz za napetost niti T u sustavu s koloturama iz primjera 3.4.1 te izracunajte njegovu
vrijednost za slucaj (a) m; = 1kg, my, = 3kg kao i za slu¢aj (b) u kojem ta tijela zamijene mjesta.

Rj: (@) T =3mimag/(4my + myp) ~12.6N, (b) T" ~6.79N

Z.3.3: Sanduk mase m vezali smo konopom i povlag¢imo ga brzinom stalnog iznosa po vodoravnoj podlozi
s kojom sanduk ima koeficijent trenja . lzvedite izraz za napetost konopa T kad on s podlogom zatvara
kut a. Zatim izvedite izraz za kut o’ koji konop mora zatvarati s podlogom Zelimo li da napetost konopa
pri povlacanju sanduka bude Sto je moguée manja te za samu napetost konopa Twin U tom slu€aju.

Rj: T =umg/(cosa+ usina), a’ = arctan u, Tpmin = umg/+/1+ u2 [P]

Z.3.4: Tijelo je brzinom pocetnog iznosa vy pokrenuto u klizanje uz kosinu nagiba o s kojom ima
koeficijent dinamickog trenja uy. Pretpostavljajuci da je zadovoljen uvjet pug < s < tga, a koji osigurava
da ¢e tijelo ¢im se zaustavi poceti kliziti niz kosinu, odredite koliko je vremena potrebno da se tijelo opet
nade u pocetnom polozaju. (Vidi primjere 3.4.2 1 3.4.3.)

Rji: t=(w/ay) (1 + \/a+/a,), gdje su ax = g(sina + uqcosa) [P]

Z.3.5: Krenuvsi iz mirovanja, sitno tijelo se giba od tocke A do totke B tako da prvi dio puta klizi bez
trenja niz kosinu nagiba o, dok ostatak puta klizi bez trenja po vodoravnoj polozi.

Vodoravna udaljenost izmedu to¢aka A i B veca je od visinske razlike medu njima, a iznos brzine kojom
tijelo klizi po vodoravnom dijelu puta jednak je iznosu brzine koju je tijelo postiZe pri dnu kosine. Odredi
nagib o takav da ¢itavo gibanje traje $to je moguce krace.

Rii a=m/3 [P]

Z.3.6: Na tijelo mase m koje miruje pri x = 0 u trenutku t = 0 po&ne djelovati sila ovisha o vremenu
tija je x-komponenta dana izrazom F,[t] = Bte™*t, gdje su B i A pozitivne konstante. Odredite trenutak
t’ u kojem akceleracija tijela poprima najvedi iznos te x-komponente akceleracije | brzine i x-koordinatu
poloZaja u tom trenutku. Zatim odredite x-komponentu brzine nakon vrlo dugog vremena (t — o0).

Ri: t' = 1/X, (ax)max = ax[t'] = B/emA , w[t'] = B(1 — 2/e)/mA2,
x[t =B(3/e — 1)/mX3, limi o v[t] = B/mA%  [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/atwood.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/sanduk.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/kosina.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/brachisto.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/timedepf.pdf
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Z.3.7: U vrlo jednostavnom modelu moZemo uzeti da se sila koja djeluje na brod koji brzinom iznosa v
Jedri niz vjetar brzine iznosa w > v sastoji od sile otpora vode koja je razmjerna kvadratu iznosa brzine
broda u odnosu na vodu te od sile potiska koji proizlazi iz strujanja vjetra oko jedara i koja je razmjerna
povrsini jedara i kvadratu iznosa brzine vjetra u odnosu na brzinu broda. Ako pri vjetru brzine iznosa
w = 10kn (&vorova) brod dosiZe brzinu iznosa v = 5kn, koliko puta treba povecati povrsinu jedara da bi
brod uz vjetar nepromijenjene brzine dosegao brzinu iznosa v/ = 6 kn?

Rj: S'/S=((V/v)>((w—-V)/(w—-V))?>=9/4=225 [P]

Z.3.8: Elektricnom automobilu Rimac Concept One potrebno je 7 = 2.5 s da iz mirovanja postigne brzinu
iznosa v, = 100kmh~1. Odredi duljinu puta koju automobil prevali tijekom tog ubrzavanja pretpostav-
ljaju¢i (a) da je iznos akceleracije automobila stalan i (b) da je snaga kojom djeluje motor automobila
stalna, a sve sile otpora su zanemarive. (Vidi primjer 3.6.1)

Rj: (a) s = %vk'r: 35m, (b) s = %va:46m [P]

Z.3.9: Odredi najvedi iznos brzine kojom automobil moZe voziti rotorom polumjera R = 50m bez da
nastupi bo¢no proklizavanje, ako je koeficijent (stati¢kog) trenja izmedu njegovih guma i ceste us = 0.5.

Rj: v < VusRg ~ 56.4kmh™1 [P]

Z.3.10: Promjena smjera gibanja zamisljenog svemirskog broda moZe se ostvariti ukljuivanjem “bo¢nog
potiskivaca” koji na brod djeluje silom koja djeluje okomito na putanju broda. Odredite koliko dugo mora
djelovati bo¢ni motor Zelimo li da brod mase m = 10t i brzine iznosa v = 1 kms~! skrene za kut A¢ = 60°,
ako motor djeluje silom iznosa F = 10 kN. Zatim odredite koliko bi trajalo skretanje istog broda kad bismo
motorom koji djeluje silom istog iznosa kao i bo&ni motor najprije zaustavili brod, a zatim ga iz mirovanja
ubrzali u Zeljenom smjeru sve do brzine iznosa jednakog iznosu pocetne brzine.

Rj: At = mvA¢/F ~ 17.5min, At' ~2mv/F = 33.3min

Z.3.11: n sitnih tijela ukupne mase M povezano je s pomocu n bezmasenih nerastezljivih niti jednake
duljine tako da tijela i niti ¢ine pravilni n-terokut s polumjerom opisane kruznice R. Kad se taj n-terokut
vrti oko osi koja je okomita na ravninu n-terokuta i koja prolazi njegovim srediStem, napetosti niti ostvaruju
centripetalnu silu potrebnu za kruzno gibanje tijela. Odredi napetost niti ako se n-terokut vrti kutnom
brzinom w te pronadi limes tog izraza kad n teZi u beskona&no. (TraZeni limes opisuje napetost tankog
obru¢a mase M i polumjera R pri vrtnji kutnom brzinom w.)

Rj: Tp = Mw?R/2nsin[r/n], Toe = liMy_s00 Tn = Mw?R/21  [P]

Z.3.12: Kut zakreta vodoravne rotirajuce platforme dan je izrazom ¢[t] = ¢g cosQt, gdje je ¢pg > 0
amplituda (maksimalni kutni otklon od sredisnjeg poloZaja), a Q je frekvencija titranja. Odredi minimalnu
vrijednost koeficijenta trenja izmedu platforme i tijela koje je poloZeno na platformu na udaljenosti R od
osi vrtnje ako Zelimo da tijelo ne proklizuje pri gibanju platforme.

Rj: > R2%p0/g 7a 0 < ¢o < 1, p> RO2P3/g za o > 1 [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/jedrenje.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/rimac1.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/rotor2.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/harlie.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/rotplatforma.pdf

S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 51

4 Rad, snaga i energija

Fizicke veli¢ine medu kojima su rad, kineti¢ka energija, konzervativna sila i potencijalna energija vode nas
do zakona o oCuvanju mehanic¢ke energije. Taj zakon nam u nekim situacijama omogucuje predvidanje
ishoda fizitkog zbivanja bez potrebe za rjeSavanjem Newtonove jednadZzbe gibanja.

4.1 Rad sile i snaga

Rad sile: Ako pod djelovanjem sile F Cestica napravi diferencijal pomaka dr, kazemo da je sila obavila
diferencijal rada dW definiran izrazom
dW =F - dr. (4.1)

Rad (engl. work) je skalarna fizicka veli¢ina, njena fizicka dimenzija je ML2T =2, a mjerna jedinica je dzul
(simbol J, engl. joule, 1J = 1 Nm). Diferencijal rada jo§ moZemo izraziti kao dW = F ds cos®, gdje
je F = |F| iznos sile, ds = |[dr| je diferencijal duljine prevaljenog puta, a ¥ je kut koji zatvaraju F i dr.
Diferencijal rada jednak je nuli kad je sila okomita na pomak, tj. ako ¥ = /2, pozitivan je ako ¥ < /2,
a negativan je ako ¥ > /2.

Ako je F rezultantna (jedina) sila koja djeluje na tijelo, mozemo ju prikazati kao zbroj centripetalne i
tangencijalne sile, F = Fc, + Fiang. S obzirom na to da je centripetalna sila okomita na pomak, mozZzemo
re¢i da ona ne obavlja rad odnosno da rad obavlja iskljucivo tangencijalna sila. Diferencijal rada pozitivan
Je kad tangencijalna sila djeluje u smjeru gibanja i time povecava iznos brzine tijela, a negativan je kad ona
djelujuci u suprotnom smjeru smanjuje iznos brzine tijela.

Ako Cestica pod djelovanjem sile F stigne iz to¢ke P u to¢ku @, rad koji sila obavi je

Q rQ
W,DQ = / dWw = / F- dl‘, (4.2)
rp

P

gdje je dr element putanje duZ koje se Cestica gibala. Opcenito, integral kakav se pojavljuje u gornjem izrazu
u matematici zovemo krivuljnim integralom vektorskog polja. On poprima jednostavan oblik kad je sila F
stalna, a Cestica se giba pravocrtno ne mijenjajuéi smjer gibanja. Tada moZemo napisati W = Fscos,
gdje je F iznos sile, s je duljina prevaljenog puta, a ¥ je kut koji smjer sile zatvara sa smjerom gibanja.
Taj se izraz dodatno pojednostavljuje kad stalna sila iznosa F djeluje u smjeru gibanja (¢ = 0) te imamo
pozitivan rad W = Fs ili kad stalna sila djeluje u suprotnom smjeru od smjera gibanja (¢ = ) te imamo
negativan rad W = —Fs.

Primjer 4.1.1: Rad sile pri guranju tijela uz kosinu

Odredit ¢emo rad sile Fy koja brzinom stalnog iznosa gura tijelo mase m uz kosinu, ako tijelo pritom
prevali visinsku razliku h. Nagib kosine je a, a tijelo s kosinom ima koeficijent trenja w.

N
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S obzirom na to da se tijelo giba stalnom brzinom, zaklju¢ujemo da je zbroj svih sila koje na njega
djeluju jednak nuli. Sile koje djeluju na tijelo su sama sila Fy koja djeluje u smjeru gibanja i ¢iji rad

Zelimo odrediti, sila podloge N, sila teZza mg te sila trenja Fy, Ciji je iznos Fi, = wN. Uvjet iS€ezavanja
zbroja sila u vektorskom obliku glasi

Fo +N+ mg+ Fy = 0.

Iz uvjeta is¢ezavanja komponente zbroja sila u smjeru okomitom na kosinu dobivamo N = mg cos «,
a iz uvjeta is¢ezavanja komponente zbroja sila u smjeru gibanja slijedi

Fo = mgsina + Fy, = mgsina + uN = mgsina + umg cosa = mg(sin a + 14 cos o).

Duljina puta koji tijelo prevali klizu¢i uz kosinu nagiba a i koja odgovara visinskoj razlici h je

h
Csina’

Slijedi da je rad koji sila Fy obavi gurajuéi tijelo

W = Fos = mgh(1 + pcota).

Dobiveni izraz za rad teZi u beskona¢no kad nagib kosine teZi u nulu, $to je razumljivo jer iznos sile Fg
u tom sluZaju tezi u wmg, a duljina puta duz kosine tezi u beskonatno. U suprotnom limesu, tj. kad
nagib kosine teZi prema 7/2, sila trenja postaje zanemariva, a rad teZi u mgh, sto odgovara radu sile
koja ponistava djelovanje gravitacijske sile iznosa mg duz puta ¢ija duljina se svodi na visinsku razliku
h.

Snaga (engl. power) kojom neka sila djeluje omjer je njenog rada AW i vremena At u kojem je on
obavljen u limesu kad At teZi u nulu, odnosno derivacija rada po vremenu. Snagu se jo§ moZe izraziti
kao skalarni umnoZzak sile i brzine €estice,

b i AW _dW _Fodr
T Ao At dr | dt

—F.v. (4.3)

Fizitka dimenzija snage je ML?T 3, a mjerna jedinica je vat (simbol W, engl. watt, 1W = 1Js~1). Snagu
jo8 moZemo napisati kao P = Fv cos®, gdje je F jakost sile, v je iznos brzine, a 9 je kut medu vektorima
F i v. Snaga je pozitivna kad je ¢ < /2, a negativna je kad je % > 7/2. Rad koji neka sila obavi djelujuci
snagom P(t] u intervalu vremena od t; do t, moZe se izraziti integralom

Wiy = /t2 P[] dY. (4.2)

ty

koji se u slu¢aju u kojem je snaga stalna u vremenu svodi na Wis = P(t, — t1).

Primjer 4.1.2: Snaga pri guranju tijela uz kosinu

Preuzmemo li iz primjera 4.1.1 izraz za iznos sile koja stalnom brzinom v gura tijelo mase m uz kosinu
nagiba a s kojom tijelo ima koeficijent trenja @, snagu kojom ta sila djeluje moZemo napisati kao

P = Fv =mgv(sina + ucosa).

S obzirom na to da visinskoj razlici h odgovara duljina puta s = h/sin a, vrijeme koje je potrebno za
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uspinjanje tijela na visinu h je
s h
T=—=—
v vsina

a s obzirom na to da je snaga stalna u vremenu, rad koji sila pritom obavi je

W = PT = mgv(sina + ucosa) = mgh(1 + pcot ),

vsina

§to se podudara s izrazom za rad iz primjera 4.1.1.

Primjer 4.1.3: Snaga potrebna za svladavanje sile otpora razmjerne n-toj potenciji brzine

Odredit ¢emo snagu djelovanja sile koja omogucuje gibanje tijela stalnom brzinom ako ona mora

svladavati silu otpora &iji je iznos razmjeran n-toj potenciji iznosa brzine.

Pretpostavimo li da se tijelo giba brzinom stalnog iznosa u pozitivnom smjeru x-osi, jednadzbu gibanja
tijela moZemo napisati u obliku
may = Fx — bv =0,

gdje je Fy sila Ciju snagu ¢emo odrediti, a bv" je iznos sile otpora. Ispred ¢lana bv" je negativan
predznak $to osigurava da smjer sile otpora bude suprotan pretpostavljenom smjeru gibanja. Ako je
brzina stalna, akceleracija je jednaka nuli, te slijedi

Fyx = bvy.
Snagu djelovanja te sile dobivamo iz (4.3),
P = Fevye = by,

gdje uotavamo da je ona razmjerna za jedan red viSoj potenciji brzine od potencije n kojoj je razmjerna
sama sila otpora.

Na primjer, uzmemo li da je sila otpora pri voznji bicikla razmjerna kvadratu brzine, snaga potrebna
za odrzavanje stalne brzine na vodoravnoj cesti razmjerna je trecoj potenciji iznosa brzine. Kako bi
vozio dvostruko ve¢om brzinom, biciklist mora djelovati osam puta ve¢om snagom.
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4.2 Teorem o radu i kineti¢koj energiji

Kineticka energija (engl. kinetic energy) Cestice mase m koja se giba brzinom iznosa v je skalarna
veli¢ina definirana izrazom

K=—. (4.5)

Fizicka dimenzija kineticke energije jednaka je fizickoj dimenziji rada. Kineti¢ka energija Cestice ne moze
biti negativna, jednaka je nuli kad Cestica miruje, a veca je od nule kad se Cestica giba. Kineti¢ku energiju
Cestice moZemo jo§ izraziti i kao K = p?/2m, gdje je p = mv iznos koliine gibanja Zestice.

Teorem o radu i kineti¢koj energiji: Rad AW koji obavi rezultantna sila djelujuéi na €esticu jednak
je promjeni kineti¢ke energije Cestice AK,

AW = AK. (4.6)

Teorem dokazujemo pokazujuéi jednakost diferencijala rada i diferencijala kineti¢ke energije,

2

dv dr dv mv?
dW:F-dr:ma-dr:ma-dv:mv-dv:mT:d<T>:dK, (4.7)

gdje smo najprije koristili Newtonovu jednadZbu gibanja F = m%, a zatim jednakost dv? = d(v-v) = 2v-dv.
Integracijom [dW = [ dK od potetnog do konatnog stanja slijedi (4.6), ¢ime je teorem dokazan.

Primjer 4.2.1: Rad gravitacijske sile | konatna brzina tijela pri slobodnom padu

Najprije ¢emo odrediti rad koji gravitacijska sila obavi tijekom slobodnog pada tijela s visine h, a nakon
toga ¢emo, zanemarujudi ucinak sila otpora i Zemljine vrtnje, primjenom teorema o radu i kineti¢koj
energiji odrediti iznos brzine koju pocetno mirno tijelo koje padne s visine h ima neposredno prije
udara u tlo. Pritom ¢emo koristiti izraz za gravitacijsku silu koji uzima u obzir ovisnost njene jakosti
o udaljenosti od Zemljine povrsine (visini nad tlom).

Neka je z-os usmjerena uvis te neka z = 0 odgovara razini tla. Gravitacijsku silu u to¢ki r mozemo

opisati izrazom
2

(R+2)2 %
gdje je m masa tijela, g je iznos akceleracije slobodnog pada pri Zemljinoj povrsini, a R je polumjer

Zemlje (opravdanje za ovakav izraz moZe se naci u poglavlju 11.3 posvecenom gravitaciji). Tijekom
pada pocetno mirnog tijela s visine h ta sila obavi rad

0 R? Rth qr mgh
AW = Fir'l-dr' = __mgnrT — R2/ N A
w / r]-dr /h (R+22Z=mIR | 2 =1 1wR

Flr] = —mg

(diferencijal duljine prevaljenog puta smo izrazili kao dr' = dz 2, a kasnije smo zbog jednostavnije
integracije koristili varijablu r = R + z koja predstavlja udaljenost od Zemljina sredista). Prema
teoremu o radu i kineti¢koj energiji, rad AW jednak je promjeni kineticke energije tijela AK, a s
obzirom na to da je tijelo poCetno mirovalo, promjena kineti¢ke energije jednaka je kona&noj kineti¢koj
energiji tijela, AK = K = %va. Konat¢no, iz jednakosti AW = AK dobivano brzinu tijela neposredno

prije udara u tlo,
2gh
V=4 ————.
14+ h/R
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UocCavamo da se za h < R taj izraz svodi na v = v/2gh sto odgovara sluc¢aju u kojem zanemarujemo
ovisnost akceleracije slobodnog pada o visini.
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Primjer 4.2.2: Gibanje tijela pod djelovanjem sile opruge i sile trenja

Slika prikazuje tijelo mase m koje je vodoravnom oprugom konstante k povezano s &vrstim uporistem,
a leZi na vodoravnoj podlozi s kojom ima koeficijent trenja w. Tijelo je prikazano u poloZaju x =0 u
kojem opruga na njega ne djeluje silom.

é m
Primjenom teorema o radu i kineti¢ckoj energiji odredit ¢éemo poloZaj x> u kojem e se tijelo po prvi
put zaustaviti pustimo li ga u gibanje iz mirovanja u poloZaju x; = —A u kojem je opruga sabijena te

djeluje na tijelo silom iznosa kA. Pretpostavljamo da je iznos sile kojom opruga djeluje u po¢etnom
polozaju vedi od iznosa sile trenja, kA > umg, jer se u protivnhom tijelo ne bi pocelo gibati.

Z

S obzirom na to da u po¢etnom i u kona&nom poloZaju tijelo miruje, promjena kineti¢ke energije tijela
je jednaka nuli,
AK =K, — K; =0.

Prema teoremu o radu i kineti¢koj energiji to zna&i da je nuli jednak takoder i rad koji na putu od
pocetnog do kona&nog poloZzaja obave sile koje djeluju na tijelo,

AW =Wy, =0,
iz Cega moZemo odrediti poloZaj tijela u kojem e se ono zaustaviti.

x-komponentu sile kojom opruga djeluje na tijelo moZemo napisati kao —kx, gdje je x koordinata
poloZaja tijela, a s obzirom na to da se tijelo sve do njegovog prvog zaustavljanja giba u pozitivhom
smjeru x-osi, x-komponentu sile trenja moZemo napisati kao —umg. x-komponenta rezultantne sile
je prema tome

FX[X] = —Kkx — umg,

a rad koji ona obavlja gurajudi tijelo od x; do x> je

X2 X2 X2
Wip = / dw = / Fy[x] dx = / (—kx —umg) dx
X1 X1 X:

1
k 2 2

= _E(Xz —Xi) — umg(x — x1)

_ <g(xl +x0) + umg> (x1 = x2).

Uvjet W15 = 0 je zadovoljen za xo, = x; = —A 5to ne predstavlja rjeSenje postavljenog problema te za

Uotavamo da bi se u odsutnosti trenja (u = 0) tijelo po prvi put zaustavilo u poloZaju x, = A pri
kojem je opruga rastegnuta upravo onoliko koliko je u potetnom poloZaju bila sabijena. Taj rezultat je
u skladu s €injenicom da bi u odsutnosti trenja promatrani sustav titrao amplitudom A oko ravnoteznog
poloZaja x = 0. Takoder uo¢avamo da u prisutnosti trenja tijelo do svog prvog zaustavljanja prevaljuje
put koji je manji od 2A koliko bi iznosila duljina prevaljenog puta kad trenje ne bi bilo prisutno.
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4.3 Konzervativna sila i potencijalna energija

Rad u polju sile: Kad na Cesticu djeluje sila koju moZemo opisati vektorskom funkcijom F[r, t] koja ovisi
o poloZaju Cestice r i o vremenu t, funkciju F[r, t] zovemo poljem sile (engl. force field), a za Cesticu
kazemo da se “nalazi u polju” te sile. Slika pokazuje nekoliko razli¢itih putanja oznacenih brojevima duz
kojih Cestica u polju neke sile moze sti¢i od totke P do tocke Q.

(1) Q

P (3)

Opcenito, rad Wpq koji polje sile F[r, t] obavi pomi&uéi Eesticu od P do @ osim o vremenu ovisi i 0 odabiru
putanje.

Konzervativna sila: Ako sila opisana poljem F[r] koje ne ovisi o vremenu i koje ima svojstvo da za
bilo koji odabir to¢aka P i Q rad Wpg koji sila obavi pomicuci Cesticu od P do Q ne ovisi o odabiru
putanje,

kazemo da je F[r] konzervativna sila (engl. conservative force) odnosno da je polje F[r] konzervativno
polje.

Rad Wpq koji konzervativna sila obavi duz neke putanje od tocke P do tocke Q i rad Wgp koji ona obavi
duZ iste putanje u suprotnom smjeru jednaki su po apsolutnoj vrijednosti i suprotnog su predznaka,

Waop +Weq =0, (4.9)

a s obzirom na to da rad konzervativne sile ne ovisi o odabiru putanje, gornja jednakost vrijedi i kada na
putu od P do Q i u povratku od Q do P koristimo razli¢ite putanje. Nadalje, s obzirom na slobodu odabira
toc¢aka P i Q te na slobodu odabira polazne i povratne putanje, slijedi da je ukupni rad koji konzervativna
sila obavi duz bilo koje zatvorrene putanje (na bilo kojem “kruznom putovanju”) jednak nuli. Taj uvjet

zapisujemo kao
]édW—j{F-dr—O, (4.10)

gdje kruzi¢ na znaku integrala oznacava da se radi o krivuljnom integralu vektorskog polja duz zatvorene
putanje. Gornji uvjet je istovjetan uvjetu (4.8) koji smo koristili kao definiciju konzervativne sile.

Osim uvjetima (4.8) i (4.10), uvjet konzervativnosti vektorskog polja moguce je izraziti i na na&in koji pro-
izlazi iz primjene teorema o rotaciji vektorskog polja (tzv. Stokesov teorem). Kako poznavanje tog teorema
nadilazi oCekivanu razinu matematic¢ke pripremljenosti &itatelja, ovdje navodimo samo konaéni rezultat u
obliku koji moZemo primijeniti kad je vektorsko polje F[r] zadano njegovim komponentama Fy[x,y, z],
Fy[x,y.z] i F;[x,y,z] u pravokutnom koordinatnom sustavu. U tom se slu€aju uvjet konzervativnosti
moze izraziti trima jednakostima medu parcijalnim derivacijama komponenata polja sile po koordinatama
pravokutnog koordinatnog sustava,
OFx  OF, OF, OF; OF, OFy

2y "o’ 8z oy ox oz (4.11)

Uvjeti (4.8), (4.10) i (4.11) su istovjetni.
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Primjer 4.3.1: Konzervativnost polja sile teZe pri Zemljinoj povrsini
Djelovanje sile teZe na €esticu mase m pri Zemljinoj povrsini mozemo opisati homogenim poljem
Flr] =F=—-mg2,

gdje je g iznos akceleracije slobodnog pada, a z-os je usmjerena uvis. Pokazat ¢emo da je to polje
konzervativno na dva nacina.

e Diferencijal pomaka &estice moZemo izraziti kao
dr=dxX+dyy+dzz,
nakon ¢ega uoc¢avamo da diferencijal rada
dW =F-dr = —mgdz

koji sila teza obavi ovisi iskljutivo o z-komponenti diferencijala pomaka ¢estice. Rad koji sila
teZa obavi na putu od totke P do tocke Q,

Q zQ
Wpq = / F.-dr = / —mgdz = mg(zp — zg),
P zZp

ovisi iskljutivo o z-koordinatama toCaka P i Q, odnosno o razlici visina tih tocaka, a ne ovisi
o odabiru putanje duZ koje je Cestica stigla od jedne do druge to¢ke. Time smo pokazali da je
zadovoljen uvjet (4.8).

e Buduci da je polje homogeno, a to znaci da ima jednak iznos i smjer u svim to¢kama prostora,
njegove komponente u pravokutnom koordinatnom sustavu su konstante te je uvjet (4.11)
otigledno zadovoljen (sve parcijalne derivacije jednake su nuli).

Primjer 4.3.2: Polje nekonzervativne sile
Razmotrit ¢emo silu opisanu poljem
Flr] = k(r-X)y = kx¥y,
gdje je k pozitivna konstanta, a X i § su uobi¢ajeni jedini¢ni vektori u x, y-ravnini. Na dva nacina ¢emo

pokazati da ta sila nije konzervativna.

e Slika prikazuje vektore sile u nekoliko toaka na x-osi te zatvorenu putanju oblika kvadrata duz
koje ¢emo izracunati rad sile.

y

SN
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Rac¢unamo li rad duz kvadratne putanje u smjeru naznacenom na slici, nalazimo da duz obiju
stranica kvadrata paralelnih s y-osi sila gleda u smjeru pomaka $to znaci da obavlja rad koji je
veci od nule. Duz stranica koje su paralelne s x-osi rad sile je je jednak nuli jer je sila okomita
na te stranice. Slijedi da je rad sile duZ zatvorene putanje veci od nule. To znati da uvjet (4.10)
nije zadovoljen odnosno da sila nije konzervativna.

e Komponente ovog polja su F, =0, Fy[x] = kx i F, = 0. Uotavamo da vrijedi

F, Fx
& 0 =0

Ox Fo By

$to znaci da uvjet (4.11) nije zadovoljen odnosno da je sila nekonzervativna.

Napomena o polju sile u 1D: Kad je gibanje Cestice ograni€eno na gibanje duz pravca, kruznice ili neke
druge krivulje, kaZemo da se radi o gibanju u jednodimenzionalnom prostoru (1D). Kad ta krivulja nije
zatvorena, postoji samo jedna putanja duz koje ¢estica moZze sti¢i od neke to¢ke P do neke druge tocke
Q@ na krivulji. Slijedi da u 1D svako polje sile koje ovisi isklju¢ivo o poloZaju Cestice moZemo smatrati
konzervativnim poljem.

Potencijalna energija Eestice (engl. potential energy) koja se nalazi u polju konzervativne sile F[r]
je skalarna fizicka veli¢ina U[r] definirana kao rad koji je potrebno obaviti kako bismo svladavajuci
konzervativnu silu prenijeli ¢esticu od dogovorenog referentnog polozaja rg do polozaja r,

Ulr] = —/rF[r’]-dr’. (4.12)

Samu potencijalnu energiju moZemo shvatiti kao skalarno polje U[r] pridruZzeno nekom konzervativnhom
vektorskom polju FJr].

Negativan predznak ispred integrala u (4.12) je prisutan jer, prema definiciji potencijalne energije, racunamo
rad koji obavljamo suprostavljajuéi se konzervativnoj sili F, a to zna¢i da djelujemo suprotnom silom.

S obzirom na svojstvo konzervativnosti polja sile, integraciju u (4.12) mozemo provesti duz bilo koje
putanje s referentnom toc¢kom rg kao pocetnom i r kao konacnom totkom. Potencijalnu energiju nije
moguce definirati za polje sile koja nije konzervativna jer bi u tom slu€aju vrijednost integrala ovisila o
odabiru putanje te U[r] vise ne bi bila jednozna&no definirana velicina.

Sloboda odabira referentne totke ro u definiciji potencijalne energije (4.12) istovjetna je dodavanju kons-
tante potencijalnoj energiji. Odaberemo li “crtani” referentni poloZaj r, kao putanju koju koristimo pri
racunanju “crtane”’ potencijalne energije U’[r] moZemo odabrati putanju koja prolazi “necrtanim” refe-
rentnim poloZajem rg. Tada integral moZemo rastaviti na dva dijela,

Ulr] = _/r F[r]-dr = _//"0 F[r]-dr — /rF[r’] -d¥’ = konst + U[r]. (4.13)

U posljednjem koraku smo prvi ¢lan prepoznali kao konstantu, a drugi ¢lan kao “necrtanu” potencijalnu
energiju Ulr].

Diferencijal potencijalne energije moZemo izraziti kao

dU = —F[r] - dr, (4.14)
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gdje je F[r] - dr diferencijal rada koji obavi konzervativna sila. Taj nam izraz dopusta da polje konzervativne
sile izrazimo kao negativnu derivaciju potencijalne energije po poloZaju,

F[r] = —%U[r]. (4.15)

Uocavamo da odabir referentnog poloZaja koji se prema (4.13) svodi na dodavanje konstante potencijalnoj
energiji nema utjecaj pri racunanju polja sile jer je derivacija konstante jednaka nuli. Koristimo li pravokutne
koordinate, potencijalnu energiju mozemo shvatiti kao funkciju koordinata x, y i z, a gornji izraz poprima

jednostavan oblik
f_ Vg U, U,
- Ox oy Y= 8%
Prepoznajemo da su x, y i z-komponenta konzervativne sile jednake negativnim parcijalnim derivacijama

potencijalne energije po koordinatama x, vy i z.

(4.16)

Primjer 4.3.3: Gravitacijska potencijalna energija pri Zemljinoj povrsini

U primjeru 4.3.1 smo pokazali da je homogeno polje
F=-mgz

kojim opisujemo gravitacijsku silu pri Zemljinoj povrsini konzervativno polje. To znaci da Cestici koja
se nalazi u tom polju moZemo pridruziti potencijalnu energiju. Koristeéi (4.12) te uzimajuci rg = 0
kao referentnu tocku imamo

r r z
U[r]:—/ F-dr’:—/ (—mgi)~(dx'f(+dy'9+dz’i):mg/ dz' = mgz.
0 0 0

Primjenom izraza (4.16) iz dobivenog izraza za potencijalnu energiju mozemo dobiti polazni izraz za

polje gravitacijske sile,
Fr] = —%2— —Q(m z2)2=—-mgZ
T 9z TarmerET Mg

(parcijalne derivacije potencijalne energije U po koordinatama x i y nismo pisali jer U ovisi samo o
z-koordinati).

Primjer 4.3.4: Potencijalna energija u polju elasti¢ne sile (potencijalna energija opruge)

Silu koja djeluje na Cesticu koja se giba duz x-osi i koja je oprugom konstante k povezana s &vrstim
uporistem moZemo opisati poljem
Fx[x] = —kx

(zbog jednostavnosti smo uzeli da x = 0 odgovara ravnoteZznom poloZaju &estice). To polje zovemo
Jo% i poljem elasti¢ne sile, a s obzirom da se radi o gibanju u jednodimenzionalnom prostoru smatramo
ga konzervativnim poljem.

Potencijalna energija Cestice u odnosu na referentno stanje x = 0 je prema definiciji

X X X 1
Ulx] = —/ Felx]dx" = —/ (—kx')dx' = k/ X' dx' = Zkx?.
0 0 0 2

Ona odgovara radu koji obavljamo sabijajudi ili razvlaceéi oprugu te ju jos zovemo i potencijalnom
energijom opruge ili potencijalnom energijom elasti¢ne sile ili jednostavno elasticnom potencijalnom
energijom. Primjenom (4.16) iz potencijalne energije moZemo dobiti polazni izraz za polje sile,

Fe[x] = —aﬂxU[x] = —kx.




S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 61

4.4 Ocuvanje mehani¢ke energije

Mehanitka energija cestice (engl. mechanical energy) koja se giba pod djelovanjem konzervativne
sile je zbroj njene kineti¢ke i njene potencijalne energije,

E=K+U. (4.17)

Ukoliko istovremeno na Cesticu djeluje nekoliko konzervativnih sila, U predstavlja zbroj odgovarajucih
potencijalnih energija.

Ocuvanje mehani¢ke energije: Mehani¢ka energija Cestice koja se giba iskljucivo pod djelovanjem
konzervativnih sila je stalna u vremenu (ne mijenja se) te kazemo da je ona oCuvana fizitka velicina.

Pisemo E = konst. ili
AE = AK + AU = 0. (4.18)

Gornja tvrdnja slijedi iz dosadasnjih razmatranja. Na osnovu teorema o radu i kineti¢koj energiji imamo
AK = AW, a na osnovu definicije potencijalne energije imamo AU = —AW, gdje je AW rad koji obavi
konzervativna sila.

Nacelo oCuvanja mehani¢ke energije nam omogudcuje rjeSavanje nekih problema bez da pritom moramo
rijesiti jednadZbu gibanja sustava (vidi primjer 4.4.1), a moZe nam pomodi i pri nalaZenju same jednadZbe
gibanja nekih mehani¢kih sustava (vidi primjer 4.4.2).

Primjer 4.4.1: _ednostavan model trampolina

Tijelo mase m pada s visine h na platformu koja je oprugom konstante k oslonjena o ¢vrsto tlo. Masu
platforme i opruge smatramo zanemarivim. Koriste¢i o¢uvanje mehani¢ke energije, odredit ¢emo
koliko je opruga sabijena u odnosu na njeno ravnotezno stanje u trenutku u kojem se tijelo po prvi
puta zaustavi.

Najprije razmatramo mehani¢ku energiju u pocetnom stanju. Kineti¢ka energija je jednaka nuli jer
tijelo miruje, a s obzirom na to da opruga nije sabijena, potencijalna energija se sastoji iskljucivo od
gravitacijske potencijalne energije tijela koje se nalazi pri x = h. Odaberemo li razinu platforme u
pocetnom stanju kao referentnu razinu gravitacijske potencijalne energije, u po¢etnom stanju imamo

K =0, U = mgh, Epoe. = K+ U = mgh.

Sada razmatramo mehani¢ku energiju u kona&nom stanju. Kineti¢ka energija je i ovdje jednaka nuli
jer tijelo miruje, a potencijalna energija se sastoji od gravitacijske potencijalne energije tijela koje se
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nalazi pri x = £ te od potencijalne energije opruge koja je sabijena za €],
1 o 1 o
K =0, U:mg£+§k£, Ekon_:K+U:mg£+§k£.

Iz uvjeta oCuvanja mehanicke energije, Eyon. = Epor., slijedi uvjet

1
mgh = mg€ + 5/(52,

a rjesavanjem kvadratne jednadzbe po £ dobivamo

§12= —% <1 +41 —|—2kh/mg) .

Prepoznajemo da &; predstavlja rjeSenje zadanog problema jer je &, > 0 te odgovara gornjoj tocki do
koje bi tijelo doglo kada bi zalijepljeno za platformu nastavilo zajedno s njom titrati na opruzi. Takoder
moZemo uotiti da aritmeticka sredina dvaju dobivenih rjeSenja, xo = (§1 +&2)/2 = —mg/k, odgovara
ravnoteZznom polozaju tijela u kojem bi ono moglo trajno mirovati jer je gravitacijska sila iznosa mg
uravnoteZena silom opruge iznosa kxg.
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Primjer 4.4.2: _JednadZba gibanja matematickog njihala

Matematicko njihalo je idealizirani sustav koji se sastoji od sitnog tijela objeSenog nerastezljivom
bezmasenom niti duljine £ o &vrsto uporiste i koje se njise u usrpavnoj ravnini (jednoliko kruZenje u
vodoravnoj ravnini sitnog tijela objeSenog na isti nacin, tzv. stozasto njihalo, razmatrali smo u primjeru
3.3.3).

-— K —

T

2 h=4¥(1—cos#b)

Koristedi nacelo oCuvanja mehanicke energije izvest ¢emo jednadzbu gibanja ovog sustava. Shvatimo
li tijelo kao Cesticu mase m te ozna&imo li s 6 otklon niti na kojoj ona visi (vidi sliku), mehanicka
energija sustava sastoji se od kineti¢ke energije Cestice te od njene gravitacijske potencijalne energije,

1 1 .
E=K+U= 5mv2 + mgh = §rn(Z@)Q + mgé(1 — cos¥),

gdje smo, s obzirom da se Cestica giba duZ kruznice polumjera £, iznos brzine Cestice v izrazili kao
umnoZak polumjera i kutne brzine 6 = %9. Uvjet oCuvanja energije 0 = %E nam daje

B d B 5 . B oilx 9 .
O—EE—mé 06 + mglfsind = mé 9<9+£sm9).

S obzirom da gornji uvjet mora biti ispunjen u svim trenucima, dakle i onda kad je 8 # 0, zakljuujemo
da izraz u zagradi mora u svim trenucima biti jednak nuli odnosno da mora vrijediti

6=-—9sino=o,

Z
$to je jednadZzba gibanja matemati¢kog njihala s niti duljine £. U primjeru 6.4.1 pokazujemo da je
frekvencija njihanja matemati¢kog njihala kad ono njise malom amplitudom jednaka wg = +/g/X.

Prisutnost nekonzervativnih sila: Kad uz konzervativne sile na Cesticu djeluju i nekonzervativne sile,
mehanitka energija Cestice nije oCuvana veli¢ina. Konzervativne sile djeluju¢i na cesticu obavljaju rad
—AU, dok rad nekonzervativnih sila moZemo oznatiti s —AQR. Prema teoremu o radu i kineti¢koj energiji,
promjena kineti¢ke energije Cestice AK jednaka je radu koji sve sile obave nad €esticom pa ovdje imamo
AK = —AU — AQ), &emu odgovara promjena mehanitke energije

AE = AK + AU = —AQ. (4.19)

Samu velicinu AQ moZemo shvatiti kao dio mehani¢ke energije sustava koji se pretvorio u neke druge
oblike energije kao sto je npr. toplina.

Disipativne sile: Najpoznatiji primjer nekonzervativnih sila su sile otpora. Njihov je smjer suprotan smjeru
gibanja Cestice u odnosu na sredstvo kroz koje se ona giba, a rad koji one obavljaju je negativan. Djelovanje
takvih sila dovodi do smanjenja (ili rasipanja, disipacije) mehani¢ke energije Cestice. Nekonzervativne sile
poput sila otpora €iji je rad negativan jo§ zovemo disipativnim silama.
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4.5 Dijagram energije u 1D, stabilna i nestabilna ravnoteza

Dijagram energije za Cesticu koja se giba duz pravca, kruZnice ili neke druge krivulje odnosno u bilo
kojem jednodimenzionalnom prostoru (1D) pod djelovanjem konzervativne sile graficki je prikaz ovisnosti
potencijalne energije Cestice o koordinati poloZaja na kojem je takoder naznacena mehani¢ka energija
Cestice. Dijagram energije jasno pokazuje smjer gibanja u kojem se kineti¢ka energija Cestica povecava sto
odgovara smjeru djelovanja konzervativne sile, podrugja u kojima se Cestica moZze gibati, tzv. zabranjena
podru¢ja u kojima se ona ne moZe naci jer njena mehani¢ka energija nije dovoljno velika, totke obrata
(engl. turning points) u kojima se Cestica na trenutak zaustavlja i mijenja smjer svog gibanja te tocke
ravnoteZe (engl. equilibrium points) u kojima bi Eestica mogla trajno mirovati.



S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 65

Primjer 4.5.1: Zabranjeno podrucje i tocke obrata u dijagramu energije

Prikazan je moguci dijagram energije Cestice koja se giba duz x-osi pod djelovanjem konzervativne sile.
Prikazane su potencijalna energija U[x] i mehanitka energija Cestice E. Mehanitku energiju smatramo
oCuvanom u vremenu, a samim time i jednakom u svim to¢kama u kojima se Cestica moZe nadi.

Energija

—l

Zabranjeno
podrugje

N e e e =

Na dijagramu prepoznajemo sljedece:

e U podrucjima x < x1 i x > xo mehani¢ka energija Cestice E = K + U veca je od potencijalne
energije U. To znati da je kinetitka energija K veca od nule odnosno da se Cestica giba u
jednom ili u drugom smjeru (sam dijagram energije ne govori o smjeru gibanja).

e U podrugju x; < x < x» potencijalna energija U veca je od mehanitke energije E = K+ U. S
obzirom na to da kineticka energija K ne moZe biti negativna, Cestica se ne moze naci u ovom
podru¢ju. To podru¢je zovemo zabranjenim podrucjem.

e U podrugju u kojem je E > U, smjer gibanja u kojem se potencijalna energija Cestice smanjuje
odgovara smjeru u kojem kineti¢ka energija Cestice raste, a to znadi da na Cesticu djeluje sila
upravo tog smjera odnosno smjera u kojem se potencijalna energija smanjuje. Taj zakljucak je
u skladu s izrazom za x-komponentu sile

Fold) = — - Ul

koji slijedi iz (4.16). Ovdje moZemo uociti da u neposrednoj blizini zabranjenog podru&ja na
Cesticu djeluje “odbojna sila” .

e Kad Cestica usporavajuci naide na rubnu totku zabranjenog podru&ja (ovdje su to totke x = xq
I X = Xxp), njena kineti¢ka energija jednaka je nuli 3to zna&i da ona u tom trenutku miruje.
Medutim, kako na nju djeluje “odbojna sila”, njena akceleracija gleda u smjeru iz kojeg je
Cestica dosla i Cestica se pocinje gibati unazad. Zbog toga rubne totke zabranjenog podrucja
zovemo totkama obrata.

Stabilna i nestabilna ravnoteza: Tocke u polju konzervativne sile u kojima &estica moZe trajno mirovati
zovemo totkama ravnoteze. Kineti¢ka energija Cestice koja miruje u takvoj tocki jednaka je nuli, a dodamo
li joj malu koli€inu kineti¢ke energije, ona e se poleti gibati u nekom smjeru. Ako se nakon toga kineti¢ka
energija poc¢ne smanjivati, ¢estica naide na to¢ku obrata i pocne se vracati prema tocki ravnoteZe, kaZemo
da se radi o stabilnoj ravnoteZi (engl. stable equilibrium). U suprotnom, ako se kineti¢ka energija Cestice
pocne povecavati, kazemo da se radi o nestabilnoj ravnoteZi (engl. unstable equilibrium).

U totkama ravnoteZe na Cesticu ne djeluje sila, te je prema (4.16) derivacija potencijalne energije po
koordinati polozaja u tim to¢kama jednaka nuli. To moZe znaciti da se radi o minimumu ili o0 maksimumu
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potencijalne energije. Ako se radi o minimumu potencijalne energije, udaljavanjem &estice od njega ki-
neti¢ka se energija smanjuje pa zaklju¢ujemo da minimum potencijalne energije odgovara tocki stabilne
ravnoteZe. Udaljavanjem od maksimuma potencijalne energije kineti¢ka se energija povecava sto znaci da
se radi o tocki nestabilne ravnoteze.

Takoder moZemo reci da je sila u neposrednoj okolini totke stabilne ravnoteZe usmjerena prema samoj
totki ravnoteZe (sila je privlatna), dok je u neposrednoj okolini totke nestabilne ravnoteZe sila usmjerena
od tocke ravnoteze (sila je odbojna).

Primjer 4.5.2: Stabilna i nestabilna ravnoteza

Prikazan je dijagram energije Cestice s nekoliko to¢aka ravnoteZe.

Energija |

Uotavamo sljedece:

e U xy i x3 potencijalna energija ima maksimume §to znaci da su to tocke nestabilne ravnoteZe.
e U x> i x4 potencijalna energija ima minimume $to znadi da su to toc¢ke stabilne ravnoteze.

e Cestica s energijom E naznatenom na dijagramu moZe trajno mirovati u xy i U xg, ali ne i u x
gdje ima kineti¢ku energiju vecu od nule kao ni u x3 koja se nalazi u zabranjenom podrudju.
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Zadaci

Z.4.1: Elektri¢ni automobil Rimac Nevera ubrzava iz mirovanja do brzine iznosa v; = 100kmh~?! za
71 = 1.97s, a iz mirovanja do v» = 300 km h~! potrebno mu je 7o = 9.3s. Ne uzimajuéi u obzir sile otpora
koje djeluju na automobil odredite srednju snagu kojom je u tim intervalima djelovao pogonski sustav te ju
usporedite sa snagom Prax = 1408 kW koja je navedena u specifikaciji. Za masu automobila s vozatem
uzmite m = 2150 kg.

Ri: P =mvZ/21; ~ 421 KkW, Py/Pmax ~ 30%, P, = mv2 /275 ~ 802 kW, Ps/Pmnax ~57%  [P]

Z.4.2: Najveca brzina koju automobil mase m = 1000 kg i snage motora Ppax = 50 kW moZe postiéi na
vodoravnoj cesti iznosi Vmax = 150 kmh~!. Pretpostavljajuéi da je sila otpora koja djeluje na automobil
razmjerna kvadratu brzine, odredite asimptotsku brzinu kojom bi se on gibao s ugasenim motorom na
nizbrdici nagiba a = 5°.

Ri: Vhizbrdica = / MGV SiN @/ Prmax =~ 127kmh=1  [P]

Z.4.3: Koristenjem postupka slicnog onome iz primjera 4.3.1 pokaZite da je polje sile iz primjera 4.2.1
takoder konzervativno polje.

Z.4.4: Pokazite da vektorsko polje dano izrazom (4.16) zadovoljava uvjet konzervativnosti (4.11) za
svako skalarno polje Ulr].

Z.4.5: Sitno tijelo mase m = 1kg objeseno je s pomocu bezmasene niti o ¢vrsto uporiste (tzv. ma-
tematitko njihalo), otklonjeno je iz ravnoteZznog poloZaja za kut apg = 45° te je pusteno u gibanje iz
mirovanja. Odredi napetost niti u trenutku u kojem tijelo prolazi ravnoteZnim poloZajem.

Rj: T =mg(3 —2cosap) = 15.6N

Z.4.6: Sitno tijelo klizi bez trenja niz kosinu koja u svom podnoZju prelazi u kruznu petlju polumjera
zakrivljenosti R. Po ulasku u petlju tijelo nastavlja kliziti po njenoj unutrasnjoj strani.

S Y
| T
h J

I A

Odredi najmanju visinu h u odnosu na najnizu tocku petlje s koje valja pustiti tijelo da klizi niz kosinu,
Zelimo li da pri prolasku kroz najvisu tocku petlje ono ne izgubi kontakt s podlogom (stropom).

Ri: Amin = 5R/2 [P]

Z.4.7: Tijelo miruje na vodoravnoj podlozi po kojoj moZe klizati bez trenja, a vodoravnom oprugom
konstante k = 50N m™! je povezano sa &vrstim uporistem. U nekom trenutku na tijelo po&ne djelovati
vodoravna sila stalnog iznosa Fg = 3 N usmjerena tako da rasteze oprugu. Odredite maksimalnu kineti¢ku
energiju koju tijelo postiZe prije nego $to se zaustavi.

Ri: K= F2/2k =0.09J

Z.4.8: Bungee skakal mase m = 75kg namjerava skoCiti s platforme koja se nalazi na visini H = 35m
iznad tla. Skakat je za platformu vezan elasti¢nim uZetom koje u nerastegnutom stanju ima duljinu
£ =12m i koje se pri rastezanju ponasa kao opruga konstante k = 150 N m~!. Zanemarujuéi masu uZeta
I pocetnu brzinu skakaca, odredite visinu nad tlom pri kojoj se on po prvi puta zaustavlja te iznos njegove
akceleracije u tom trenutku.

Rj: h=H—2— (mg/k) (1 +/1 +2k£/mg) —6.2m, a=g\/1+2kl/mg=2.4g [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/rimac2power.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/nizbrdica.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/looping.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/bungee.pdf
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Z.4.9: Viak mase m = 500t se u po&etnom trenutku gibao brzinom iznosa vo = 10kmh~1, a narednih
ga je At = 30s lokomotiva ubrzavala duz vodoravne pruge djeluju¢i stalnom snagom P = 2 MW. Odredi
duljinu prevaljenog puta u tom intervalu vremena te iznos konac¢ne brzine. Ucinak svih sila otpora smatramo
zanemarivim.

Rj: s = (m/3P)((v§ + (2P/m)At)3/2 — v3) ~323.1m, v; = (V3 + (2P/m)At)}/2 ~56.7kmh~!
Z.4.10: Potencijalna energija Cestice koja se giba duz x-osi je dana izrazom

Uo

M=

gdje su Uy > 0 i a konstante. Kad se mehani¢ka energija E Cestice nalazi unutar intervala —Uy < £ <0
Cestica titra u podru¢ju omedenom krajnjim to¢kama x = £A. Odredite amplitudu titranja A te iznos sile

koja djeluje na Cesticu pri x = +A.
A /U _ _2|EP /U

Z.4.11: Prema specifikaciji elektricnog automobila Rimac Nevera najveca brzina koju on postiZe iznosi
Vmax = 412 kmh™!, najveca snaga njegovog pogonskog sustava je Pmax = 1408 kW, a energija pohranjena
u bateriji je @ = 120 kWh. Pretpostavljajuéi da je otpor zraka dominantna sila otpora pri gibanju auto-
mobila, da je iznos te sile razmjeran kvadratu iznosa brzine automobila, te da pri voZnji brzinom iznosa
Vmax Pogonski sustav automobila djeluje snagom Fnax, odredi iznos brzine pri kojoj bi taj automobil mogao
prevaliti udaljenost smax = 550 km koja je u specifikaciji navedena kao njegov maksimalni doseg.

Ri: v = /QV3,/PraxSmax = 104kmh~1  [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/rimac2range.pdf
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5 Mehanika sustava cestica

U ovom poglavlju razmatramo gibanje sustava dviju ili vise Cestica u kojem je osim djelovanja tzv. vanjskih
sila prisutno i medudjelovanje Cestica tzv. meducesti¢nim silama. Klju¢nu ulogu pri opisu medudjelovanja
Cestica ima tre¢i Newtonov zakon iz kojeg proizlaze zakon o€uvanja koli¢ine gibanja i zakon o€uvanja kutne
koli¢ine gibanja sustava Cestica. Ti zakoni nam, uz zakon o o€uvanju mehanicke energije koji smo upoznali
u prethodnom poglavlju, omogucuju da predvidimo neke ishode nekih fizi¢kih procesa bez poznavanja svih
pojedinosti o medudjelovanju Cestica. Osim toga ovo poglavlje uvodi pojmove sredidta mase sustava Cestica
te referentnog okvira vezanog uz srediste mase, a kao primjer primjene zakona ofuvanja koli¢ine gibanja
detaljno su obradeni sudari dviju €estica u jednoj dimenziji. Nekim svojstvima sudara Cestica takoder se
bavi dodatak B.

5.1 Unutarnje i vanjske sile u sustavu €estica i tre¢i Newtonov zakon

Sustav cestica: Razmatramo fizi¢ki sustav koji se sastoji od N > 2 Cestica koje obiljezavamo indeksom
I =1,...,N. Masu i-te Cestice obiljezavamo s mj, njen polozaj u odnosu na odabrano ishodiste s r;,
brzinu s v;, koli¢inu gibanja s p;, = mjv;, i.t.d. Fizi¢ke veli¢ine koje govore o &itavom sustavu oznacavamo
simbolima bez indeksa. Na primjer, masa sustava Cestica je zbroj masa svih &estica u sustavu,

m:m1+---+mN:Zm,. (5.1)
i

Unutarnje i vanjske sile u sustavu &estica: JednadZzbu gibanja i-te Cestice moZzemo napisati kao

dp,- xt
E =F, = FI(.e ) + ; FJ',‘, (52)

gdje je F; koja djeluje na Cesticu. Ta se sila sastoji od tzv. vanjske sile F,(.EXt) koja djeluje na i-tu Cesticu
neovisno o prisutnosti drugih Cestica te od zbroja tzv. unutarnjih sila, odn. sila kojima sve ostale Eestice
u sustavu djeluju na j-tu Cesticu. Unutarnju silu kojom j-ta Cestica djeluje na i-tu Cesticu oznatavamo s
Fi.a -+ ©9Znactava zbroj po svim vrijednostima indeksa j, uz izostavljanje vrijednosti j = i jer silu kojom
Cestica djeluje na samu sebe nema smisla uzimati u obzir.

Trec¢i Newtonov zakon sadrzi temeljnu pretpostavku o medudjelovanju Cestica:

Ako Cestica 1 djeluje na Cesticu 2 silom Fq5, onda Cestica 2 djeluje na Cesticu 1 silom

For = —F1o.

Podrazumijeva se da smjerovi sila kojima Cestice djeluju jedna na drugu leZe na pravcu koji prolazi to¢kama
u kojima se Cestice nalaze. Slika prikazuje privlatno i odbojno medudjelovanje €estica te situaciju koja nije

dopustena bez obzira na to $to i u njoj vrijedi F»1 = —Fq5.
/M /
Fio Fio Fi2 ° m
/ /m2
/ S m
/le /F21 my © Foy
my

Priviatno medudjelovanje Odbojno medudjelovanje Nije dopusteno
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5.2 Oc¢uvanje koli¢ine gibanja sustava

Kolicina gibanja sustava €estica cije su mase m; i koje se gibaju brzinamav;, i =1,..., N, je zbroj
koli¢ina gibanja p; = mj,v; svih &estica u sustavu,
P=P1+"'+PN=ZP/=Z”7/V/- (5.3)
i i

Primjer 5.2.1: Koli¢ina gibanja ¢vrstog tijela u translacijskom gibanju

Shvatimo li ¢vrsto tijelo kao sustav velikog broja Cestica, masa tijela m je zbroj masa m; Cestica koje
Cine tijelo, a kad se takvo tijelo giba translacijski (bez rotacije), brzine svih Cestica su medusobno
jednake te moZemo pisati v; = v. Koli¢ina gibanja sustava je

p:Zm,-v,-:Zm,-v: <Zm,~>v-mv,
i i i

§to opravdava uobicajenu primjenu izraza za koli¢inu gibanja Cestice na ¢vrsto tijelo koje se, strogo
govoredi, sastoji od velikog broja Cestica.

Vremenska derivacija koli¢ine gibanja sustava jednaka je zbroju vanjskih sila koje djeluju na Cestice sustava,

dp dp; (ext) (ext) t

G g == (R 2R = SR =, (5.4)
i i i Ji i

dok unutarnje sile u sustavu nemaju nikakav utjecaj. U gornjem racunu smo najprije koristili definiciju

(5.3) i nakon toga jednadzbu gibanja i-te Cestice (5.2). U posljednjem koraku smo prepoznali da je ¢lan

Z,Zﬁg F;; jednak nuli jer je svaka sila F;;, prema treCem Newtonovom zakonu, u zbroju poniStena njoj

suprotnom silom F;.

Ocuvanje koli¢ine gibanja sustava Cestica: Prema (5.4), ako je zbroj vanjskih sila koje djeluju
na Cestice nekog sustava jednak nuli, onda je koli¢ina gibanja tog sustava ocuvana veli¢ina (stalna u
vremenu),

dp
i
Ta tvrdnja jos je poznata kao zakon o ocCuvanju koli¢ine gibanja sustava Cestica.

F&t =0 — 0. (5.5)

Zakon o oCuvanju koli¢ine gibanja sustava Cestica nam pomaZe, izmedu ostalog, pri proucavanju sudara
medu tijelima. Ako sudar traje dovoljno kratko i ako se odvija u dovoljno malenom prostoru ucinak
vanjskih sila moZemo zanemariti. Tada je, prema zakonu o oCuvanju koli¢ine gibanja, koli¢ina gibanja
sustava neposredno nakon sudara jednaka koliini gibanja istog sustava neposredno prije sudara. Sudarima
se bave neki od primjera koji slijede, a detaljnije su obradeni u poglavljima 5.5 5.6 te u dodatku B.

Primjer 5.2.2: Sudar dvaju tijela jednake mase bez promjene kinetiCke energije sustava

Razmotrit ¢emo sudar u kojem tijelo koje zovemo projektilom nalije¢e na tijelo jednake mase koje
je do tog trenutka mirovalo i koje zovemo metom. Pretpostavit ¢emo da u sudaru ne dolazi do
promjene kineticke energije sustava, vec isklju¢ivo do preraspodjele kineticke energije medu tijelima.
(U opcenitom sudaru se dio kinetitke energije tijela moZe pretvoriti u druge oblike energije, a sudar u
kojem je kineti¢ka energija ostaje nepromijenjena zovemo elasti¢nim sudarom, vi$e o vrstama sudara u
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poglavlju 5.5.) Koristenjem zakona o otuvanju koli¢ine gibanja pokazat ¢emo da nakon takvog sudara
imamo jedno od ova dva stanja:

(a) Projektil miruje, a meta se giba brzinom koja je jednaka brzini projektila prije sudara.

(b) Projektil i meta se gibaju duz medusobno okomitih pravaca.

Najprije razmatramo ocuvanje kineti¢ke energije sustava. S obzirom da meta prije sudara miruje,
kineti¢ka energija sustava K prije sudara sastoji se isklju¢ivo od kineti¢ke energije projektila,

1
K=K = 5mvf,

gdje je v iznos brzine projektila prije sudara. Nakon sudara kineti¢ka energija sustava K’ jest zbroj
kineti¢kih energija projektila i mete,

K'= K]+ K, ==mvi"+ =mv5~,
gdje su vi i v5 iznosi njihovih brzina nakon sudara (vrijednosti veli¢ina nakon sudara obiljezavamo
crticom). Uvjet oCuvanja kinetitke energije, K = K’, daje jednakost

2 12 12
Vl :Vl +V2 .

Koli¢ine gibanja sustava prije i nakon sudara su
p=p=mv i p’' =p} +p5=mv] + mv.
Uvjet oCuvanja koli¢ine gibanja, p = p/, daje
Vi = V) + V),

a kvadriranjem gornje vektorske jednakost dobivamo

2 2
vi= V"2V vh 4+ VT
Uotavamo da uvjet do kojeg nas je dovela pretpostavka o ocuvanju kineticke energije sustava i uvjet
do kojeg nas je doveo zakon o ocuvanju koli¢ine gibanja sustava mogu biti istovremeno zadovoljeni
samo ako vrijedi

Vi v, =0.

Gornji uvjet je ispunjen ako su vektori brzina medusobno okomiti, to je stanje (b), ili ako je barem
jedna od brzina nakon sudara nul-vektor. Ako je vj = 0, uvjet ocuvanja koli¢ine gibanja daje v}, = vy,
a to je stanje (a). Ako je v, = 0, tj. ako se meta nakon sudara ne giba, iz o€uvanja koli¢ine gibanja
imamo v| = vy, a to znat&i da se sudar nije ni dogodio.

Primjer 5.2.3: Gubitak kineticke energije u sudaru dvaju tijela

Razmotrit ¢emo sudar u kojem tijelo mase m; nalijee brzinom iznosa v; na mirno tijelo mase mo,
nakon ¢ega nastaje novo tijelo mase m; + my koje se nastavlja gibati brzinom iznosa v/ (takav sudar
zovemo savrseno neelasti¢nim sudarom, vidi poglavlje 5.5). Pokazat ¢emo da u takvom sudaru nuzno
dolazi do gubitka kineticke energije sustava Cestica, odnosno do pretvorbe kineticke energije u neki
njen drugi oblik.
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Kineti¢ka energija K iiznos koli¢ine gibanja sustava p prije sudara su

1 .
K:§mlv12 I p=nmvi,

dok nakon sudara (oznaka ') moZemo pisati
! ]‘ 2 H / /
K :§(m1—|—m2)v i p = (mi+ m)v'.

Uvjet o€uvanja koli¢ine gibanja p’ = p nam daje
RLLAS!

my+mo

Sada moZemo izvesti izraz za koli¢inu kineti¢ke energije koja se u ovakvom sudaru pretvara u druge
oblike energije, npr u toplinu Q,

2
mivy > mvi

1 1
:K—K’:—mv2——m+m _— _.
(? 1 ( ! 2) rn1-+/n2 2 rnl—%rng

2 2

Uotavamo da nam je uvjet oCuvanja koli¢ine gibanja sustava omogucio da odredimo toplinu Q bez
poznavanja pojedinosti o medudjelovanju tijela tijekom samog sudara.

Primjer 5.2.4: Sabijjena opruga medu dvama tijelima ( “mehanicka eksplozija”)

Jednostavan “mehani¢ki model eksplozije” moZzemo zamisliti kao sabijenu oprugu pored koje se nalaze
dva tijela koja se, dode li do otpu&tanja opruge, pocinju gibati svako u svoju stranu. Mozemo zamisliti
da oprugu u sabijenom stanju drzi tanka napeta nit te da u poetnom stanju Citav sustav miruje
na vodoravnoj podlozi po kojoj tijela mogu klizati bez trenja. Pukne li nit, opruga ¢e neko vrijeme
djelovati silom na tijela koja ¢e se sve brZe gibati. Kad se tijela razmaknu toliko da opruga dosegne
svoju ravnoteZnu duljinu tijela e izgubiti kontakt s oprugom i nastavit e se gibati stalnim brzinama,
dok ¢e opruga ostati mirovati u ravnoteznom (nesabijenom) stanju. Koristenjem oCuvanja mehanicke
energije i oCuvanja koli¢ine gibanja sustava odredit ¢emo iznose konacnih brzina tijela. Uzet ¢emo da
su mase tijela my i1 mo> te da je rad obavljen za pocetno sabijanje opruge W.

U>0

1200000001
uuuuuuuu

m my

S obzirom da u pocetnom stanju tijela miruju, pocetna kineti¢ka energija sustava jednaka je nuli,
K =0, a rad uloZen u pocetno sabijanje opruge odgovara potencijalnoj po¢etnoj potencijalnoj energiji
U = W sustava. Pocetna mehani¢ka energija sustava je prema tome

E=K+U=W.

Nakon “eksplozije”, opruga se nalazi u ravnoteZnom stanju te je njena potencijalna energija jednaka
nuli, U’ = 0, dok je kinetitka energija sustava

1 > 1 2

K'=Zmivi + —movs©.

p L TR
S obzirom da sile trenja prema pretpostavci nisu prisutne, mehanitka energija sustava je ofuvana
velitina, E = E’, $to ovdje znati da je ukupna potetna potencijalna energija opruge U = W pretvorena
u kineti¢ku energiju,
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Gornja jednakost nije dovoljna za odredivanje iznosa brzina v; i v4 te analizu nastavljamo razmatranjem
koli¢ine gibanja u ovom sustavu Cestica.

Djelovanje opruge mozemo shvatiti kao djelovanje medudesti¢ne sile, a s obzirom na to da je zbroj
vanjskih sila na sustav jednak nuli (djelovanje sile teZe na tijela ponisteno je protudjelovanjem podloge)
koli¢ina gibanja ovog sustava oCuvana je veli¢ina. U pocetnom je stanju koli¢ina gibanja sustava p
jednaka nuli jer tijela miruju, a u kona¢nom se stanju ona sastoji od koli¢ina gibanja dvaju tijela koja
se gibaju u suprotnim smjerovima. MoZemo pisati

O=p=p =—mv]+ mvh.

Uvjet koji proizlazi iz ouvanja mehanitke energije i uvjet koji proizlazi iz o€uvanja koli¢ine gibanja
shvacamo kao sustav dviju jednadzbi u kojima su iznosi brzina vi i v4 nepoznanice. RjeSavanjem
sustava te odabirom pozitivnih rjesenja (radi se o iznosima vektora) dobivamo

Vo= 2m2W vy — 2m1W
1= my(my + mo)’ 2= mo(my + mo)’

Uotavamo da tijelo vece mase poprima brzinu manjeg iznosa.

Primjer 5.2.5: Nacelo rada raketnog motora

Raketni motor ubrzava raketu time 3to u suprotnom smjeru (unazad) izbacuje Cestice plina nastalog
izgaranjem goriva. S obzirom na to da gorivo koje se s vremenom trosi €ini zna¢ajan dio mase rakete,
pri analizi gibanja rakete moramo uzeti u obzir promjenu njene mase.

Neka je u = —u X brzina kojom motor u odnosu na raketu izbacuje Cestice plina (ovu brzinu smatramo
stalnom u vremenu), neka su m i v = v,X masa i brzina rakete u nekom trenutku (obje veli€ine ovise
o vremenu), a du neka je masa plina koju motor izbacuje u vremenu dt.

V—

I
t+dt: —v+u—o —v+dv—>
du =
X

Promjenu koli¢ine gibanja sustava dp koja nastupa u vremenu dt, a koja mora biti jednaka nuli zbog
oCuvanja koli¢ine gibanja u sustavu u kojem ne djeluju vanjske sile, moZemo izraziti kao

O=dp=dpu+(m—du)dv=du(—uX)+ (m—du)(dvyX)
= (—udpu + mdvyg) X

Prvi €lan u prvom retku na desnoj strani opisuje promjenu koli¢ine gibanja mase du cija se brzina
izbacivanjem iz rakete promijenila za u u negativhom smjeru x-osi, dok drugi ¢lan opisuje promjenu
koli¢ine gibanja rakete Cija je masa umanjena za du, a x-komponenta brzine se povecala za dvy.
Pri prelasku u drugi redak izostavili smo ¢lan u kojem se pojavljuje umnozak diferencijala du 1 dvy.
Nadalje, kako se masa rakete m umanjuje upravo za masu izba¢enog plina du, promjenu mase rakete
dm mozemo izraziti kao

dm = —du.
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Eliminacijom du iz gornjih jednakosti slijedi

dvy dm

u m

Promatramo li gibanje rakete &ija je potetna masa m = mgq i koja u potetnom trenutku miruje, gornju
Jednakost moZemo integrirati od pocetnog stanja u kojem imamo v, = 0 i m = mg do kona&nog
stanja u kojem imamo vy i m,

/"de;__/mdm’ W am
X ) — = —In—,
0 u me M u mg

mo
Vi = uln —.
m

odnosno

Uocavamo da raketa koja krece iz mirovanja postiZe brzinu jednaku brzini u kojom motor izbacuje plin
u trenutku u kojem njena masa zbog potro$nje goriva padne na 1/e njene poletne mase. Daljnjim
radom motora, ako goriva joS ima, iznos brzine rakete v koja je krenula iz mirovanja moZe nadmasiti
iznos brzine u. (Primijetimo da je brzina v + u na gornjoj slici usmjerena u skladu s pretpostavkom
v < u koja je zadovoljena u pocetnoj fazi gibanja, a nastupi li stanje v > u, taj vektor poprima isti
smjer kao i vektor v.)

5.3 Srediste mase sustava cCestica

Srediste mase sustava Cestica (engl. centre of mass, kratica CM) je totka u prostoru &iji je poloZaj
definiran izrazom

1
Fem = — E mit;, (5.6)
1

gdje je m masa sustava Cestica (5.1), a r; i m; su poloZaj i masa i-te estice u sustavu.

Brzina sredista mase: Deriviranjem (5.6) po vremenu pokazuje se da je brzina sredista mase razmjerna
koli¢ini gibanja sustava,

d 1 1 p
Vem = Ffem = — ) MV =—> pj =, (5.7)
i i

odnosno da se koli€inu gibanja sustava moZze izraziti kao umnoZak mase sustava i vektora brzine sredista
mase, p = Mvcy. Zbog “elegancije” tog rezultata koli¢inu gibanja sustava p nazivamo i “koli¢inom gibanja
sredista mase” te koristimo oznaku pcm,

Pcm = P = MVcm. (5.8)

JednadZba gibanja sredista mase: Koristenjem (5.8) i (5.4) sastavljamo jednadZbu gibanja sredista

mase sustava cestica, q q
V,

F(ext) — —p=m cm

darP dt

= macm. (5.9)

Uotavamo da se srediste mase sustava Cestica giba onako kao $to bi se gibala Cestica mase m kad bi na
nju djelovala sila F(&),
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Primjer 5.3.1: Srediste mase dvaju projektila u letu

Razmotrit ¢emo sustav dvaju projektila razli¢itih masa koji su u nekom trenutku iz razli¢itih tocaka
izbaceni razli¢itim pocetnim brzinama. Pokazat ¢emo da se srediSte mase sustava dvaju projektila
pona%a kao $to bi se pona3ao jedan jedini projektil izbacen iz to¢ke koja se podudara s pocetnim
poloZajem sredista mase brzinom koja se podudara s po¢etnom brzinom sredista mase.

Polozaje projektila ¢ije su mase my i my, mozemo opisati izrazima

ri[t] = rio +v10t+gt2 i ro[t] = rap 4 Voo t+gt2,
gdje su rig 1 rpg poletni poloZaji u t = 0, vig | Voo Su pocetne brzine, a g je akceleracija slobodnog
pada. Polozaj sredista mase racunamo s pomocu izraza (5.6) te dobivamo
myri[t] + maro[t] _ Mmifio + Mafo  M1Vip + MaVoo g

= + t+ = 2.
miy + mo my + mo my + mo 2

Fem(t] =

Prva dva ¢lana na desnoj strani prepoznajemo kao pocetni polozaj sredista mase te kao pocetnu brzinu
sredista mase pomnoZenu proteklim vremenom. Treci ¢lan na desnoj strani je uobicajeni ¢lan koji je u
izrazu za poloZaj svakog projektila, a koji je prisutan zbog djelovanja gravitacijse sile. Uotavamo da
se srediSte mase ovog sustava giba upravo onako kako bi se gibalo jedno tijelo mase m = m; + m»
kad bi na njega djelovala sila F(&xt) = (m1 + mo)g.

Ovaj jednostavni primjer gibanja dvaju tijela ne uklju€uje djelovanje medulesti¢ne sile, no prema
jednadzbi gibanja (5.9), srediste mase bi se gibalo na jednak nacin i kad bi takva sila bila prisutna.
Meducesti¢nu silu bismo ovdje mogli uvesti zamislimo |i da su projektili povezani tankom elasti¢nom
niti zanemarive mase. Srediste mase bi se gibalo na nepromijenjen nacin, ali sama tijela bi izvodila
znatno kompliciranije gibanje.

5.4 Referentni okvir sredista mase (ROSM)

Referentni okvir laboratorija (ROL) (engl. “lab frame”) je naziv za inercijski referentni okvir (vidi
poglavlje 3.1) koji je vezan uz neki eksperimentalni uredaj kojim obavljamo mjerenja ili uz prostoriju
(laboratorij) u kojoj se uredaj nalazi. Takav odabir referentnog okvira namece se sam po sebi, iako
opis fizi¢kih pojava u njemu nije nuZno najjednostavniji mogudi.

Referentni okvir sredista mase (ROSM) (engl. “centre-of-mass frame”) nekog sustava Cestica je
inercijski referentni okvir odabran tako da se on u odnosu na ROL (ili bilo koji drugi inercijski referentni
okvir) giba translacijski (bez vrtnje) brzinom kojom se u danom trenutku u odnosu na ROL (ili neki
drugi inercijski referentni okvir) giba srediste mase promatranog sustava Cestica. Kao ishodiste u
odnosu na koje prikazujemo poloZaje €estica u ROSM koristimo samo srediSte mase sustava, a vektore
poloZaja i brzina Cestica te sve ostale fizi¢ke veli¢ine koje ovise o odabiru referentnog okvira, u ROSM
obiljezavamo zvjezdicom (*).
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Razlog za uvodenje ROSM je €injenica da je neke pojave u mehanici znatno lakSe razumjeti promatra
li ih se upravo u tom referentnom okviru.

Transformacije polozaja i brzina u ROL i ROSM: Polozaj i-te Cestice u ROL obiljeZavamo s r;, a
mozemo ga izraziti kao zbroj vektora koji opisuje polozaj srediSta mase sustava rem u ROL | vektora r?
koji opisuje polozaj Cestice u ROSM,

ri=rtem+r. (5.10)

Deriviranjem gornje relacije po vremenu dobivamo relaciju medu brzinama,
Vi = Vcm +V;'k, (511)
gdje je vem brzina sredista mase u opcenitom referentnom okviru, a v; je brzina i-te Cestice u ROSM.

Prema definiciji ROSM, poloZaj i brzina sredista mase su u ROSM nul-vektori, a to znadi da u ROSM

vrijede jednakosti
Z miri =0 i Z miv; = pr =p*=0. (5.12)
i i i

Posljednja jednakost nam govori da je koli¢ina gibanja sustava Cestica promatranog u ROSM jednaka nuli.
Kineticka energija sustava €estica je zbroj kineti¢kih energija €estica u sustavu,
1 2
K:ZK,-ZEZm,-v,—. (5.13)
1 1

Ako je K kineti¢ka energija sustava u ROL, a K* je kineti¢ka energija istog sustava u ROSM, vrijedi
jednakost

K=K + K*, (5.14)
gdje veli¢inu
1
Kem = Emvgm (5.15)

zovemo kineti¢ckom energijom centra mase.
Jednakost (5.14) moZzemo izvesti koristeci (5.11) i svojstvo (5.12),

K—EZm/vf—EZm,-|vcm+v,-|2—EZm,-<vc2m+2vcm-v,- —i—v,-2>

1 1 )
=5 <Zm,-> Ve —I—vcm-Zm,-v}k—i— EZm,-v,-* :
1 1 1

Prvi ¢lan na desnoj strani prepoznajemo kao kineti¢ku energiju sredista mase (5.14), drugi ¢lan je prema
(5.12) jednak nuli, a treci €lan je kineticka energija K* sustava promatranog u ROSM.
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5.5 Opcenit sudar dviju ¢estica u ROSM

Sudar je kratkotrajno medudjelovanje Cestica koje se odvija na malim prostornim udaljenostima odnosno
pri njihovom kontaktu. Sile kojima cestice medudjeluju tijekom sudara su unutarnje sile sustava i one
ne mijenjaju koli¢inu gibanja sustava tijela. Koli¢inu gibanja sustava ¢estica mogu promijeniti iskljucivo
vanjske sile (npr. sile otpora), ali €ak i kad one jesu prisutne, njihov utinak zbog kratkog trajanja sudara
naj¢es¢e moZzemo zanemariti. Zbog svega navedenog, uzimamo da je koli¢ina gibanja sustava u sudarima
ocuvana velicina.

Razmotrit ¢emo koli€ine gibanja dviju €estica koje se sudaraju te ukupnu kineti¢ku energiju sustava prije |
poslije njihovog sudara, ne ulazeéi u detaljan opis njihovog medudjelovanja tijekom samog sudara.

Otuvanje koli¢ine gibanja: U referentnom okviru sredita mase (ROSM, oznaka *) vrijedi p* = 0 = p*/,
gdje je p* koli¢ina gibanja sustava prije sudara, a p*’ je koli¢ina gibanja sustava poslije sudara (oznaka /).
Ako se sustav sastoji od samo dvije &estice moZemo pisati

pi+ps=0=p; +p5, (5.16)

gdje s lijeve strane imamo koli¢ine gibanja Cestica prije, a s desne strane imamo koli¢ine gibanja Cestica
poslije sudara. Opcenito, smjerovi gibanja Cestica prije i poslije sudara odreduju ravninu u prostoru. U toj

ravnini jednadZbu (5.16) moZzemo prikazati slikom:
5
P a*\

_—_—m —

\ |
o

)
U posebnom slu¢aju u kojem su iznosi koli¢ina gibanja &estica nakon sudara jednaki nuli (vidi niZe savrseno
neelasti¢an sudar) te u slu¢aju u kojem se gibanja prije i poslije sudara odvijaju duZ istog pravca (vidi nize
niZze sudar u 1D), sudar moZemo promatrati na pravcu.

Kut otklona, a* € [0, 7], pri sudaru dviju Cestica promatranom u referentnom okviru sredista mase je kut
koji smjer gibanja Cestice nakon sudara zatvara sa smjerom njena gibanja prije sudara. 1z (5.16), odn. iz
gornje slike, moZe se zakljuciti da se Cestice otklanjaju pod jednakim kutem. O kutu otklona nema smisla
govoriti u slu¢aju u kojem se Cestice nakon sudara ne gibaju.

Koeficijent restitucije, k > 0, je omjer iznosa koli¢ine gibanja (ili brzine) koji u ROSM Cestica ima

nakon i iznosa koji je imala prije sudara. S obzirom na (5.16), koeficijent restitucije brzine jednak je za
obje Cestice pa moZemo pisati

o |p’f,2/ B |VI,2/|

piol Vil

(5.17)

Promjena kineticke energije sustava u sudaru: Ako je K* kineti¢ka energija sustava u referentnom okviru
sredista mase prije sudara, onda, s obzirom na to da je kineti¢ka energija Cestice razmjerna kvadratu njene
brzine, koristenjem (5.17), kineti¢ku energiju sustava nakon sudara moZemo napisati kao

K* = k?K*, (5.18)

gdje je k koeificijent restitucije. Promjenu kineti¢ke energije sustava koja nastupa u sudaru moZemo
napisati kao
AK* = K* — K* = (k* = 1)K*. (5.19)

Vrste sudara u odnosu na vrijednost koeficijenta restitucije:
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e k = 0, Savrseno neelasti¢ni sudar: Cestice nakon sudara miruju sto znad¢i da ukupna kineti¢ka
energija koju one imaju prije sudara (u sustavu sredista mase) prelazi u neki drugi oblik energije,
AK* = —K*, te da nema smisla govoriti o kutu otklona a*.

e 0 < k < 1: Iznosi brzina &estica su nakon sudara manji od onih prije sudara. Dio kineti¢ke energije
Cestica prelazi u neki drugi oblike energije, —K* < AK* < 0.

e k =1, Elasti¢ni sudar: lznosi brzina Cestica nakon sudara jednaki su onima prije sudara. Kineti¢ka
energija Cestica ostaje nepromijenjena, AK* =0

e k > 1: Iznosi brzina Cestica nakon sudara veci su od onih prije sudara. Kineti¢ka energija Cestica se
povecava 3to znadi da se u sudaru neka koli¢ina energije iz nekog drugog oblika pretvara u kineti¢ku
energiju, AK* > 0.

Koeficijent restitucije jednak je omjeru iznosa relativnih brzina ¢estica: Pokazuje se da vrijedi jedna-

kost . , ) )
P U A

= = , 5.20
Vvl v vl (520
gdje je k koeficijent restitucije, a vi — v} i vi’ — v}’ predstavljaju brzinu Zestice 1 u odnosu na Zesticu 2
(tzv. relativnu brzinu) prije i poslije sudara. Prva jednakost u (5.20) slijedi iz €injenice da je iznos brzine
jedne Cestice u odnosu na drugu Eesticu razmjeran koli¢ini gibanja jedne (ili druge) Cestice u ROSM,

wvi—wy =P _ P2 P (P _mt 2 1ptl, (5.21)
1~ V2 = 1

1 m2 my my myms
ili nakon sudara |vi’ —v}'| = % Ip%’|. Druga jednakost u (5.20) proizlazi iz &injenice da je brzina jedne

Cestice u odnosu na drugu neovisna o odabiru referentnog okvira. Ovdje to znaci da jednakost koeficijenta
restitucije k i omjera iznosa relativnih brzina vrijedi u bilo kojem referentnom okviru, a ne samo u ROSM,
te smo zbog toga izostavili oznaku *.

5.6 Sudar dviju &estica u jednoj dimenziji (1D)

Sudar dviju €estica u jednoj dimenziji (1D) ili kako ga jo§ zovemo centralni ili &eoni sudar (engl.
central or head—on collision) poseban je slu¢aj sudara u kojem koli¢ine gibanja Cestica prije i nakon sudara
leZe na istom pravcu.

Sudar u 1D u ROSM: Promatramo li sudar dviju Cestica u 1D u ROSM (oznaka *) u kojem se Cestice
“odbijaju unazad” (kut otklona a* = ), koli¢ine gibanja Cestica nakon sudara (oznaka ') mozemo izraziti
kao

pi'=—kpi i py =—kp3, (5.22)

gdje je k koeficijent restitucije. Podijelimo li gornje jednakosti masom &estice, dobivamo brzine
vi' = —kv} i vy = —kvl. (5.23)

Ako se Cestice u sudaru ne “odbijaju unazad” (kut otklona a* = ), ve¢ “prolaze jedna kroz drugu” (kut
otklona a* = 0), jednadzbe (5.22) i (5.23) bismo morali napisati uz pozitivni predznak na desnoj strani,
ili bismo koristili negativan koeficijent restitucije k. Na primjer, uz k = —1 u (5.22) i (5.23) dobili bismo
“sudar” u kojem Cestice “prolaze jedna kroz drugu” bez gubitka energije.

Sudar u 1D u ROL: Promatramo li sudar dviju €estica koji se odvija u 1D u ROL, najprije primje¢ujemo da
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se takav sudar odvija u 1D i kad ga promatramo u ROSM, a to zna&i da u ROSM vrijede relacije (5.23).4
Brzine Cestica nakon sudara u ROL dobivamo primjenom transformacija (5.11) te koristeci (5.23),

Vi = Vem 4+ Vi = Vem — kVi 5 = Vem — k(V1,2 — Vem) (5.24)
odnosno
Vi = vem — k(v — vem), Vh = Vem — k(V2 — Vem), (5.25)
gdje je
miVvi + Movo
= < 5.26
Vem my + mo ( )

brzina sredista mase koja se u sudaru ne mijenja.

Primjer 5.6.1: Sudar projektila i mirne mete u 1D u ROL

Izraze (5.25) primijenit ¢emo u nekoliko jednostavnih situacija u kojima se Cestica mase my (projektil)
sudara s mirnom Cesticom mase my (meta).

e Savr¥eno neelasti¢ni sudar (k = 0) Cestice s mirnom &esticom (vo = 0). Uz k = 0, izraz (5.25)
pokazuje da se obje Cestice poslije sudara gibaju brzinom sredista mase, v’1,2 = V¢m, $to znadi
da se one gibaju zajedno.

o

o
m Vi my

Prije sudara:

Poslije sudara (k = 0): —?—)
my + mp Vem

Brzina sredista mase ovdje je vem, = mivi/(m1 + mo). Ona je po iznosu manja od vi, a tezi u
nulu kad my/mo tezi u nulu.

e Elastitni (k = 1) centralni sudar Cestice s mirnom Cesticom (v, = 0) Cija masa tezi u nulu
(my — 0). Kad mp — 0, izraz (5.25) daje vj — vy i v5 — 2vq, §to znaci da se projektil nastavlja
gibati gotovo nepromijenjenom brzinom, a meta poprima brzinu koja je gotovo dvostruko veca
od brzine projektila prije sudara.

Prije sudara: o——> o
my Vi my — 0

Poslije sudara (k = 1): o— o———
ms Vi — VvV mo vV, — 2v1

e Elasti¢ni (k = 1) centralni sudar Cestice s mirnom cesticom (v, = 0) jednake mase (m, = my).
Izraz (5.25) daje vj = 0 i v, = vy, 3to znali da se projektil zaustavlja, a meta se nastavlja
gibati brzinom koja je jednaka brzini projektila prije sudara.

Prije sudara: —— °
my Vi my = m
Poslije sudara (k = 1): ° ———
mq mo Vo, =Vp

4Tvrdnja da se svaki sudar dviju Cestica koji se u ROL odvija u 1D odvija u 1D i kad ga promatramo u ROSM
slijedi iz opazanja da se srediste mase u ROL, a time i ROSM u odnosu na ROL, giba duZ istog pravca duz kojeg se
gibaju Cestice. Zanimljivo je da obrat ne vrijedi. Odvija li se sudar u 1D u ROSM, promotrimo li ga u ROL koji se
u odnosu na ROSM giba u smjeru koji ne leZi na pravcu duZ kojeg se odvija sudar, imat ¢emo sudar koji se u ROL
odvija u 2D (u ravnini).
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e Elastitni (k = 1) centralni sudar Cestice s mirnom Cesticom (v, = 0) trostruko vece mase
(my = 3my). Poslije sudara Cestice se gibaju u suprotnim smjerovima brzinama jednakog
iznosa. Izraz (5.25) daje v} , = Fv1/2.

Prije sudara: ° o
mi vi mp=3m
Poslije sudara (k = 1): , T ———
Vi=—5V1 M mo Vo, = 5V1

e Elasti¢ni (k = 1) centralni sudar Cestice s mirnom &esticom (v, = 0) ¢ija masa tezi u beskona¢no
(my — o0). Projektil se odbija od mete i giba se unazad brzinom &iji iznos je gotovo jednak
iznosu njegove brzine prije sudara, a meta ostaje gotovo nepomitna. lzraz (5.25) u limesu

my — 0 dajevj — —vy ivh — 0.

Prije sudara: > °

my Vi my — 00
Poslije sudara (k = 1): , ——— °
V] — —Vp msy mo

Primjer 5.6.2: Odredivanje mase klizaca u sudaru na zracnoj tracnici

U aparaturi za laboratorijsku vjezbu poznatoj kao “zra¢na tra¢nica” u vodoravnu se tra¢nicu upuhuje
zrak koji iz tracnice izlazi kroz niz sitnih rupica s njene gornje strane. PoloZimo li na tra¢nicu jedan
ili vise klizaca, oni lebde na struji zraka te mogu uz gotovo neprimjetno trenje klizati duz tracnice.
Aparatura dopusta proucavanje sudara medu kliza¢ima.

Mogu¢i zadatak u laboratorijskoj vjezbi je odrediti nepoznatu masu jednog kliza¢a ako je masa drugog
kliza¢a poznata te ako smo u moguénosti izmjeriti brzine dvaju kliza¢a prije i nakon sudara. Eksperi-
ment moZemo izvesti tako da klizat poznate mase my, koji zovemo projektilom, sudarimo s mirnim
klizatem nepoznate mase m» koji zovemo metom.

Ako je m; = 300 g te ako su mjerenja brzina pokazala da se projektil prije sudara gibao brzinom iznosa
v; = 70 cms™!, da se u sudaru projektil odbio od mete unazad brzinom iznosa vi = 14 cm s71 te
da se meta nakon sudara gibala brzinom iznosa v4 = 42 cm s ! jednadZbe (5.25) moZemo napisati u
obliku

;o Imvy k(v mivi V= myvy K mivi
= — i — 2 — !
my + mop my + mo my + mop my + mop

te iz njih mozemo odrediti nepoznatu masu mete m» te vrijednost koeficijenta restitucije k u ovom
sudaru. Dobivamo

V1+V{ 70+ 14
mo = my = (300 g) x ——— =600 g,
V4 42
vi+vh o 14442
k=-1—2_— =0.8.
Vi 70

Koeficijent restitucije mogli smo odrediti i iz omjera iznosa relativnih brzina kliza¢a nakon i prije sudara
prema jednadzbi (5.20).
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5.7 Oc¢uvanje kutne koli¢ine gibanja sustava

Kutna koli¢ina gibanja cestice (engl. angular momentum)5 Ciji je polozaj u odnosu na ishodisnu
toCku r; i Cija je koli¢ina gibanja p; = mjv, vektorska je veli¢ina definirana izrazom

L,' =r; X p,. (5.27)

Vazno je uotiti da kutna koli¢ina gibanja Cestice ovisi o odabiru ishodisne toc¢ke u odnosu na koju vektor
r; pokazuje polozaj Cestice.

Primjer 5.7.1: Kutna koli¢ina gibanja Cestice pri kruZnom gibanju

Slika prikazuje Cesticu mase m; koja se giba duZ kruZnice polumjera R. Vektor r; opisuje poloZaj
Cestice u odnosu na srediste kruznice (vrijedi |r;] = R). Na slici su nacrtani vektori koli¢ine gibanja p;
I kutne koli¢ine gibanja L; Cestice.

Smjer vektora kutne koli¢ine gibanja L; = r; X p; je odreden pravilom desnog vijka, a s obzirom na to
da su vektori r; i p; = mjv; medusobno okomiti, iznos kutne koli¢ine gibanja moZzemo izraziti kao

Li=|r; x pi| = [ril|pil = Rmv;i

(koristili smo R = |r;]|). Napisemo li iznos brzine &estice kao v; = Rw, gdje je w iznos kutne brzine
Cestice, iznos kutne koli€ine gibanja takoder moZemo izraziti kao
L,‘ = m,-R2w.

Napisemo li vektor brzine kao v; = w X rj, gdje je w vektor kutne brzine Cestice, vektor kutne koli¢ine
gibanja moZemo izraziti kao

Li=rixpj=rix (mv;)=myr; X (wxr)= m,-r,-2w —mi(ri - w)r; = mR%w.
U gornjem racunu smo koristili opéi identitet 1.15 te smo prepoznali da je drugi ¢lan u pretposljednjem
koraku jednak nuli jer su vektori r; i w medusobno okomiti.

Vektor kutne koli¢ine gibanja Cestice koja se brzinom stalnog iznosa giba duz kruZnice stalan je samo
ako kao ishodiste koristimo srediste kruZnice. Kad bismo kao ishodiste u odnosu na koje vektor r;
pokazuje polozaj Cestice koristili bilo koju drugu to¢ku u prostoru, kutna koli¢ina gibanja te Cestice ne
bi bila stalna u vremenu.

Primjer 5.7.2: Kutna koli¢ina gibanja Cestice pri gibanju duZ pravca

Slika prikazuje Cesticu mase m; koja se giba stalnom brzinom v; (jednoliko pravocrtno gibanje). Pokazat
¢emo da je vektor kutne koli¢ine gibanja te estice u odnosu na to¢ku P koja se nalazi na udaljenosti
s od pravca duZ kojeg se Cestica giba stalan unato€ Cinjenici da se vektor poloZaja Cestice r;[t] mijenja




82 S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.)

u vremenu.

mj Vi

N

I’,‘[t] Sj

P

Prema definiciji (5.27), kutna koli¢ina gibanja Cestice je L; = r; x p; = r; x (mjv;) = mjr; X v;, gdje
je r; vektor polozaja Cestice koji se mijenja u vremenu, a p; = m;v; je njena koli¢ina gibanja koja je
stalna u vremenu. Iz slike je vidljivo (primjenom pravila desnog vijka) da vektorski umnozak r; x v;,
a time i vektor kutne koli¢ine gibanja L;, gledaju u ravninu crteza. Iznos vektora L; moZemo dobiti
uvedemo i vektor s; kao najkradi vektor koji pokazuje pravac gibanja Cestice u odnosu na toc¢ku P
(s; je okomit na pravac, vidi sliku) te prikazemo li vektor r;[t] kao zbroj stalnog vektora s; i vektora
t;[t] koji se mijenja u vremenu i koji lezi na pravcu gibanja Cestice (zbog preglednosti, vektor t;[t] nije
prikazan na slici). Sada moZemo pisati

rixvi=(sj+tj)xv,=s; xXvj,

gdje smo prepoznali da je vektorski umnozak vektora t; i v; jednak nuli jer su t; i v; istog ili suprotnog
smjera. Konacno, vektor kutne koli¢ine gibanja i njegov iznos moZemo napisati kao

L = mjs; x v, Li = misjv;,

¢ime smo potvrdili da je kutna koli¢ina gibanja &estice pri gibanju stalnom brzinom stalna veli¢ina.

Moment sile: Kad sila F; djeluje na Cesticu &iji je polozaj u odnosu na ishodisnu to¢ku r;, moment
sile (engl. torge) je vektorska veli¢ina definirana izrazom

M,‘ =1r, X F,'. (5.28)

Jednadzba gibanja kutne koli¢ine gibanja €estice: Brzina promjene kutne koli¢ine gibanja Cestice
u vremenu (derivacija po vremenu) jednaka je momentu sile koja na nju djeluje,

d
dt

d dp;
L/:E(I‘/Xpi):w><P/+ri><%:"i><Fi:Mi- (5.29)

U gornjem racunu smo najprije koristili definiciju (5.27), zatim smo prepoznali da je ¢lan v; x p; jednak nuli
jer su v; i p; istog smjera, zatim smo koristili Newtonovu jednadZbu gibanja i na kraju definiciju momenta
sile (5.28).

Kutna kolic¢ina gibanja sustava cestica je zbroj kutnih koli¢ina gibanja svih estica u sustavu,

LZZ"“ (5.30)

a brzina njene promjene u vremenu (derivacija po vremenu) jednaka je zbroju momenata vanjskih sila
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koje djeluju na sustav,
dL
== > MED — meD), (5.31)

§to znadi da unutarnje sile ne utjeCu na promjenu kutne koli¢ine gibanja sustava.

Jednadzbu (5.31) zovemo jednadZbom gibanja kutne koli¢ine gibanja sustava Eestica, a moZemo ju izvesti

pisudi

dL dL; (ext) (ext) (ext)

RO EDBIVED SILUED VRS SR TS

i i i J#i i

Najprije smo koristili definiciju (5.30) i nakon toga jednadzbu gibanja (5.29). Zatim smo moment sile
na i-tu Cesticu rastavili na moment vanjskih sila, M,(-EXt) =r X F,(-eXt), i na moment unutarnjih sila,
Z#,- Mji =r; x £ F;i. gdje je Fj; sila kojom j-ta Cetica djeluje na /i-tu. Konacno, uocili smo da je
zbroj svih momenata unutarnjih sila jednak nuli, ), Z#,- M;; = 0, jer svakom momentu unutarnje sile

M;; odgovara suprotni moment M;; = —M);. To pokazujemo pisuci
M,‘j—i—Mj,':I‘jX F,'j—i-l‘,'X Fj,':(l‘j—l‘,') X F,'j:O, (533)
gdje smo najprije koristili osnovnu tvrdnju treCeg Newtonovog zakona, F; = —Fj;, a zatim njegovo

prosirenje prema kojem su vektori r; —r; i Fj; istog ili suprotnog smjera, te je njihov vektorski umnozak
jednak nuli.

Oc¢uvanje kutne koli¢ine gibanja sustava cestica: Prema (5.31), ako je zbroj momenata vanjskih
sila koje djeluju na &estice sustava jednak nuli, onda je kutna koli¢ina gibanja sustava €estica oCuvana
velicina,

dL
e
Gornja tvrdnja jo$ je poznata kao zakon o oCuvanju kutne koli¢ine gibanja sustava Cestica.

M = o 0. (5.34)

Primjer 5.7.3: Priblizavanje svemirskih brodova povezanih uZetom

Dva jednaka svemirska broda Cije su mase m; = mo = 100t povezana su uZetom zanemarive mase
i kruZze oko sredista mase sustava brzinama iznosa v = 10ms—! (napetost uzeta osigurava potrebnu
centripetalnu silu). Odredit ¢emo rad koji astronauti moraju obaviti Zele li polaganim zatezanjem uZeta
prepoloviti po¢etnu udaljenost medu brodovima.

Svemirske brodove moZemo shvatiti kao Cestice, a silu kojom uze djeluje na brodove mozemo smatrati
meducesti¢cnom silom. S obzirom na to da druge sile nisu prisutne, zaklju€ujemo da nisu prisutni
niti momenti vanjskih sila te da je kutna koli¢ina gibanja sustava dvaju brodova oCuvana. |z uvjeta
oCuvanja kutne koli¢ine gibanja mozemo odrediti brzine brodova u kona¢nom stanju sustava te nakon
toga izraCunati razliku izmedu konacne i poCetne kinetic¢ke energije sustava. Prema teoremu o radu i
kinetickoj energiji, promjena kineti¢ke energije odgovara radu koji astronauti moraju obaviti.

U poletnom se stanju brodovi gibaju duZ kruZnice polumjera £/2, gdje je £ poCetna duljina uZeta.
Iznos kutne koli¢ine gibanja sustava L u poetnom stanju moZemo izraziti kao (vidi primjer 5.7.1)

L=2x gmlv:émlv,

a s obzirom na to da je ta veli¢ina ocuvana, umnozak £v mora ostati nepromijenjen. To znaci da upola
manjoj duljini uZeta £ = £/2 odgovara dvostruko veéi iznos brzine gibanja svemirskih brodova,

v =2v.
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Sada moZemo odrediti razliku konatne i poletne kineticke energije,

myv'? myv?
—2 X

AK =K —K=2x =3mv? =3 x (10°kg) x (10ms™1)? =30MJ,

koja odgovara radu koji astronauti moraju obauviti.

Kutna koli¢ina gibanja sustava &estica u ROL i u ROSM: Polaze¢i od definicije (5.30) koja
vrijedi u bilo kojem referentnom okviru kao $to je npr. referentni okvir laboratorija (ROL), koristedi
transformacije (5.10), (5.11) i svojstva (5.12), kutnu koli¢inu gibanja sustava Cestica moZemo napisati

kao
L= ZLI = Zri X Ppj= Z(rcm +17) X mi(Vem +v;7) = = Lem + L%, (5.35)
i i i
gdje tri totke podrazumijevaju niz jednostavnih koraka koji su ovdje izostavljeni (koriste se svojstva
(5.12)), velicinu

Lcm = Fem X Pcm (536)
zovemo kutnom koli¢inom gibanja sredista mase, a
L* =) v xp; (5.37)
i

je kutna koli¢ina gibanja sustava u referentnom okviru sredista mase (ROSM).
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Zadaci

Z.5.1: Svemirski brod mase mg i povrsine popretnog presjeka A ulazi brzinom pocetnog iznosa vy u mirni
oblak prasine gustoce p. Pretpostavljajuéi da su sudari broda s &esticama praSine savrSeno neelasti¢ni
(prasina se “lijepi” za brod) te da je povrdina A konstantna, izvedite izraz koji opisuje ovisnost iznosa
brzine broda v o duljini puta s koju brod prevaljuje gibajuci se kroz oblak. Zatim izvedite izraz koji opisuje
ovisnost duljine puta s o vremenu t koje je proteklo od trenutka u kojem je brod u%ao u oblak. ©

Ri: v[s] = vo/(1 + pAs/mo), s[t] = ™2 (—1 + /1 —|—2,0Avot/mo> [P]

Z.5.2: Pijesak pada odozgo masenim tokom u = 50 kgs—! na vodoravnu transportnu traku koja se giba

brzinom iznosa v =1 ms—! (gibanje pijeska u vodoravnom smjeru prije kontakta s trakom je zanemarivo).
Odredi minimalnu snagu kojom mora djelovati stroj koji pokrece traku kako bi odrzao brzinu trake stalnom.

Rj: Pmin = v ~50W [P]

Z.5.3: Tijela ¢ije sumase m; = 3009 i my, = 1509 mogu klizati duz vodoravne tracnice uz zanemarivo
trenje. Tijelo 1 nalije¢e brzinom iznosa v; = 25cms™—! na mirno tijelo 2 nakon &ega se tijelo 2 giba brzinom
iznosa v4 = 30cm s~1. Odredite koeficijent restitucije k u ovom sudaru te izratunajte dio kineti¢ke energije
koji se pretvorio u druge oblike energije.

Rj: k= (MEm)v ) _gg Q= (1 K2)Mm% - — 1125 m]

myvix 2(mi+my)

Z.5.4: U drveni kvadar mase M = 5kg koji mirno visi na nitima, tako da se srediste mase kvadra nalazi
¢ = 1m ispod objesista, vodoravno se prema sredistu mase ispali projektil mase m = 25g. Projektil
se zabije u kvadar te ostaje “zarobljen” u njemu uslijed ¢ega se kvadar zajedno s projektilom zanjise do
maksimalnog otklona niti o = 35°.

fe—
|
<
!
<
—a—

Odredite iznos brzine koju je projektil imao prije nego $to se zabio u kvadar.

Rj: v =M1, /264(1 — cosar)) ~ 378 ms™!

Z.5.5: Mactak mase m; = 4 kg sjedi na jednom kraju skateboarda mase m»> = 3kg. Premjesti li se macak
na drugi kraj skateboarda i pritom svoje srediste mase pomakne za Ax; = 35cm u odnosu na skateboard,
koliko i u kojem smjeru ¢e se skateboard pomaknuti u odnosu na tlo? Uc€inak sila otpora i masu kotaca
smatramo zanemarivima.

Rj: Skateboard se pomice u suprotnu stranu za Ax]/(1+ my/my) =20cm. [P]

Z.5.6: Tijelo mase m; moZze slobodno klizati vodoravnom tra¢nicom, a na njega je pri¢vrs¢eno njihalo
koje se sastoji od sitnog tijela mase m» na niti duljine £. Sustav puStamo u gibanje iz poloZaja prikazanog
na slici u kojem oba tijela miruju, a njihalo je otklonjeno za kut ¢q.

Sldeja za ovaj zadatak je preuzeta iz [7], zadatak 1.2.


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/prasina.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/pijesak.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/skatecat.pdf
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Odredite iznos brzine tijela mase my u trenutku u kojem je nit uspravna.

Rj: vix = \/2(m2/m1)gl(1 — cos ¢o) /(1 + m1/mp) [P]

Z.5.7: Hokejski pak se sudario s mirnim pakom nakon ¢ega je, gibajuci se duz pravca koji zatvara kut
a1 s pravcem svog prvobitnog gibanja, a prije nego $to se zaustavio zbog trenja s ledom, prevalio put
duljine s;. Pak koji je po¢etno mirovao se nakon sudara gibao duz pravca koji zatvara kut ao s pravcem
prvobitnog gibanja prvog paka. Pretpostavljajuci da su pakovi identi¢ni, odredite koliki je put prevalio drugi
pak prije zaustavljanja.

Ri: s, = si(sinai/sinas)?  [P]

Z.5.8: Cestica mase m; sudara se s Cesticom mase nm, koja je do tada mirovala. Nakon sudara Eestica
mase my giba se duZ pravca koji s pravcem njenog prvobitnog gibanja zatvara kut a; = 30°, dok pravac
gibanja Cestice mase mo s istim pravcem zatvara kut an = 45°. Pretpostavljajuéi da je sudar elasti¢an
odredite omjer masa my /mo.

Rj: mi/mx=+3 [P]

Z.5.9: Dvije Cestice se gibaju duZ dva usporedna pravca razmaknuta a u suprotnim smjerovima. Mase
Cestica su my i my, a iznosi njihovih brzina su vi i v». Odredi iznos ukupne kutne koli¢ine gibanja Cestica
u referentnom sustavu srediSta mase.

Rj: L% = mlmga(vl + VQ)/(ml + ITIQ)

Z.5.10: Odredite koliko puta bi se povecala napetost uzeta koje povezuje svemirske brodove iz primjera
5.7.3 kad bi astronauti duljinu uzeta polaganim zatezanjem smanjili na jednu polovinu pocetne duljine.

Rj: osam puta


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/landaulif.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/hokej.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/sudar2d.pdf
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6 Titranje

U mnogim mehani¢kim sustavima moguce je pronaci polozaj stabilne ravnoteze. U tom poloZaju sustav
moZe trajno mirovati, a u neposrednoj okolini tog polozaja moZe izvoditi periodi¢ko gibanje koje zovemo
titranjem ili oscilacijom.

Ovdje ¢emo najprije upoznati tzv. jednostavni harmonijski oscilator. Zatim ¢emo upoznati oscilator u
kojem su prisutne sile otpora i oscilator na koji djeluje vanjska periodi¢ka sila te pojavu rezonancije. Na
kraju ¢emo upoznati i tzv. vezane oscilatore, odnosno sustave oscilatora, koji u vecoj ili manjoj mjeri djeluju
silama jedan na drugog.

6.1 Stabilna ravnoteza i titranje

Slika pokazuje mogucu ovisnost potencijalne energije U o x-koordinati poloZaja nekog tijela te mehani¢ku
energiju tijela E koja je zbroj njegove kineticke energije K i njegove potencijalne energije U. Pretpostav-
llamo da je mehani¢ka energija oCuvana $to znaci da ona sve vrijeme i svugdje ima istu vrijednost.

Energija

E<U «— Titranje —I E<U

Podsjetimo se sljedecih &injenica:

e Sila koja djeluje na tijelo ima smjer u kojem se potencijalna energija tijela smanjuje, a u minimumu
potencijalne energije, ako on postoji, sila ne djeluje. To znaci da u okolini minimuma potencijalne
energije sila djeluje prema samom minimumu odnosno da je minimum potencijalne energije poloZaj
stabilne ravnoteZe tijela.

e Kinetitka energija K prema definiciji ne moZe biti negativna. To zna¢i da mehani¢ka energija
E = K + U ne moZe biti manja od potencijalne energije U odnosno da se tijelo ne moZe nadi u
podru¢ju u kojem je E < U. Podru¢je u kojem je E < U zovemo zabranjenim podrucjem.

Polozaj stabilne ravnoteZe je na gornjoj slici oznacen s xg, a zabranjena podrugja su oznacena iscrtkanim
dijelom x-osi. Tijelo se moze nalaziti samo ondje gdje je E > U, sto je na gornjoj slici podrugje izmedu
dviju uspravnih isprekidanih linija. Razlika izmedu mehani¢ke i potencijalne energije u tom podrudju jest
kinetitka energija tijela. Ona je najve¢a u samom poloZaju ravnoteZe, a smanjuje se prema rubovima
podru¢ja. Krajnje to¢ke koje tijelo dosize su one u kojima vrijedi E = U, odnosno K = 0, a zovemo ih
tockama obrata.

Prode li tijelo ravnoteZnim polozajem gibajuéi se udesno, na njega pocinje djelovati sila usmjerena ulijevo,
usporava ga, te se kineticka energija smanjuje. Kad tijelo stigne do desne totke obrata, na trenutak
se zaustavlja, nakon €ega ga sila koja ga je do tada usporavala, sada pocinje ubrzavati natrag prema
ravnoteZznom polozaju. Isto se dogada i s lijeve strane ravnoteZnog polozaja. Zaklju¢ujemo da dolazi do
periodi¢kog gibanja tijela medu dvjema to¢kama obrata. Takvo gibanje zovemo titranjem.
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6.2 Jednostavno harmonijsko titranje (tijelo na opruzi)

Tijelo na opruzi: Najzorniji primjer mehani¢kog sustava koji titra oko ravnoteznog poloZaja je tijelo mase
m koje je oprugom zanemarive mase i konstante k povezano s &vrstim uporistem.

- -

k

: X
0

Koordinatu x moZemo uvesti tako da x = 0 odgovara ravnoteZznom poloZaju tijela, odnosno polozaju u
kojem opruga na njega ne djeluje silom. Kad se tijelo nalazi izvan poloZaja ravnoteZe, x-komponenta sile
kojom opruga na njega djeluje, F, te potencijalna energija same opruge, U, dane su izrazima

1
Fy = —kx, U= Ekxz. (6.1)

Jednadzba gibanja harmonijskog oscilatora: JednadZbu gibanja tijela mase m na koje djeluje
povratna sila konstante kK moZemo napisati kao

mX = —kx, (6.2)
gdje je x = x[t] funkcija vremena koja opisuje x-koordinatu poloZaja tijela, a druga derivacija te
funkcije po vremenu, X = dd?x[t], je x-komponenta akceleracije tijela. Podijelimo li gornju jednadzbu
s m i uvedemo li oznaku

B=X (6.3)
0= )
moZemo ju napisati u obliku
X+ wix =0. (6.4)

Gornja jednadzba poznata je kao jednadzba gibanja harmonijskog oscilatora. Pokazat ¢e se da je
koeficijent w3 ispred funkcije x jednak kvadratu kutne frekvencije titranja ovog sustava.

JednadZba gibanja (6.4) je po svom obliku obi¢na homogena linearna diferencijalna jednadZba drugog reda
s konstantnim koeficijentima. Postupak rjeSavanja te jednadZbe prikazan u dodatku G.1, a u nastavku
prikazujemo konacno rjeSenje i bavimo se njegovim svojstvima.

Harmonijsko titranje (rjeSenje jednadzbe gibanja): Opce rjeSenje jednadzbe gibanja (6.4) jest
titranje kutnom frekvencijom wq koje se moze napisati u obliku

x[t] = Acos|wot + ¢), (6.5)

gdje su A i ¢ konstante. Konstanta A > 0 je tzv. amplituda titranja odnosno najveci otklon od
ravnoteznog poloZaja koji tijelo postize tijekom titranja. Veli€¢inu wgt + ¢, koja ovisi o vremenu,
zovemo faznim kutom ili kra¢e fazom, a konstantu ¢ koja odgovara fazi u trenutku t = 0 zovemo
pocetnom fazom. Titranje opisano s (6.5) zovemo harmonijskim (suglasnim) jer kutna frekvencija
titranja ne ovisi o amplitudi titranja.

Izrazi za brzinu i akceleraciju tijela pri harmonijskom titranju glase

2

x[t] = %x[t] = —wpAsin[wot + @], X[t] = j?x[t] = —w3Acos[wot + @] = —wix]t]. (6.6)
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Odnos polozaja, brzine i akceleracije pri harmonijskom titranju grafi¢ki je prikazan u primjeru 2.1.3. Va-
ljanost rjesenja (6.5) moZemo provjeriti uvrstavanjem izraza za x[t] i X[t] u jednadZbu gibanja (6.4).

Napomene o rjesenju (6.5) jednadzbe gibanja harmonijskog oscilatora:

e Kutna frekvencija koju obiljeZavamo simbolom wq izrazava brzinu kojom se fazni kut mijenja u
vremenu. Ona ima dimenziju T~ (inverzno vrijeme), a kao mjernu jedinicu koristimo radijan u
sekundi (rads™!). Trajanje jednog ciklusa pri titranju oscilatora,

2w

T = @' (6.7)

zovemo periodom titranja.

e Frekvencija koju obiljezavamo s f; takoder ima dinenziju T—!, ali ona izrazava broj ciklusa koje
oscilator napravi u jedinici vremena. Kao mjernu jedinicu za frekvenciju f koristi se herc (1Hz =
1s71). Frekvencije wp i fy su povezane relacijom wg = 27fy.

e U opcem rjesenju (6.5) umjesto trigonometrijske funkcije kosinus moZze se koristiti i funkcija sinus.
Odabir izmedu tih dviju moguénosti povezan je s vrijednos¢u pocetne faze ¢. Koristeéi trigonome-
trijski identitet cos a = sin[ac + /2] moZemo napisati

cos[wpt + @] = sinfwot + ¢ + 7/2] = sinwgt + ¢'], gdje je ¢ =¢+m/2. (6.8)

e U mnogim situacijama pokazuje se prakti¢nim rjesenje (6.5) napisati u prosirenom obliku koristenjm
kompleksne funkcije . _ _
L[t] = Ae'“ot, gdieje A =Al? = Ae® (6.9)

tzv. kompleksna amplituda ¢iji modul A = |AA| odgovara amplitudi titranja, a kompleksni argument
¢ odgovara pocetnoj fazi. Koristeéi Eulerovu formulu €'Y = cos ¢ + isin ¢ pokazuje se da se realni
dio funkcije X[t] podudara s polaznim izrazom x[t],

Re [%[t]] = Re [Ae“0] = Re [|A|ei(“0t+¢)} = Acos|wot + ¢] = x[t]. (6.10)
Kapica iznad simbola x i A oznacava da je rije¢ o kompleksnim veli¢inama.

Pocetni uvjeti: Amplituda A i poletna faza ¢ u izrazu (6.5) odredeni su poCetnim uvjetima, a to su
poloZzaj x[tp] i brzina x[to] tijela u potetnom trenutku t = to. Odaberemo li zbog jednostavnosti tg = 0,
imamo

x[0] = Acos ¢ [ X[0] = —woAsin ¢. (6.11)

Kvadriranjem gornjih jednadzbi te koriste¢i sin® ¢ + cos? ¢ = 1 dobivamo izraz za amplitudu

A_,ump+ﬂgzzq (6.12)
0

nakon Cega iz sustava (6.11) moZemo odrediti pocetnu fazu ¢, pritom vodeci ratuna o tome da obje
jednadZbe budu zadovoljene.

Primjer 6.2.1: Uteg na opruzi i poloZaj ravnoteZe

Slika prikazuje neoptere¢enu oprugu konstante k te istu oprugu kad je opterecena utegom mase m.
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X 3
Kad uteg miruje u svom ravnoteZnom poloZaju, opruga je produljena za
_Mmg
ok

u odnosu na svoju neopterecenu duljinu, jer djelujuéi na tijelo silom iznosa ka usmjerenom uvis opruga
uravnoteZuje tezinu tijela mg. Cilj nam je pokazati da je frekvencija titranja utega mase m koji visi na
opruzi konstante k dana poznatim izrazom (6.3), bez obzira na prisutnost sile teze.

e Napisemo li jednadZzbu gibanja utega koristeéi koordinatu £ koja opisuje otklon utega u odnosu
na njegov ravnotezni poloZaj (vidi sliku), jednadZba gibanja glasi

mg = mg — k(a+€) = —k¢,

gdje je mg iznos gravitacijske sile koja djeluje na tijelo, a k(a + &) je iznos sile kojom na tijelo
djeluje opruga. Nakon dijeljenja s m, jednadZbu gibanja moZemo napisati kao

. k

2 2
wsé =0, wy = —,

€+ wpé 0=
Sto se u potpunosti podudara s (6.4) i (6.3). RjeSenje te jednadzbe gibanja je harmonijsko
titranje £[t] = Acos|wot + ¢].

e Kad bismo koristili koordinatu x koja opisuje produljenje opruge u odnosu na njeno nerastegnuto
stanje (vidi sliku), jednadZba gibanja bi glasila

mX = mg — kx,

a nakon dijeljenja s m imali bismo

) k
x+w[2)X:g, WSZE'

S obzirom na to da desna strana gornje jednadzbe nije jednaka nuli, to nije jednadZba har-
monijskog oscilatora u njenom osnovnom obliku (6.4). Ipak, lako je uvjeriti se da je njeno
rjesenje

mg

x[t] = a+ Acos|wot + ¢], a=—-

&to je takoder harmonijsko titranje frekvencijom wyg.
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6.3 Energija pri harmonijskom titranju

Mehanicka energija pri titranju tijela na opruzi zanemarive mase sastoji se od kineti¢ke energije tijela
K = 1mx2 i od potencijalne energije opruge U = Jkx?,

1 1
E:K+U:§mx2+§kx2. (6.13)
S obzirom na to da u sustavu nije prisutan nijedan mehanizam kojim bi se mehani¢ka energija pretvarala
u druge oblike energije, ona je ocuvana veli¢ina. Vrijednost mehani¢ke energije najlak8e je izracunati u
trenutku u kojem se tijelo nalazi u to¢ki obrata odnosno pri maksimalnom otklonu od ravnoteznog polozaja.
U tom trenutku imamo x = +A i x = 0 te slijedi

1
E = 2kA2. (6.14)

Isti rezultat dobili bismo i uvrstenjem opceg rjesenja (6.5) u izraz za energiju (6.13).

Srednja potencijalna i srednja kineticka energija: Srednju potencijalnu energiju (U) dobivamo integra-
cijom potencijalne energije U[t] kroz jedan puni period titranja, T = 27 /wo, te dijeljenjem s periodom,

17 D Y L O N LA RN

L ! /Tcosz[ t+ ¢l dt
== = w
27T ) 0
1
= ~ kA2 6.15
2 (6.15)
U racunu smo koristili rjesenje (6.5) jednadZbe gibanja, a u posljednjem smo koraku iskoristili poznatu
¢injenicu da srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije iznosi 1/2. Usporedujuéi dobiveni rezultat
s (6.14), vidimo da je srednja potencijalna energija jednaka polovini (ukupne) mehanitke energije, a to
znadi da preostalu polovicu €ini srednja kineti¢ka energija. Zaklju€¢ujemo da pri titranju tijela na opruzi
vrijedi
(U) =(K) = =E. (6.16)

NalaZenje jednadZbe gibanja iz izraza za energiju: Izraz za energiju tijela na opruzi (6.13) i uvjet
oCuvanja energije mogu nas dovesti do jednadZbe gibanja tog sustava. Krenemo li od uvjeta o€uvanja
energije, slijedi

_dE

0= " a

1 1 k
—mx® + —kx? ) = mxX + kxx = mx [ X+ —x | . (6.17)
2 2 m

Uocavamo da konacni izraz sve vrijeme moZe biti jednak nuli jedino ako je dvoclani izraz u zagradama
jednak nuli. Izjednagimo li taj izraz s nulom, dobivamo jednadZbu gibanja harmonijskog oscilatora pri Eemu

koeficijent uz funkciju x prepoznajemo kao kvadrat frekvencije titranja.

NalaZenje jednadZbe gibanja iz izraza za mehani¢ku energiju moZe se kod sloZenijih oscilatora pokazati
jednostavnijim od izravnog razmatranja sila koje djeluju u sustavu.

Primjer 6.3.1: Titranje tijela na opruzi nezanemarive mase

Kad masu opruge na kojoj titra neko tijelo nije opravdano u cijelosti zanemariti, frekvenciju titranja
moZemo odrediti pretpostavljaju¢i da je masa opruge ravnomjerno rasporedena duZ citave duljine
opruge te da se opruga tijekom titranja jednoliko rasteZe i saZima. Slika prikazuje tijelo mase M koje
je oprugom konstante k i mase m vezano s €vrstim uporistem. Koordinata x opisuje otkoln tijela mase
M od ravnoteZnog poloZaja, a x je brzina tijela.
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w5588 v

k., m

Shvatimo li oprugu kao niz elemenata mase dm’ i oznacimo li brzinu elementa opruge s v/, kinetitka
energija elementa opruge je

/

dK/ = TV)/(2.

S obzirom na pretpostavku o jednolikom rastezanju opruge, brzinu elementa mozemo izraziti kao
Vy = — X,
m

gdje je m" masa dijela opruge koji se nalazi izmedu promatranog elementa opruge i njenog utvrééenog

kraja, m je ukupna masa opruge, a x brzina pomi¢nog kraja opruge odnosno tijela mase M. Kineti¢ku
energiju elementa opruge sada mozemo izraziti kao

dm’ /m' \? x2
;. ; _ ” /
dK' == (—x) s 2 dn,

a integracijom po svoj masi opruge dobivamo njenu ukupnu kineti¢ku energiju,

22 m 1
K' = /dK’ = X—Q/ m?dm’ = Zmx?.
2m 0 6

Mehanicka energija sustava je zbroj kineti¢ke energije tijela K = %/\/IXQ, kineticke energije opruge K’
koja je dana gornjim izrazom i potencijalne energije opruge U = %kx2

1 1 1 1 m 1
E=K+K +U=-Mi®+=mi’ —k2:—<l\/l —) <+ Zkx.
++U2x—|—6x—|—2x > —|—3X—|—2x
Prepoznajemo da je gornji izraz istovjetan izrazu za energiju tijela mase M + m/3 koje titra na

bezmasenoj opruzi konstante k, a to zna¢i da njegova jednadZba gibanja ima oblik jednadZbe gibanja
harmonijskog oscilatora, X + w%x =0, gdje je

k

2 _
YT T m3
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6.4 Neharmonijski oscilatori i titranje malenom amplitudom

Neharmonijski oscilator: JednadZba gibanja mehanitkog sustava koji moZze bez gubitka mehani¢ke ener-
gije titrati oko svog ravnoteZnog polozaja moZe imati oblik koji je sloZeniji od jednadZbe gibanja jednostav-
nog harmonijskog oscilatora (6.4). Takav sustav zovemo neharmonijskim oscilatorom. JednadZbu gibanja
mnogih neharmonijskih oscilatora moZemo napisati u obliku

X+ w?[x]x =0, (6.18)

gdje x = x[t] opisuje otklon sustava od poloZaja ravnoteZe, a koeficijent w?[x] je kona&na pozitivna
veli¢ina koja ovisi 0 x. Jednadzba gibanja (6.18) je nelinearna diferencijalna jednadzba te nalaZenje njenog
rjeenja ovdje neCemo razmatrati osim pribliznog (aproksimativnog) rjesenja koje vrijedi u slu¢aju titranja
vrlo malenom amplitudom.

Titranje malenom amplitudom: Ograni¢imo li razmatranje titranja neharmonijskog oscilatora &ija jed-
nadZba gibanja ima oblik (6.18) na titranje “vrlo malenom amplitudom”, koeficijent w?[x] moZemo zami-
jeniti konstantom
w3 = lim w?[x]. (6.19)
x—0

Time polazna jednadZba gibanja poprima oblik jednadZbe gibanja jednostavnog harmonijskog oscilatora
Cije je riedenje harmonijsko titranje frekvencijom wg. Cim je amplituda titranja manja, takvo priblizno
(aproksimativno) rjeSenje bolje opisuje stvarno gibanje neharmonijskog oscilatora.

Dobijemo li u (6.19) w2 = 0, gibanje neharmonijskog oscilatora opisanog jednad?bom (6.18) ne mozemo
aproksimirati harmonijskim titranjem ¢ak ni pri malenim amplitudama titranja, a isto vrijedi i u slu¢aju u
kojem limes velitine w?[x] slijeva (x — —0) i sdesna (x — +0) nisu medusobno jednaki.

Primjer 6.4.1: Frekvencija matematickog njihala pri njihanju malenom amplitudom

U primjeru 4.4.2 smo izveli jednadZzbu gibanja matemati¢kog njihala s niti duljine £ &iji otklon od
ravnoteznog poloZaja opisan kutnom koordinatom 6. Napisemo li tu jednadZbu u obliku (6.18) ona
glasi

gsiné
20
Uotavamo da je koeficijent w?[6] za dovoljno male vrijednosti 6 pozitivan, to znaci da je matematitko

njihalo neharmonijski oscilator. Pri titranju malenom amplitudom, frekvencija njegovog titranja tezi u
vrijednost

6+ w?[8] 6 = 0, gdieje  Ww?[A] =

2 . 2 g . sin@ g
Wo = Y 0] L 60 6 Z
Toj frekvenciji odgovara period njihanja T = 27/w = 2m+/£/g koji za nit duljine £ = 1m iznosi

T ~2.01s.

Primjer 6.4.2: Transverzalno titranje mase na dvjema napetim oprugama

Sitno tijelo mase m dvjema je jednakim oprugama vezano s ¢vrstim uporistima razmaknutim za £ = 2a
(sustav u kojem su dva tijela vezana trima oprugama razmatramo u primjeru 6.8.2). Sila napetosti
opruga u ravnoteznom stanju je Tg.
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Odredit ¢emo frekvenciju titranja tijela malom amplitudom duz osi koja je okomita na pravac na kojem
opruge leze u ravnoteznom stanju. Takvo titranje ovog sustava zovemo transverzalnim titranjem.

S obzirom da se pri transverzalnom otklonu tijela y opruga ravnoteZne duljine a produlji do duljine
v/ a2+ y2, sinus kuta 6 koji opisuje kutni otklon opruge mozemo izraziti s

Y

V@ +y?

sing =

Napetost opruge pri otklonu y moZemo izraziti s
T:T0+k<\/32+y2—a),

gdje je To napetost opruge u ravnoteznom stanju, k je konstanta opruge, a izraz u zagradama opisuje
produljenje opruge. Sada moZemo sastaviti jednadzbu gibanja tijela. S obzirom da razmatramo gibanje
tijela duz transverzalne y-osi, potrebna nam je y-komponenta (projekcija na transverzalnu y-os) sila
kojima opruge djeluju na tijelo, a ona je razmjerna napetosti opruga T i sinusu kuta 6. Jednadzba

gibanja je
my = —2Tsinf = -2 <To + k <\/a2 +y2 - a)) #,
Val+y?

a moZemo ju napisati u obliku (6.18) kao

.. 2 o [ 2 72 2 2 _ #
yrwtbly=0.  atieje =g (Tork(VaE =) oo

S obzirom da koeficijent w?[y] ovisi o y-koordinati zaklju¢ujemo da transverzalno titranje tijela ne-
harmonijsko te da ga pri malim amplitudama titranja moZemo aproksimirati harmonijskim titranjem

frekvencije
2T 4Ty

2 : 2
wi = limw = =
07,50 vl ma mé

koja ne ovisi o konstanti opruga, vec isklju¢ivo o njihovoj napetosti Tg u ravnoteznom stanju. Isti
rezultat dobili bismo izravnijim putem da smo pri sastavljanju jednadZbe gibanja pretpostavili da je pri
malim otklonima

(a) povecanje napetosti opruga izazvano njihovim produljenjem zanemarivo

(b) te da je sinus kutnog otklona opruge priblizno jednak njegovom tangensu.

Provedeni postupak mozemo uzeti kao dokaz da su gornje pretpostavke opravdane.

Uz Tog = 0, tj. kad opruge ne bi bile napete u ravnoteZznom stanju sustava, dobili bismo wg =0, ato
znadi da transverzalno titranje ovakvog oscilatora ne bismo mogli smatrati harmonijskim oscilatorom
¢ak ni pri malenim amplitudama titranja.
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6.5 Priguseno titranje

U stvarnim fizickim sustavima koji titraju oko svog ravnoteznog poloZaja osim povratne sile prisutne su
i sile koje pruZaju otpor gibanju. Mehani¢ka energija takvih sustava se s vremenom gubi na svladavanje
tih sila. Kad sile otpora nisu prejake, amplituda titranja se u vremenu smanjuje i takvo gibanje zovemo
prigudenim titranjem. Kad su sile otpora dovoljno jake, priguseno titranje prelazi u tzv. aperiodi¢ko gibanje.

Slika prikazuje tijelo mase m koje visi na opruzi konstante k. Na tijelo je s njegove donje strane pri¢vrsc¢en
predmet koji se pri titranju tijela giba kroz tekuéinu u posudi.

ot

U prikazanom sustavu razumno je pretpostaviti da je sila otpora razmjerna iznosu brzine tijela. Oznacimo
li konstantu proporcionalnosti izmedu jakosti sile otpora i iznosa brzine tijela s 3, jednadzbu gibanja tijela
mozemo napisati kao

mx = —kx — Bx. (6.20)
U ¢lanu —Bx koji predstavlja silu otpora negativan predznak prisutan je zato jer su sila otpora i brzina

suprotnog smjera.

Jednadzba gibanja oscilatora s prigusenjem: JednadZba gibanja tijela mase m na koji osim povratne
sile konstante k djeluje i sila otpora razmjerna brzini moZe se napisati u obliku

mx 4 Bx + kx = 0, (6.21)

gdje je B koeficijent proporcionalnosti izmedu jakosti sile otpora i iznosa brzine tijela. Dijeljenjem
gornje jednadZbe s m te koristenjem oznaka

k B
2
- = 26 = = .22
LUO m, 5 my (6 )
jednadZbu gibanja moZemo napisati i obliku
X+ 20% + wix =0 (6.23)

koji je poznat kao jednadZba gibanja oscilatora s prigusenjem. Koeficijent wqg prepoznajemo kao kutnu
frekvenciju kojom bi oscilator titrao u odsutnosti sile otpora, a koeficijent § zovemo koeficijentom
prigusenja.

Poput jednadzbe gibanja jednostavnog harmonijskog oscilatora (6.4), i jednadZba oscilatora s prigusenjem
(6.23) je homogena linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima. Standardni postupak
rieSavanja te jednadZbe prikazan je u dodatku G.2, a u nastavku ovog odjeljka navodimo samo kona¢na
rjeSenja i njihova najvaznija svojstva koja u velikoj mjeri ovise o odnosu koeficijenta prigusenja d i kutne
frekvencije wg. Za § < wg dobivamo priguseno titranje, dok za § > wq priguseni oscilator izvodi aperiodi¢ko
gibanje.
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Priguseno titranje (podkriti¢no prigusenje): Kad je § < wp, rje¥enje jednadZbe gibanja oscilatora
s prigusenjem (6.23) je
x[t] = Ae™% coswt + @), (6.24)

gdje su A > 0 i ¢ konstante, a kutnu frekvenciju
w =y /w3 — 82 (6.25)

zovemo frekvencijom prigusenog titranja.

Frekvencija prigu$enog titranja w dana izrazom (6.25) manja je od frekvencije wq kojom bi oscilator titrao u
odsutnosti prigusenja, a faktor Ae =%t u (6.24) mozemo shvatiti kao amplitudu titranja koja se s vriemenom
smanjuje. Slika prikazuje takvo gibanje.

Ae_‘”

N
VVVV

Ae 0t coswt

U

Faktor Ae 9t koji nazivamo ovojnicom ili envelopom je na gornjoj slici prikazan isprekidanom, a &itavo
rjesenje x[t] = Ae %t coswt je prikazano punom linijom.

Takoder primjecujemo da se za § — 0 gornji izrazi svode na poznate izraze za harmonijski oscilator.

Energija priguSenog titranja sastoji se od kineti¢ke energije K = %mx2 i od potencijalne energije U =
§x2. Mehanicka energija £ = K + U ovdje nije o¢uvana veli¢ina, ve¢ se smanjuje zbog svladavanja sile
otpora. Najlakse ju je procijeniti u trenucima u kojima se tijelo zaustavlja (K =0, E = U > 0). U tim

trenucima je njegov otklon od ravnoteznog poloZaja priblizno x[t] ~ Ae %! te je energija
L o o5t
E=U~> EkA e . (6.26)
lako je taj rezultat samo priblizan, vazno je uoditi da je energija prigusenog titranja, promatramo li ju na
vremenskoj skali znatno duljoj od perioda titranja, razmjerna faktoru e=20t,

Logaritamski dekrement je veli¢ina kojom je moguce izraziti jakost podkriti€nog priguSenja oscilatora.
Definiran je kao prirodni logaritam omjera dviju uzastopnih maksimalnih otklona oscilatora,
x[t] e 0t

X[t+T] " e 3t T) or. (6.27)

=In

gdje je T = 2m/w period prigusenog titranja. Logaritamski dekrement jo§ moZemo napisati kao A =
270 /w, a pri vrlo slabom prigusenju moZe se uzeti da je w = wq i napisati A ~ 27 /wp.

Q-faktor ili faktor kakvoce jo3 je jedna veli¢ina kojom iskazujemo jakost podkriti¢nog prigusenja oscilatora,
a definiran je kao recipro¢na vrijednost prosje¢nog relativhog gubitka energije oscilatora u vremenskom
intervalu koji odgovara promjeni faze oscilatora od jednog radijana,
AE 1 E[t] - E[t+T] 1

= — = —(1-e2T)y~ — 6.28
E Period 2T E[t] 27r( ) s ( )

1
T om

Q 1 _
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U gornjem izvodu smo najprije koristili izraz (6.26) za energiju prigusenog oscilatora, a nakon toga razvoj
ured e ¢ ~1—¢. Q-faktor jo§ moZzemo napisati i kao

™ W W

C=FT %%

(6.29)

Sto je prigudenje slabije, vrijednost Q-faktora je veca.

Aperiodicko gibanje (nadkriti¢no i kriticno prigusenje): Kad je koeficijent prigusenja veéi od
slobodne frekvencije oscilatora, § > wg, govorimo o tzv. nadkriti€nom prigu3enju, a rjeSenje jednadZbe
gibanja (6.23) moZe se napisati u obliku

) 1
x[t] = x[0]e~%! <ch qt + 7 sh qt> + EX[O]e’étsh qt, =8 —-wi>0, (6.30)

gdje su otklon x[0] i brzina x[0] poZetni uvjeti gibanja tijela u trenutku t = 0. VaZno je uociti da
bez obzira na &injenicu da hiperbolne funkcije ch gt i sh gt divergiraju za t — oo, s obzirom na to da
vrijedi § > ¢, faktor e 0t osigurava da citav izraz trne u vremenu. To rjeSenje ne opisuje titranje, vec
aperiodicko gibanje. U grani¢nom slu¢aju koji razdvaja priguseno titranje od aperiodi¢ckog gibanja, tj.
kad je koeficijent priguSenja jednak slobodnoj frekvenciji oscilatora, § = wg, govorimo o kriti€nom
prigu$enju, a rjeSenje jednadZbe gibanja poprima posebno jednostavan oblik,

x[t] = x[0]e “°*(1 + wot) + x[0]e"“°%¢, 6 = wo, (6.31)

koji takoder opisuje aperiodi¢ko gibanje koje trne u vremenu.

Slike prikazuju aperioditko gibanje kriti¢no prigusenog oscilatora (puna linija) te oscilatora iste slobodne
frekvencije wp koji je nadkriti¢no prigusen koeficijentom prigusenja 6 = 2wq (isprekidana linija) i to za
slucaj pocetnih uvjeta x[0] > 0, x[0] = 0 (lijeva slika) te za slu¢aj x[0] = 0, x[0] > O (desna slika).

27 wo 27 fwo

Iz grafova je vidljivo da se kriti¢no priguseni oscilator brze priblizava ravnoteznom poloZaju od nadkriti¢no
prigusenog oscilatora.
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6.6 Titranje pod djelovanjem vanjske harmonijske sile

Osim povratne sile i sile otpora na oscilator moZe djelovati i dodatna, tzv. vanjska sila. Ovdje razmatramo
slu¢aj u kojem je vanjska sila harmonijska, a $to znac¢i da ju moZemo opisati izrazom

Fo cos[Q2t + 1], (6.32)

gdje je konstantu Fy zovemo amplitudom vanjske sile, kutnu frekvenciju Q2 zovemo frekvencijom vanjske
sile, a fazni kut 9 ¢emo zbog jednostavnosti najéesée uzeti jednakim nuli. Djelovanje vanjske harmonijske
sile frekvencije 2 dovest ¢e do tzv. prisilnog titranja oscilatora frekvencijom 2.

Slika prikazuje oscilator u kojem moZzemo prepoznati prisutnost vanjske harmonijske sile. Masa m pri¢vrséena
je na desni kraj opruge konstante k. Lijevi kraj opruge povezan s kotatem polumjera R koji se vrti kutnom
brzinom 2. Uzimamo da zbog vrtnje kotaca lijeva strana opruge harmonijski titra u vodoravnom smjeru
amplitudom R i kutnom frekvencijom Q.

k
(%-Emm—m

2R —l | X

Pretpostavit éemo da je u stanju sustava prikazanom na slici opruga relaksirana, tj. da ona u tom stanju
ne djeluje silom na tijelo. Oznacimo li s x otklon tijela mase m u odnosu na poloZaj prikazan na slici i ako
je Rcos 2t pomak lijevog kraja opruge u odnosu polozaj prikazan na slici, produljenje opruge u odnosu na
stanje na slici iznosi x — R cos Qt. To znat¢i da x-komponentu sile kojom opruga djeluje na tijelo mozemo
izraziti s —k(x — R cos 2t), a uklju¢imo li i silu otpora —Bx, jednadzbu gibanja tijela moZemo napisati kao

mx = —k(x — RcosQt) — Bx = —kx — Bx — kR cosQt. (6.33)

U usporedbi s jednadZbom gibanja oscilatora s prigusenjem (6.20), u gornjoj jednadzbi uotavamo dodatni
¢lan kR cos 2t koji predstavlja vanjsku harmonijsku silu amplitude Fog = kR.

Jednadzba gibanja oscilatora s vanjskom harmonijskom silom: JednadZba gibanja oscilatora s
prigusenjem na koji djeluje vanjska harmonijska sila amplitude Fq i frekvencije {2 moZe se napisati u
obliku

mx + Bx + kx = FycosQt, (6.34)
a uz oznake
wgzﬁ, zazﬁ, f:i, (6.35)
m m m
moZe ju se napisati i u obliku
X+ 20% + wix = f cos Qt. (6.36)

Koeficijent wqg je kutna frekvencija kojom bi oscilator titrao u odsutnosti vanjske sile i prigusenja, a 9
Jje koeficijent prigusenja.

Poput jednadZbe jednostavnog harmonijskog oscilatora (6.4) i oscilatora s prigusenjem (6.23), i jednadzba
gibanja (6.36) je linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima. Medutim, za razliku od
jednadzbi (6.4) i (6.23) koje su homogene, prisutnost &lana f cos Qt koji nije razmjeran ni funkciji x[t] niti
bilo kojoj od njenih derivacija €ini jednadZzbu (6.36) nehomogenom. Postupak nalaZenja najjednostavnijeg
rjesenja jednadzbe (6.36) opisan je u dodatku G.3, a u nastavku navodimo samo kona&no rjesenje i bavimo
se njegovim svojstvima.
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Prisilno titranje: Najjednostavnije rjeSenje jednadZbe gibanja oscilatora s vanjskom harmonijskom
silom (6.36) jest titranje frekvencijom vanjske sile 2 koje opisujemo izrazom

x[t] = Acos[Qt — ¢], (6.37)

pri ¢emu je amplituda titranja stalna u vremenu i dana je izrazom

A= J (6.38)

V0w —2)? + (269)2

a tangens faznog kuta ¢ koji opisuje kasnjenje titranja oscilatora u odnosu na titranje vanjske sile dan

je izrazom
2012

2 02
wj —Q

Titranje opisano gornjim izrazima zovemo prisilnim titranjem.

tgp = 0<¢p<m. (6.39)

Opce rjesenje jednadzbe gibanja (6.36) koja je po svojoj strukturi nehomogena diferencijalna jednadzba
moZe se izraziti kao zbroj rjesenja (6.37) i bilo kojeg rjesenja odgovaraju¢e homogene diferencijalne jed-
nadzbe, a §to je u ovom sluaju jednadZba gibanja oscilatora s prigusenjem (6.23). Svojstvo svih rjeSenja
jednadzbe gibanja (6.23) jest da ona trnu u vremenu s faktorom e 9t To znati da je opravdano smatrati
da se nakon dovoljno dugog vremena svako rjesenje jednadzbe gibanja (6.36) svodi na prisilno titranje
opisano izrazom (6.37).

U modelu oscilatora u kojem je tijelo mase m pri¢vrs¢eno za jedan kraj opruge konstante k, a drugi kraj
opruge titra amplitudom R i frekvencijom €, amplituda vanjske sile je Fg = kR te vrijedi f = Fo/m =
kR/m = Rw?. Amplitudu prisilnog titranja tijela (6.38) moZemo izraziti kao

R
V(1= (Q/wo)?)? + (269/R)?

Gornji izraz za amplitudu titranja te izraz (6.39) koji opisuje kasnjenje titranja u fazi u odnosu na silu
najprije razmatramo u dvama grani¢nim slucajevima:

AlQ] = (6.40)

e Kad je frekvencija vanjske sile Q2 znatno manja od frekvencije wg, tj. u limesu u kojem Q/wg — 0,
amplituda titranja tijela tezi u vrijednost R. U istom limesu fazni kut ¢ takoder tezi u nulu pa
kazemo da oscilator titra “u fazi” s vanjskom silom.

e Kad je frekvencija vanjske sile 2 znatno veca od frekvencije wp, tj. u limesu u kojem Q/wg — oo,
amplituda prisilnog titranja teZzi u nulu. U istom limesu fazni kut ¢ teZi u m, zbog Cega kazemo da
se titranje u tom limesu odvija “u protufazi” u odnosu na titranje vanjske sile.

Grafovi koji slijede prikazuju ovisnost amplitude A i faznog kuta ¢ prisilnog titranja o frekvenciji vanjske sile
Q2. Slutaj i8¢ezavajuceg prigusenja 6 = 0 je na oba grafa prikazan isprekidanom linijom, dok su slucajevi
koji odgovaraju vrijednostima omjera ¢/wg = 1/8,1/4,1/2,1//2, 1 prikazani punim linijama.
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AlQ) AN

3R - 0/wo = 0,1/8,1/4,1/2,1/v2,1

2R A

§/wo = 0,1/, 1/4,1/2,1/v/2, 1

‘ Q
0 Wo 2wo

Slu¢aj §/wg = 1 odgovara kriti€no prigusenom oscilatoru i u njemu je amplituda prisilnog titranja A[S]
padajuca funkcija frekvencije Q. Isto vrijedi za sve vrijednosti § /wg > 1/v2, dok za vrijednosti § /wq < 1/v2
uocavamo da se prisilno titranje tijela na desnom kraju opruge moze odvijati amplitudom koja je veca od
amplitude R kojom titra lijevi kraj opruge.

Pojava rezonancije: Kad na oscilator s dovoljno slabim koeficijentom prigusenja djeluje vanjska harmonij-
ska sila frekvencije €2 koja je bliska frekvenciji wg moZze doci do titranja oscilatora vrlo velikom amplitudom.
Tu pojavu zovemo rezonancijom. Pojava rezonancije izraZenija je ¢im je omjer §/wo manji, a nije prisutna
kad je & > wo/+/2. Frekvenciju vanjske sile pri kojoj amplituda prisilnog titranja poprima najveé¢u mogucu
vrijednost nazivamo rezonantnom frekvencijom, a moZemo ju odrediti koristenjem uvjeta dA/dQ2 = 0.
Rezonantnu frekvenciju Qr te odgovarajuéu amplitudu prisilnog titranja Ar i tangens faznog kuta ¢gr
moZemo izraziti s

/ f 1
QR = (UC2) — 262, AR = A[QR] = ﬁ, tg d)R = SQR (641)
Wy —

Uotavamo da u limesu u kojem prigusenje oscilatora tezi u nulu rezonantna frekvencija tezi u frekvenciju
wq, dok amplituda titranja tezi u beskonacno. Takoder uocavamo da u istom limesu tangens faznog kuta
¢ tezi u beskonatno, a sto znaci da fazni kut ¢ teZi u /2, tj. da titranje tijela zostaje u fazi u odnosu na
titranje vanjske sile za priblizno Cetvrtinu perioda. Na primjer, u trenutku u kojem sila najve¢om jakos¢u
djeluje udesno tijelo “tek” prolazi ravnoteznim poloZajem gibajuéi udesno.

Primjer 6.6.1: Rezonancija pri njihanju Stapa

Pojavu rezonancije lako je pokazati uhvatimo li tanak lagani Stap duljine priblizno 1 m za njegov kraj i
pustimo ga da visi. Zanjisemo li $tap, on ¢e se nastaviti njihati frekvencijom wqg kojoj odgovara period
njihanja od priblizno 1.5s.
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Pomic¢emo li vrlo polako kraj Stapa lijevo—desno, Stap ¢e sve vrijeme biti uspravan i pratiti kretanje
ruke. Time pokazujemo da za Q2 < wq Stap titra amplitudom pobude i to u fazi s njom.

Tresemo li gornji kraj $tapa $to je moguce ve¢om frekvencijom, ali naravno, malenom amplitudom,
vidljivo je da njegov donji kraj titra u protufazi s gornjim krajem, &ime pokazujemo da za Q > wyg
fazni pomak teZi u .

Konatno, pomi¢emo li gornji kraj Stapa frekvencijom 2 ~ wq, odnosno frekvencijom bliskom onoj ko-
jom se stap ‘sam Zeli njihati’, amplituda njegovog njihanja ubrzo postaje vrlo velika. Time pokazujemo
pojavu rezonancije. Pojavom rezonancije sluzi se i dijete na ljulja&ci kad Zeli povecati amplitudu svog
ljuljanja.

Snaga djelovanja vanjske sile: Snagu kojom pri prisilnom titranju oscilatora djeluje vanjska hrmonijska
sila mozemo izraziti produktom sile i brzine tijela na koje ona djeluje,

P[t] = F[t] x[t] = (Focos Q2t)(—A[Q]Q sin[Qt — ¢])
sin2Qt

= FoA[Q]Q sin ¢ cos® Qt — FA[Q]Q cos ¢ >

(6.42)

U prvom retku smo brzinu tijela izrazili vremenskom derivacijom izraza za polozaj tijela (6.37). lzraz u
drugom retku dobili smo koristenjem trigonometrijskih identiteta sin[a — b] = sinacosb — cosasinb i
sin2a = 2cos asina. S obzirom da snaga djelovanja vanjske sile ovisi o vremenu, u nastavku razmatramo
snagu usrednjenu u vremenu. Koristenjem ¢&injenice da je srednja vrijednost trigonometrijske funkcije
u punom broju njenih perioda jednaka nuli, dok je srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije
jednaka jednoj polovini, zaklju€ujemo da se srednja vrijednost snage (6.42) svodi na

_ 1 [T 1 .
p= 7/0 Plt]dt = SFoA[Q)S2 sin ¢, (6.43)

a koristenjem izraza (6.38) za amplitudu prisilnog titranja A[2], koristenjem trigonometrijskog identiteta
sing = tgp/\/tg?> p+ 1 i izraza (6.39) za tg ¢, te piduéi Fo = mf u skladu s (6.35), konacni izraz jos
moZemo napisati u obliku
_ £26 Q2
P = e . (6.44)
(w3 — Q2)° + (26Q)2

Koristenjem uvjeta dP/dQ2 = 0 nalazimo da srednja snaga djelovanja vanjske sile postize maksimum pri
frekvenciji 2 = wp, a koja se razlikuje od frekvencije Qg iz (6.41) pri kojoj se postize maksimum amplitude
prisilnog titranja. Maksimalna vrijednost koju postize srednja snaga je Pmax = Plwo] = mf? /45, dok
polovinu te vrijednosti srednja snaga postize pri frekvencijama 2 = (w% + 62)1/2 + 6. Zbog toga kaZemo
da puna irina grafa krivulje P[S2] pri polovini njene najvece visine (tzv. FWHM-vrijednost krivulje, od engl.
Full Width at Half Maximum) iznosi 2§. Slika prikazuje ovisnost amplitude prisilnog titranja (siva linija) i
srednje snage djelovanja vanjske sile (crna linija) o frekvenciji vanjske sile u slu¢aju § = wp/2. Obje veliCine
prikazane su u odnosu na maksimalne vrijednosti koje one postiZu.
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14 AR SR 5 = wo/2

1/2_ .............. . ............... .....

Uotavamo da se maksimum amplitude prisilnog titranja pojavljuje pri frekvenciji Qr koja je niza od frek-
vencije wq pri kojoj vanjska sila djeluje najve¢om snagom. Uocavamo i temeljnu razliku medu krivuljama
koja se otituje u tome da pri Q — 0 imamo P — 0, dok amplituda prisilnog titranja u tom limesu ostaje
kona¢na. Na slici je naznacena i puna 3irina grafa krivulje P[Q] pri polovici vrijednosti njenog maksimuma,
a razvidno je i da pri velikom koeficijentu prigusenja kakav ovdje razmatramo, unato¢ postojanju pojave
rezonancije, nema smisla govoriti o 3irini krivulje A[S2] pri polovici njenog maksimuma.

Prisilno titranje oscilatora s vrlo slabim prigusenjem: Kad kaZemo da je prigusenje oscilatora vrlo
slabo podrazumijevamo da vrijedi § < wp, tj. da je keoficijent priguSenja oscilatora 6 znatno manji od
frekvencije wg. Kad je taj uvjet ispunjen, mnogi izrazi koji opisuju prisilno titranje oscilatora znacajno se
pojednostavljuju.

Razlika izmedu rezonantne frekvencije Qg i frekvencije wg oscilatora s vrlo slabim prigusenjem moZe postati
toliko malena da ju ¢esto mozemo zanemariti. Tu tvrdnju opravdavamo koristenjem razvoja v/1+¢€ =
1+€e/2F€2/8+--- koji nam, zadrzimo li samo prva dva &lana razvoju, za relativnu razliku frekvencija

wo | g daje
wo — Qr  Wo— \/wg — 262 52 52 52
= - —1- ~ 2 (6.45)
0

1-2—=1-(1-S+- | ~—.
Wo wg ( w3 wg

Time smo pokazali da je relativna razlika frekvencija wq i Q2r kvadrati¢na u omjeru koeficijenta prigusenja
d i frekvencije wo. Na primjer, ako je omjer §/wp reda velitine 1073, relativna razlika frekvencija wg i Qr
reda je velitine 107°. Lako je pokazati da pri vrlo slabom prigusenju oscilatora isto vrijedi i za relativnu
razliku frekvencije prigusenog titranja w i frekvencije wo.

Nadalje, omjer amplitude prisilnog titranja frekvencijom koja se od rezonantne refrekvencije Qg razlikuje
za nd i maksimalne amplitude titranja mozemo izraziti s

AlQr +nd] 24/ wg — 62 50 1 (6.46)
AlQ N / 2 '
(28] \/4(1+n2)w8+4n36\/w8—2(5—(4+8n2—n4)(52 Len

Konatni izraz dobili ratunanjem limesa 6 — 0, a §to je u skladu s pretpostavkom o vrlo slabom prigu$enju
oscilatora. Prema tom izrazu, puna Sirina grafa funkcije A[Q] pri polovici njenog maksimuma iznosi 2v/3 6.
Istovjetan postupak moZemo provesti i za omjer srednje snage djelovanja vanjske sile pri frekvenciji wg + nd
i maksimalne srednje snage koju se postiZe pri frekvenciji wy,

Plwo + nd] 46%(né + wo)? 50 1
Plwo]  462(né + wp)? + (n262 + 2ndwp)? 1+ n?

(6.47)

| ovdje je posljednji izraz dobiven ratunanjem limesa § — 0. Puna Sirina grafa funkcije P[Q] pri polovici
maksimuma poznata je od ranije i iznosi 29. Slika koja slijedi prikazuje ovisnost amplitude prisilnog titranja
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(siva linija) i srednje snage djelovanja vanjske sile (crna linija) o frekvenciji vanjske sile €2 kad je ona bliska
frekvenciji wg. Obje veli¢ine prikazane su u odnosu na maksimalnu vrijednost koju one postizZu.

0§ ——i

——2v36 —

Grafovi su nacrtani koristenjem kona¢nih izraza u (6.46) i (6.47) te se zbog toga odnose iskljucivo na
oscilatore s vrlo slabim prigusenjem.

6.7 Slaganje titranja na pravcu i u ravnini

Slaganje (superpozicija) titranja na pravcu (1D): Gibanje koje je zbroj dvaju titranja koja se odvijaju
duz iste prostorne osi (odnosno u jednoj prostornoj dimenziji, 1D) opisujemo izrazom

x[t] = A1 cos[wit + ¢1] + Ax cos[wat + ¢o], (6.48)

gdje su A1 » amplitude, wi > su kutne frekvencije, a ¢ » su pocetne faze titranja koja zbrajamo. O¢igledno
Jje da se moze ukljuciti i vise od dva titranja te da rezultantno gibanje moZe poprimiti vrlo komplicirane
oblike.

Primjer 6.7.1: Slaganje dvaju titranja u 1D: A1 = As, w1 =~ w», pojava udara

Gibanje koje nastaje slaganjem dvaju titranja jednake amplitude, ali razli¢ite frekvencije, moZemo
opisati izrazom
x[t] = Acos|wit] + Acos[wat].

Pocetne faze su izostavljene zbog jednostavnosti. Zanima nas slu€aj u kojem su frekvencije wy i w»
medusobno bliske.

Kako bismo gibanje koje razmatramo prikazali na zorniji nacin uvodimo frekvencije

5_&)1—0]2 : a}_w1+w2
2 2

Inverzne relacije glase wy» = @ £ § te s pomocu njih sloZeno gibanje x[t] moZemo napisati kao
x[t] = Acos[(w + §)t] + Acos[(w — d)t].
Koristenjem Eulerove formule e? = cos ¢ + isin ¢ gornji izraz mozemo napisati kao
x[t] = ARe |/@+3)t ei(w’é)t] = ARe [€“! (e + e7°%)] = ARe [e¥f (2 cosdt)]

= 2Acosdtcosit.
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U konatnom izrazu prepoznajemo umnoZak titranja frekvencijom @ i titranja frekvencijom §. Kad su
frekvencije w1 i wy bliske jedna drugoj, vrijedi @ > §. U takvom slu€aju rezultantno gibanje moZemo
shvatiti kao titranje frekvencijom @ &ija je amplituda modulirana faktorom cosdt odnosno kao “brzo
titranje” Cija se amplituda “sporo mijenja”. Slika prikazuje rezultantno gibanje za omjer frekvencija
w1 i wy =9 :8. Faktor 2Acosdt prikazan je isprekidanom, a funkcija x[t] punom linijom.

Uotavamo da amplituda brzog titranja postiZe svoj maksimum dva puta unutar svakog perioda titranja
modulirajuc¢eg faktora cosdt. Tu pojavu zovemo udarima, njena frekvencija je wydari = 20, odnosno

njen period je
s 2T
7_udari - g T
W1 — W

Primjer 6.7.2: Slaganje titranja iste frekvencije (1D)

Gibanje koje nastaje slaganjem titranja jednakih frekvencija, ali razli¢itih amplituda i pocetnih faza,
moZemo napisati kao
x[t] = Aj cos[wt + ¢1] + Ax cos[wt + ¢o] + - .

Rezultantno gibanje ¢e biti titranje frekvencijom w s amplitudom i potetnom fazom koje tek treba
odrediti. U tu svrhu vrlo je prakti¢no upotrijebiti kompleksne brojeve odnosno Eulerovu formulu
e’ = cosp 4+ isinp. Ona nam omogucuje da promatrano gibanje napisemo kao

x[t] = Re[Alei(wt+¢1) + A2ei(wt+¢2) +.]= Re[(Alei‘bl + Azei¢2 T )ei“’t].

Izraz u okruglim zagradama jest zbroj tzv. kompleksnih amplituda A;e'®, Arel®2 itd. koji shvaéamo
kao rezultantnu kompleksnu amplitudu

Ae'® = Aje? + Are®2 4 ...

Izracunamo |i rezultantnu kompleksnu amplitudu Ae®, odnosno realni broj A > 0 i potetnu fazu ¢,
promatrano gibanje moZemo napisati kao

x[t] = Re[Aee“!] = Acos[wt + ¢].

Zbrajanje kompleksnih amplituda moZemo prikazati u kompleksnoj ravnini. Slika prikazuje slu¢aj u
kojem zbrajamo samo dvije kompleksne amplitude.
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Ael® = Ajelfr 4 A,ei®2

/

/ (b A1e|¢1
$1 \
Re

Vazno je uotiti da zbrajanjem dvaju ili viSe titranja jednake frekvencije, uz pazljivo podeSavanje njihovih
amplituda i faznih pomaka, moZe dodi i do potpunog ponistavanja rezultantnog titranja.

Slaganje (superpozicija) titranja u ravnini (2D): Slika prikazuje tijelo mase m koje se giba u x, y-ravnini
I koje je dvjema oprugama Cije su konstante ky i k, povezano s vrstim uporistima.
y

/

JednadZba gibanja tijela se pri malim otklonima od ravnoteZnog poloZaja svodi na dvije neovisne jednadZbe,

mX = —kyx | my = —kyy, Cija su rjeSenja harmonicka titranja,
x[t] = Ax cos[wxt + ¢x], y[t] = A, cos[w,t + ¢y],

a frekvencije su dane izrazima . .

S

Kad su frekvencije medusobno jednake, putanja tijela je elipsa, ondosno u posebnom slu€aju kruznica ili
dio pravca. Kad se frekvencije odnose kao cijeli brojevi, gibanje tijela je periodi¢ko, $to znadi da je putanja
zatvorena, a ima oblik tzv. Lissajousove krivulje. U suprotnom, putanja tijela nije zatvorena krivulja.

Primjer 6.7.3: Lissajousove krivulje

Slike prikazuju Lissajousove krivulje nastale slaganjem titranja
x[t] = coswyt i y[t] = cosw,t — @]

za nekoliko cjelobrojnih omjera frekvencija wy | wy, te razli¢itih iznosa faznog kasnjenja ¢ titranja u
y-smjeru u odnosu na titranje u x-smjeru.
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y y y

[

wy wxy=1:1, ¢=0° Wy wx=1:1 ¢ =45° wy wx=1:1 ¢ =090°

y y y

BENV/RNAVAS
S

Wy wy=2:1, ¢=0° Wy wWy=2:1 ¢=45° wy:wx=2:1¢=90°

N

y y

S

Wy wxy=3:2, ¢=0° Wy 1wy =3:2, ¢=45° Wy wx=23:2, ¢=090°

Treci po redu graf u prvom redu je kruZnica koju dobivamo kad su frekvencije jednake, a fazni pomak
medu titranjima je 90°, Sto znaci da imamo x[t] = coswt i y[t] = sinwt.

Prvi po redu graf u drugom redu nastaje superpozicijom titranja x[t] = coswt u x-smjeru te y[t] =
cos 2wt u y-smjeru. U ovom jednostavnom slucaju putanju tijela moZemo napisati kao y = cos2wt =
cos? wt —sin? wt = cos® wt — (1 — cos? wt) = 2cos? wt — 1 = 2x% — 1.

U opcenitom slucaju, Lissajousove krivulje nije moguce napisati u obliku y = f[x].
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6.8 Vezani oscilatori

Stupnjevi slobode vezanih oscilatora: Medu dvama oscilatorima ili izmedu vise njih mogu djelovati sile
uslijed kojih oni ne titraju neovisno jedan o drugom, vec se gibaju na znatno sloZeniji nacin. Slika prikazuje
ravnotezni poloZaj sustava triju njihala povezanih oprugama. Otklonimo li bilo koje njihalo iz ravnoteznog
poloZaja i pustimo li ga u gibanje, sva tri njihala ¢e se poceti gibati.

/
o o o
5000000
TS0
\:_/ L
(1)2 —
—~, b3

1

Za sustav vezanih oscilatora, poput prikazanog, kaZzemo da ima tri stupnja slobode jer su potrebne tri
koordinate kako bismo opisali njegovo gibanje. Ovdje su to kutevi otklona ¢1, ¢o i ¢s.

Vlastiti modovi i frekvencije titranja: U sustavu vezanih oscilatora s N stupnjeva slobode postoji N
modova (natina) titranja koji su posebni po tome $to u odredenom modu titranja svi stupnjevi slobode
oscilatora harmonicki titraju jednakom frekvencijom. Zovemo ih vlastitim modovima titranja sustava, a
pripadajuce frekvencije zovemo vlastitim frekvencijama. PronalaZenje vlastitih modova titranja zadanog
sustava vezanih oscilatora moZze biti vrlo sloZen matematicki problem koji ovdje ne obradujemo.

Opcenito gibanje sustava vezanih oscilatora moZze se prikazati kao superpozicija titranja vlastitih modova
danog sustava. Pri tome svaki mod titra svojom amplitudom i pocetnom fazom.

Primjer 6.8.1: [Longitudinalno titranje dviju masa povezanih oprugom

Slika prikazuje sustav s dva stupnja slobode u kojem ¢emo pronaci njegova dva vlastita moda titranja.

k I'd k

— X1 - X2

Sustav se sastoji od dvaju tijela mase m koja su oprugama konstante k vezana s ¢vrstim uporistima te
od opruge konstante k’ kojom su tijela vezana medusobno. Razmotrit éemo titranje tijela duZ osi na
kojoj u ravnoteZnom stanju leZe opruge. Takvo titranje zovemo uzduZnim ili longitudinalnim titranjem,
dok popre¢no ili transverzalno titranje sli¢nog sustava s dva stupnja slobode razmatramo u iduéem
primjeru. Longitudinalne otklone tijela od njihovih ravnoteznih polozaja opisujemo koordinatama xj i
xp. Zbog simetrije sustava (mase dvaju tijela i konstante dviju bo¢nih opruga su jednake) nalaZenje
dvaju vlastitih modova titranja ovog sustava vrlo je jednostavno.

e Prvi vlastiti mod titranja koji prepoznajemo u ovom sustavu je onaj u kojem tijela titraju jedna-
kom amplitudom v fazi jedno s drugim (to zna&i x; = x»). Pri takvom titranju sredignja opruga
ne mijenja svoju duljinu te je frekvencija titranja jednaka onoj ona koju bismo imali kad bismo
sredisnju oprugu zamijenili krutom bezmasenom Sipkom. Tada bi tijelo ukupne mase 2m titralo
na dvjema oprugama konstante k, 3to je istovjetno titranju tijela mase 2m na jednoj opruzi
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konstante 2k. Frekvencija titranja u ovom vlastitom modu je

wa = Vk/m,
a otklone tijela moZemo napisati kao
x1[t] = xo[t] = Acos[wat + ¢al,
gdje je A amplituda, a ¢4 je pocetna faza titranja.
e Drugi vlastiti mod je onaj u kojem tijela titraju jednakom amplitudom u protufazi (x; = —x»).
Kad se bo¢ne opruge rastegnu za Ax i djeluju silom iznosa kAx, sredinja se opruga sabije za

2Ax i djeluje silom iznosa 2k’ Ax. Slijedi da je iznos ukupne sile koja djeluje na tijela (k+2k")Ax
te da tijela u ovom modu titraju frekvencijom

wg = +/(k +2k")/m.

Otklone pri titranju u protufazi mozemo opisati izrazom
x1[t] = —x2[t] = Bcos[wgt + ¢5],

gdje je B je amplituda, a ¢ je poletna faza.

Opcenito gibanje ovog sustava moZemo shvatiti kao istovremeno titranje njegovih dvaju vlastitih
modova. Na osnovu gornjih izraza moZemo napisati

x1[t] = Acos[wat + @a] + B cos[wgt + ¢,
xo[t] = Acos[wat + ¢a] — Bcos|wpt + ¢g].

Razmotrit éemo zanimljivu pojavu koju opaZzamo u ovom sustavu kad je opruga koja povezuje oscilatore
“vrlo slaba”, tj. kad vrijedi k' < k. U tom sluaju frekvencije dvaju vlastitih modova medusobno vrlo
su bliske. Otklonimo i prvo tijelo na udaljenost a od ravnoteznog polozaja i pustimo li ga u gibanje,
pri ¢emu drugo tijelo miruje u svom ravnoteznom poloZaju, pocetni uvjeti gibanja su

X1[0] = a, Xl[O] =0, XQ[O] =0, XQ[O] =0.

Oni su zadovoljeni uz pocetne faze ¢a = ¢pg = 0 i amplitude A = B = a/2. Takvim odabirom
dobivamo

a a a a
x1[t] = = coswat + = coswpt, x2[t] = = coswat — = coswpt.
2 2 2 2
Uotavamo da su ta titranja zbroj dvaju titranja jednakih amplituda i bliskih frekvencija, sto dovodi
do pojave udara. Uz oznake @ = (wa + wp)/2 i 0 = (wa — wp)/2 te uz postupak slican onome iz
primjera 6.7.1 o superpoziciji titranja dobivamo

x1[t] = acosdt cosit, Xo[t] = asindtsint.

Slika prikazuje takvo titranje.
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Uocavamo da energija titranja oscilatora koji smo pocetno pokrenuli postupno prelazi na suprotni
oscilator, sve dok u potpunosti ne prijede na njega. Nakon toga se uloge oscilatora zamjenjuju,
energija se postupno vraca na prvi oscilator, i tako u nedogled.

Primjer 6.8.2: Transverzalno titranje dviju masa na trima napetim oprugama

Odredit ¢emo frekvencije vlastitih modova pri transverzalnom titranju “lanca” koji se sastoji od dvaju
jednakih sitnih tijela ukupne mase m i triju jednakih opruga zanemarive mase. Lanac je razapet
medu dvama ¢&vrstim uporistima razmaknutim za £ = 3a, a napetost lanca u ravnoteZnom stanju je
To. (Transverzalno titranje sustava s jednim tijelom i dvije napete opruge razmatrali smo u primjeru
6.4.2.) Transverzalne otklone tijela od njihovih ravnoteZznih poloZaja opisujemo koordinatama y; i y»,
pri ¢emu y; = y» = 0 odgovara ravnoteznom stanju lanca.

341 y2

! !

CTBEEEY (D T ET —()— BB

TO | TO | TO ‘

I a f a f a |

Najprije razmatramo vlastiti mod u kojem tijela titraju jednakom amplitudom u fazi (y; = y»).

U ovom modu titranja sredidnja opruga je svo vrijeme okomita na smjer titranja tijela, a to znac¢i da
je y-komponenta sile kojom ona djeluje na tijela svo vrijeme jednaka nuli. Bo&ne opruge djeluju na
tijela silama cije y-komponente mozemo izraziti kao —(y1,2/a)To, pri Eemu smo pretpostavili da je
kutni otklon opruga od njihovih ravnoteznih poloZaja dovoljno malen da sinus kuta mozemo zamijeniti
tangensom te da je povecanje napetosti bo¢nih opruga do kojeg dolazi zbog njihovog produljenja
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takoder zanemarivo. JednadZbu gibanja tijela moZemo napisati kao

m Y12

my - N2
2)/1,2 2 0

a nakon dijeljenja jednadZbe s m/2 nalazimo kvadrat frekvencije titranja

2 2T _ 6T
AT ma me’
Kad tijela titraju u protufazi (y1 = —y»), y-komponentama sila koje djeluju na tijela uz napetosti

boc¢nih opruga doprinosi i srediSnja opruga.

Zanemarujuéi povecanje napetosti opruga izazvano njihovim produljenjem te zamijenjujuéi sinus kuta
njegovim tangensom, jednadzba gibanja tijela glasi

my _ N2 —&T
5 N2 > To 22 0

a nakon dijeljenja s m/2 i sredivanja desne strane nalazimo kvadrat frekvencije titranja

2
Wwg = — = )
B ma ml

Kad bismo razmatrali transverzalno titranje lanca koji se sastoji od N tijela i N 4 1 napetih opruga,
pronasli bismo N vlastitih modova. U limesu N — oo, ti modovi odgovarali bi stojnim harmonijskim
valovima koji titraju na napetoj zici (vidi poglavlje 7.5).

NalaZenje vlastitih modova (harmonijsko probno rjesenje): Kad sustav vezanih oscilatora nije sime-
trican poput onih koje smo razmatrali u primjerima 6.8.1 1 6.8.2, pri nalaZenju vlastitih modova potrebno je
primijeniti sloZenije matemati¢ke postupke. Jedan od mogucih postupaka polazi od probnog rje3enja koje
sadrzi zahtjev da u vlastitom modu titranja svi stupnjevi slobode sustava titraju istom frekvencijom. Ako
sux;, i =1,..., N, koordinate kojima opisujemo sustav s N stupnjeva slobode, probno rjeSenje pisemo u
obliku

%[t = AWt i=1,..., N, (6.49)

gdje je w nepoznata vlastita frekvencija, a kompleksne amplitude A; = A;ei® sadrze informaciju o odnosima
amplituda te o faznim odnosima titranja pojedinih stupnjeva slobode. Uvrstavanjem probnog rjeSenja u
(diferencijalne) jednadzbe gibanja sustava dolazimo do sustava tzv. karakteristi¢nih (algebarskih) jednadzbi
koje nam, uspijemo li ga rijesiti, daju N rjeSenja za vlastitu frekvenciju w te za odgovarajuce amplitude A;
i faze ¢;. Svako rjedenje karakteristi¢nih jednadZzbi odgovara jednom vlastitom modu titranja.

Primjer 6.8.3: Vlastiti modovi titranja opcenitog dvostrukog oscilatora

Naci ¢emo vlastite modove longitudinalnog titranja sustava s dva stupnja slobode prikazanog na slici.
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Longitudinalne otklone tijela od njihovih ravnoteZnih poloZaja opisujemo koordinatama xi i xp. Jed-
nadZbe gibanja tijela su

miX1 = —ko1x1 + ki2(x2 — x1) i mao = —ki2(x2 — x1).
Uvrstimo li u jednadZbe gibanja probno rjeSenje oblika
X1 = Aleiwt’ Xp = A‘2eiwt’

nalazimo karakteristi¢ne jednadzbe

—mw?A; = —kg1 A1 + kio(Ar — Ay),

—mow? Ay = —kio(Ax — Ay),
¢ija dva rjeSenja odgovaraju vlastitim modovima titranja. Oznacimo li vliastite modove s A i B te
koriste¢i oznake

ko1 my

—~o =1 A=(1+k—p)?+4pu,
P w= ( ) "

kvadrate frekvencija titranja i omjere kompleksnih amplituda moZemo izraziti kao

k PO 1
wi,BZQ—;i<1+K+M:F\/E>, (AQ/Al)A'B:§<1+K—/J,:|:\/E).

S obzirom da vrijedi A > 0, moZe se pokazati da takoder vrijede odnosi
O<w,24<w25 [ (A\Q/A\l)B<O<(A\2/A\1)A-

U vlastitom modu A imamo manju od dvije vlastite frekvencije te pozitivan omjer Ag//ﬁl, Sto znadi da
u tom modu tijela titraju u fazi. U vlastitom modu B sustav titra ve¢om frekvencijom, a negativan
omjer Ax/A1 nam govori da tijela titraju u protufazi.
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Zadaci

Z.6.1: Objesimo li uteg o oprugu br. 1 ona se produlji za Ax; = 4cm. Objesimo li isti uteg o oprugu
br. 2 ona se produlji za Ax, = 6cm. Odredi periode kojima bi taj uteg titrao (a) kad bi bio objesen na
oprugu 1 i kad bi bio objesen na oprugu 2, (b) kad bismo ga objesili na te dvije opruge spojene u seriju i
(c) kad bismo ga objesili na te dvije opruge spojene paralelno.

Ri: (a) Ti =2m\/Axi/g ~ 0.401s, To = 2m\/Axo/g ~ 0.4915s,
(b) Ts = 2m+\/Ax1 + Axp/g ~ 0.634s,

(c) Tp = 2m\/Bx1bxa/g (Axs + Axp) ~0.311s  [P]

Z.6.2: Uteg je objesen o donji kraj dinamometra i titra duZ uspravne osi. Najmanja i najveca vrijednost
sile koju o¢itavamo na dinamometru tokom titranja su Tmin = 3N i Tmax = 7N, a kruzna frekvencija
titranja iznosi wg = 2w rads~!. Odredi masu utega i amplitudu titranja. (Dinamometar moZemo smatrati
oprugom zanemarive mase.)

Rj: m= (Tmax + Tmin)/29 = 0.510kg, A= gw(;Q(Tmax — Tmin)/(Tmax + Tmin) = 9.94cm  [P]

Z.6.3: Najvedi iznos brzine koju Cestica postiZe pri harmonijskom titranju je Vmax = 5 cms™!, a najvedi

iznos akceleracije koju postiZe je amax = 10 cms—2. Odredi amplitudu A i kruZnu frekvenciju titranja wp.
Zatim odredi iznos brzine u trenutku u kojem otklon Cestice od ravnoteznog (sredidnjeg) poloZaja iznosi
x=A/2.

Ri: Wo = amax/Vimax = 2rads™, A= V2 /amax = 2.5CM, Vy_a/2 = VmaxV/3/2 ~ 4.33cms™ ! [P]

Z.6.4: Tijelo mase m; = 3kg poloZeno je na tijelo mase m, = 2kg koje je s pomocu opruge konstante
k =5 x 103N m~! oslonjeno o ¢vrsto tlo. Odredi najvec¢u amplitudu titranja sustava pri kojoj ne dolazi
do medusobnog odvajanja tijela my i mo.

Rit Amax = g(m1 +my)/k ~0.98cm  [P]

Z.6.5: Cestica mase my i Eestica mase my povezane su oprugom konstante k. Odredi kruznu frekvenciju
titranja tog sustava.

ma k my
Ri: wo = vk(mi+ mp)/mima  [P]

Z.6.6: U nepomi¢nom, s obje strane zatvorenom, toplinski izoliranom cilindru, nalazi se pomi&ni klip
mase m = 3kg i povréine popre¢nog presijeka S = 10cm? (vidi sliku). Sa svake strane klipa nalazi se
jednaka koli¢ina idealnog plina adijabatske konstante v = 1.4. Kada je klip u ravnoteznom stanju, plin s
jedne i plin s druge strane klipa iste su temperature te svaki zauzimaju obujam V4 = 5dm? pri tlaku od
po = 2 x 10° Pa. Pretpostavljaju¢i da je proces saZimanja i irenja plina adijabatski, a to zna&i da vrijedi
pVY = poV', odredi frekvenciju malih titraja klipa oko ravnoteZnog poloZaja. (Za € < 1 moZe se koristiti
razvoj (1 £ €)® ~ 1+ ae.)



http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/masenaoprugama.pdf
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7
po.Vo | m | po, Vo
7
Rj: wo = v/2poyS2/mVy ~ 6.11rads™*
Z.6.7: Cestica mase m giba se u x, y-ravnini pod djelovanjem sile F = —k (xX + 4y ¥), a pustena je u

gibanje iz mirovanja u tocki rg = xgX + yoy. Napisi putanju Cestice u obliku y[x] te ju skiciraj. Zatim
odredi najvecu vrijednost iznosa brzine koju &estica postiZze tijekom gibanja.

Ri: ¥[x] = yo (2x3/x5 — 1), Vmax = wo(x§ + 16¥8)/8y0 za x5 /16y3 < 1, Vimax = Woxo za x3 /16y > 1

Z.6.8: Otklon Cestice koja priguseno titra opisujemo izrazom x[t] = Ae 0t cos[wt+¢@]. Odredi konstante
A > 0 (amplitudu u t = 0) i ¢ (poCetnu fazu) ako u trenutku t = O Cestica ima brzinu x = vy > 0 pri
otklonu x = xg > 0.

Rj: ¢ = arctan[— (6 + vo/x0)/w] € [-7/2,0], A= x0y/1+ ((6 + vo/x0)/w)?

Z.6.9: Cestica prigugeno titra duz x-osi. Koordinate triju uzastopnih krajnjih polozaja cestice (poloZaji pri
kojima brzina Cestice is¢ezava) su x; = 20cm, x, = 5.6cm i x3 = 12.8cm. Odredi koordinatu ravnoteZnog
poloZaja.

Ri: Xeo = (x1x3 — X3)/(x1 — 2x2 + x3) = 10.4cm  [P]

Z.6.10: Cestica koja prigugeno titra s logaritamskim dekrementom priguéenja A = 0.002 pustena je u
gibanje iz mirovanja pri otklonu xg = 1cm u odnosu na ravnotezni polozaj. Odredi ukupni put koji ¢e
Cestica prije¢i do “konacnog zaustavljanja”.

Ri: s=x0 (—1+2/(1 —e??)) ~4x /X ~20m

Z.6.11: Muzitka vilica u zraku titra frekvencijom f = 440Hz, a amplituda titranja joj se smanji na
jednu polovinu poZetne vrijednosti u vremenu 7y, = 4s. Odredi koliko bi se smanjila frekvencija titranja
iste vilice kada bi ona titrala u sredstvu zbog kojeg bi se amplituda smanjila na jednu polovinu u vremenu
'rl’/2 = 3s.

Ri: Af = f/ = f = (In2)2(1;7 = 7{,7%) /87 ~ —6.72 x 107" Hz

Z.6.12: Kiriti¢no priguseni oscilator vlastite frekvencije wg pokrenut je u gibanje iz ravnoteZznog polozaja
pocetnom brzinom iznosa vo. Odredi najvecéi otklon koji ¢e ovaj oscilator posti¢i. Zatim odredi najvedi
iznos brzine koji ¢e oscilator posti¢i tijekom povratka iz najjace otklonjenog u ravnotezni polozaj.

i _ _ 2
RJ: Xmax = Vo/ewo, Vmax = VO/e

Z.6.13: Mornaricki top (16" /50 Mk VII) &ija je masa M = 120t ispaljuje projektil mase m, = 1t brzinom
iznosa v, = 800ms~t. Ovjes topa dopu&ta topu da se on, po ispaljenju projektila, pomakne unazad i
time ublaZi djelovanje “povratnog udarca” na konstrukciju broda. Ovjes je podesen tako da se top pona%a
kao kriti¢no priguseni oscilator. Odredi vrijeme koje protjece od ispaljenja projektila do trenutka u kojem
se top nalazi u najjace otklonjenom polozaju ako udaljenost tog poloZaja od ravnoteZnog polozaja topa
iZnosi Xmax = 1.5 m. Zatim odredi najvedi iznos sile kojom top nakon ispaljenja projektila djeluje na brod.

Ri: t = eMxmax/MpVp =~ 0.61255, Frax = 2(mMpvp)?/€Mxmax =~ 2.61 x 10°N

Z.6.14: Kuglica mase m = 129 i polumjera r = 1cm vezana je oprugom za &vrsto uporiste tako da
kutna frekvencija njenog nepriguenog titranja iznosi wp = 2mrads~t. Odredi logaritamski dekrement
priguenja, frekvenciju prigusenog titranja te rezonantnu frekvenciju tog oscilatora kada je on uronjen u
ulje viskoznosti n = 0.4 Pas. (Silu otpora pri gibanju kuglice kroz ulje opisati Stokesovim zakonom.)

Ri: X = 27 ((wom/3mnr)? — 1)_1/2 ~ 3.63,


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/anja.pdf
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w= \/w(z) — (3mr/m)2 ~ 5.44rads™ 1,
Wrey = \/wg —2(3mnr/m)2 ~ 4.44rads™!

Z.6.15: Na jednom kraju opruge konstante k pri¢vrséeno je tijelo mase m. Drugi kraj opruge, pod
utjecajem vanjske sile, titra duz osi opruge amplitudom R i frekvencijom wp. Odredi amplitudu titranja
mase m te najvedi iznos produljenja opruge do kojeg dolazi tijekom gibanja ovog sustava.

Ri: wg=k/m, A= R/|1 — (wp/wo)?|, (AL)max = R/|1 — (wo/wp)?|

Z.6.16: Kad na priguseni oscilator djeluje vanjska harmonijska sila amplitude F, i frekvencije jednake
rezonantnoj frekvenciji oscilatora, on titra amplitudom A,,. Kad na isti oscilator djeluje vanjska sila
nepromijenjene amplitude F,, ali frekvencije koja je znatno niZa od rezonantne frekvencije (teZi u nulu),
oscilator titra amplitudom Ag. lzrazi logaritamski dekrement prigusenja oscilatora s pomocu omjera g =
Arez./AO-

Ri A =2m/ (1= VI=a2)/(1+ VI=a2)

Z.6.17: Ovjes (opruge i amortizeri) automobilske prikolice mase m = 200kg podesen je tako da se
ona, kad nije opterecena, ponasa kao kriti¢no priguseni oscilator. Odredi rezonantnu frekvenciju prikolice
opterecene teretom mase M = 400 kg ako se ona pod tim optere¢enjem spusti za H = 10cm. (Prikolicu
s teretom shvacamo kao masu m + M oslonjenu na oprugu s prigusenjem.)

Ri: Wrez. = (M/(M + m))\/(g/H)(1 — m/M) ~ 4.67rads™!

Z.6.18: Automobil se kre¢e po neravninama koje moZemo opisati visinom y[x] = H cos[2mx/\], gdje
je x vodoravna koordinata poloZaja, H = 2cm je “"amplituda”, a X je “valna duljina” neravnina. Ovjes
automobila ima g = 5 puta slabije prigusenje od onoga koje bi odgovaralo kriti€nom prigusenju. Odredi
amplitudu titranja automobila duZ uspravne osi kada se on krece brzinom pri kojoj dolazi do rezonancije.
(Automobil shvacamo kao masu oslonjenu na oprugu s prigusenjem.)

Rj: A = (H/2) (q2/\/q2 - 1) ~ 5.103cm
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7 Mehanicki valovi

Pomaknemo li Cestice nekog elasti¢nog sredstva (materijala) iz njihovog ravnoteZnog poloZaja i pustimo
li ih u gibanje, poremecaj ravnoteZe se prenosi na susjedne &estice, a s vremenom on moZze, putujudi
sredstvom, prevaliti zna¢ajne udaljenosti. Pojavu putovanja poremecaja ravnoteznog poloZzaja Cestica
elasti¢nim sredstvom zovemo valnim gibanjem ili jednostavno valom. U ovom poglavlju ¢emo upoznati
transverzalni val na napetom uZetu, longitudinalni val u tankom %tapu ili u fluidu (zvuk), te niz opcih
svojstava valnih gibanja.

7.1 Opcenito o valnom gibanju

Slika prikazuje izvor koji u pravilnim vremenskim razmacima At izaziva poremecaj ravnoteznog polozaja
Cestica elasti¢nog sredstva. Taj poremecaj putuje sredstvom brzinom iznosa v.

\'}

/

o)))(—> o

Ar Prijamnik

Valne fronte su zamisljene plohe koje su okomite na smjer putovanja vala i kreu se sredstvm prateci
njegovo putovanje. Valne fronte su na gornjoj slici prikazane segmentima kruznica &ije je srediste u izvoru
vala. Udaljenost promatrane valne fronte od izvora iznosi r = vt, gdje je v brzina kojom val putuje,
odnosno brzina same valne fronte, a t vrijeme koje je proteklo od trenutka u kojem se valna fronta pocela
putovati. Razmak medu susjednim valnim frontama je Ar = v At.

\'}

Harmonijski val:  Kad izvor harmonijski titra frekvencijom w izazivajuéi otklon Cestica sredstva od
njihovog ravnoteznog poloZaja koji je razmjeran izrazu coswt, prijamnik u svojoj okolini opaZa titranje
Cestica istom frekvencijom w. Zbog prostorne udaljenosti r izmedu izvora i prijamnika, prijamnik opaZa
titranje uz “kadnjenje u vremenu” u iznosu r/v, koje odgovara trajanju putovanja valne fronte od izvora
do prijamnika. Slijedi da prijamnik opaZa titranje razmjerno izrazu

cosw(t — r/v)] (7.1)

koji opisuje prostornu i vremensku ovisnost otklona &estica sredstva od njihovog ravnoteZnog poloZaja
izazvanog harmonijskim titranjem izvora. Takav val nazivamo harmonijskim valom.

Intenzitet i amplituda harmonijskog vala: Intenzitet harmonijskog vala je veli¢ina koja govori o koli¢ini
energije koja u jedinici vremena prolazi jedinicnom povrsinom okomitom na smjer u kojem val putuje, a
kako je energija harmonijskog titranja razmjerna kvadratu amplitude titranja, isto vrijedi i za intenzitet
vala. Ukupna snaga vala je integral intenziteta vala po povrsini valne fronte, odnosno u jednostavnom
slu¢aju kad je intenzitet svuda na valnoj fronti jednak, snaga je umnoZzak intenziteta | ukupne povrsine
valne fronte. Nadalje, pretpostavimo |i da izvor titra stalnom amplitudom i frekvencijom te zanemarimo
li gubitke mehanic¢ke energije koji su u stvarnosti prisutni, ukupna snaga vala mora biti jednaka na svim
valnim frontama, odnosno na jednoj odabranoj valnoj fronti tijekom njena putovanja kroz sredstvo. Na
osnovi geometrije sredstva kroz koje val putuje mozemo zakljuditi sljedece:

e 3D: Kad val putuje iz nekog malenog izvora jednakom brzinom u svim smjerovima u prostoru, valna
fronta je sfera &ija je povrSina razmjerna kvadratu njene udaljenosti od izvora vala. Kako bi ukupna
snaga vala bila neovisna o udaljenosti, intenzitet vala u ovom slu¢aju mora biti obrnuto razmjeran
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kvadratu udaljenosti od izvora, dok amplituda vala mora biti obrnuto razmjerna samoj udaljenosti,

1 1
ﬁ, AO(?

|
2D: Kad val putuje u sredstvu s dvije prostorne dimenzije, kao sto je to povrsina tekuéine ili mem-
brana bubnja, povr3ina valne fronte je razmjerna polumjeru kruznice odnosno udaljenosti valne fronte
od izvora. Kako bi ukupna snaga bila neovisna o udaljenosti od izvora, intenzitet mora biti obrnuto
razmjeran udaljenosti, a amplituda mora biti obrnuto razmjerna korijenu iz udaljenosti,

1
[ x —, Ax —.
r Vr
1D: Kad val putuje jednodimenzionalnim sredstvom, npr. napetim uZetom ili plinom u cijevi, valne
fronte pri svim udaljenostima imaju jednaku povrdinu. U tom su slucaju intenzitet i amplituda vala
neovisni o prevaljenoj udaljenosti,

| = konst., A = konst.

7.2 Transverzalni val na napetom uzetu

Transverzalni val je valno gibanje pri kojem se Cestice sredstva gibaju u smjeru koji je okomit na smjer
u kojem putuje valni poremecaj. Takav val moZe, na primjer, putovati napetim uzetom.

Napeto uZze moZemo prikazati kao niz elemenata duljine Ax i mase Am. Veli¢inu 4 = Am/Ax zovemo
linijskom gusto¢om mase uZeta. Uzimamo da je uZe u ravnoteZznom stanju napeto silom iznosa 7. Slika
prikazuje transverzalni valni poremecaj koji duZ takvog uZeta putuje s lijeva nadesno. UZe je prikazano u
nizu trenutaka u vremenu.

y

Usporedbom poloZaja elemenata uZeta u uzastopnim trenucima vremena vidi se da oni prilikom prolaska
valnog poremecaja nakratko napustaju svoj ravnotezni poloZaj, a potom se u njega vracaju.

Jednadzba gibanja transverzalnog vala na napetom uZetu (valna jednadzba): Transverzalni

otklon elementa uZeta od njegovog ravnoteZnog poloZaja mozemo opisati funkcijom y|[x, t], gdje je x
koordinata poloZaja na uZetu, a t je trenutak u vremenu. Primjenom Newtonovog zakona (vidi nize)
pokazuje se da funkcija y[x, t] zadovoljava jednadZbu gibanja

02 T 82

— Ewy[x, t] =0, (7.2)
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koju jo$ moZemo krace zapisati kao

T Am
- 2.1 2

J— V — Ov V = St = =~ 0 73
y— vy m b= (7.3)
pri ¢emu tockice oznacavaju parcijalno deriviranje po vremenu, crtice oznacavaju parcijalno deriviranje
po x-koordinati, T je napetost, a w je linijska gustoca mase uZeta. Vidjet ¢emo da parametar

v =4/ T /u odgovara brzini kojom valni poremecaj putuje uZetom.

Putujuci val kao opce rjesenje valne jednadzbe: Bilo koja funkcija koordinate poloZaja x i vremena
t koju mozemo napisati u obliku
yIx, t] = f[x £ vt], (7.4)

gdje je f funkcija jedne varijable, rjeSenje je valne jednadzbe (7.3).

Tvrdnju dokazujemo uvrstavanjem (7.4) u (7.3). Odaberemo li pozitivan predznak u argumentu funkcije,
f[x + vt], valni poremecaj &iji je oblik odreden odabirom funkcije f krece se ulijevo brzinom iznosa v.
Odaberemo li negativan predznak, f[x — vt], isti se valni poremecaj krece brzinom iznosa v udesno. Kako
bi rje3enje imalo smisla, funkcija f mora biti “razumnog oblika”, $to znaci da mora biti glatka i ogranic¢ena.

Izvod valne jednadzZbe za transverzalni val na napetom uZetu: UZe linijske gusto¢e mase i napetosti
T prikazujemo kao beskona&ni “lanac Cestica” koje su razmaknute za Ax, &ije su mase Am = ulAx i koje
su povezane oprugama &ija je napetost T. Pretpostavljamo da se Cestice mogu gibati u transverzalnom
smjeru, a otklon /-te Eestice od njenog ravnoteZnog poloZaja oznatavamo s y;. Slika prikazuje dio takvog
lanca Cije su Cestice otklonjene iz poloZaja ravnoteze.

JednadZba gibanja i-te Cestice moZe se napisati kao

Yi —Yig1 T Yi —Yi—1

Ax Ax '
gdje su ¢lanovi na desnoj strani transverzalne komponente sila kojima opruga s desne i opruga s lijeve strane
I-te Cestice djeluju na j-tu Cesticu. Pri racunanju transverzalnih kompnenata tih sila pretpostavljamo da su
kutevi koje opruge zatvaraju s x-osi maleni, $to nam dopusta da sinuse tih kuteva zamijenimo tangensima
te da zanemarimo povecanja napetosti opruga izazvana njihovim produljenjem. Koriste¢i Am = ulAx
jednadZba gibanja se moZe sazetije napisati kao

Amy; =-T (7.5)

i = T Yier —2yi+vyia
ATV

a pretpostavimo li da se transverzalni otklon bilo koje Eestice lanca moZe opisati glatkom funkcijom y|x, t]
Ciji su argumenti x-koordinata &estice i vrijeme t, gornja jednadzba gibanja moZe se napisati u obliku

(7.6)

6 T oyl Bx, ] = 2y, ] + ylx — Ax, 1]
a (Ax)? '

(7.7)
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Prepoznajemo da je limes razlomka na desnoj strani kad Ax — 0 druga (parcijalna) derivacija funkcije
y[x, t] po x-koordinati u to¢ki x = x;.” Time dobivamo upravo jednadZbu gibanja (7.3).

7.3 Longitudinalni val u tankom stapu ili u fluidu

Longitudinalni val je val koji putuje u istom smjeru u kojem se odvija i titranje Cestica oko njihovog
ravnoteZnog poloZaja. Longitudinalni val moZe putovati, na primjer, duz tankog elasti¢nog stapa ili fluidom
(plinom ili stla¢ivom tekuc¢inom) u krutoj cijevi.

Tanki elasti¢ni $tap nacinjen od materijala gustoce p i Youngovog modula elasti¢nosti E moZemo shvatiti
kao niz elemenata jednake ravnoteZne duljine Ax. Ako je S povrsina popretnog presijeka Stapa, masa
elementa Stapa je Am = pSAx, a pri longitudinalnom sazimanju i rastezanju element Stapa se pona%a kao
opruga konstante
SE
k=—.
Ax
(vige o tzv. vlatnom naprezanju materijala vidi u poglavlju 10.2). Slika prikazuje elemente Stapa duZ kojeg
longitudinalni val putuje udesno u nizu trenutaka u vremenu.

(7.8)

t=0 | E,p
I T 1T T 17— JJ)JJJ T T T T 1T JJJJJ T T 71 — X
t= At |
I 7 1 7 T 7 T 7T J)JJ 7T J 7T 7T 7J 7 7T 77 7T 7]
t = 2At |
D D D I T ) B e s ) ) 1 10 D 0 1 1 1 I I
t = 3At |
I T 1T T T T T 1T 1T T T T J)JT T T T T T T 11

Longitudinalni val dovodi do pomaka elemenata Stapa te do njihovog izobli¢enja. Strelica pokazuje podrugje
Stapa u kojem su njegovi elementi skraeni i zadebljani, a u blizini tog podrucja s njegove lijeve strane nalazi
se podrugje u kojem su elementi Stapa produljeni i stanjeni. Prolaskom vala elementi Stapa se vradaju u
svoj ravnotezni poloZaj te poprimaju svoju ravnoteznu duljinu i debljinu.

JednadZba gibanja longitudinalnog vala (valna jednadZba) u tankom elasti¢cnom stapu: Longi-
tudinalni otklon €estice tankog elasti¢nog $tapa od njenog ravnoteZznog polozaja opisujemo funkcijom
&[x, t], gdje je x koordinata ravnoteZnog poloZaja Cestice, a t je vrijeme. Ozna&imo li s x’ koordinatu
polozaja te Cestice u nekom trenutku, mozemo napisati

x = x'=x+€&[x, t]. (7.9)

"Prva derivacija funkcije f[x] u to¢ki x = xo definirana je s

F[x0] = dixf[x] — i flxo + Ax/2] — flxo — Ax/2].

_ Ax—0 Ax
=Xp

Druga derivacija funkcije f[x] u x = xp je prema tome

ool = S| = i TR0t A Pbo B2y, ot A 2] £ flo A

o Bxo0 Ax Ax—0 (Ax)?
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Kad se radi o tankom $tapu nacinjenom od elasti¢nog materijala Youngovog modula E i gustoce p,
funkcija £[x, t] zadovoljava jednadZbu gibanja

0° E &°

koju zovemo valnom jednadzbom longitudinalnog vala, a skracdeno ju zapisujemo kao
E-v¢"=0, vV=— (7.11)

U ravnoteZnom stanju Stapa moZe biti pristuna napetost Ty bilo kojeg predznaka, ali ona se ne
pojavljuje u jednadzbi gibanja jer ne utjeCe na transverzalno valno gibanje u Stapu.

Uocavamo da je valna jednadZba longitudinalnog vala matematicki istovjetna valnoj jednadzbi transver-
zalnog vala (7.3), a to znaci da je val koji putuje brzinom iznosa v,

&[x, t] = flx £ vt], (7.12)

njeno opce rjesenje.

Longitudinalni val u fluidu: Gibanje longitudinalnog vala u dugatkom stupcu fluida, npr. u krutoj cijevi,
sli¢no je gibanju longitudinalnog vala u tankom Stapu, ali s tom razlikom $to popre€no Sirenje i sazimanje
stupca fluida nije prisutno. Element fluida duljine Ax i mase Am = pSAx, gdje je p gustoca fluida i S je
povrsina poprec¢nog presijeka stupca fluida, ponasa se poput opruge Cija je konstanta

,_SB

= (7.13)

gdje je B volumni modul stlacivosti fluida (vise o tlatnom naprezanju materijala vidi u poglavlju 10.3).
Valna jednadzba poprima oblik (7.11), pri &emu je brzina vala dana izrazom

Ve = —. (7.14)

Izvod valne jednadzbe longitudinalnog vala: Elasti¢ni Stap ili stupac stlacivog fluida gustoce p i povrsine
popre¢nog presijeka S duz kojeg putuje longitudinalni val prikazujemo kao lanac Cestica povezanih opru-
gama. Uzimamo da su &estice u ravnoteZnom stanju razmaknute za Ax Sto znaci da je njihova masa
Am = pSAx. Opruge kojima su estice povezane tada imaju konstantu k danu izrazom (7.8) ili izrazom
(7.13), ovisno o tome radi li se o stapu ili o stupcu fluida. Otklon /-te Cestice od njenog ravnoteZnog
polozaja opisujemo koordinatom &;. Slika prikazuje dio takvog lanca u njegovom ravnoteZnom stanju.

k k k k
10000004 @ ¢ 0000002 @ ¢ 0000004 @ 10000009

I —— gi—l I E—— g/ R E—— gH—l
0 0 0

Jednadzba gibanja i-te Cestice glasi
Am&; = —k(& — &ip1) — k(& — &), (7.15)

gdje clanovi na desnoj strani proizlaze iz sila kojima opruga s desne i opruga s lijeve strane i-te Cestice
djeluju na /-tu Cesticu. U lancu osim sila izazvanih longitudinalnim pomacima ¢estica moZe biti prisutna i
ravnoteZna sila napetosti lanca Ty (ona moZe biti pozitivna ili negativna), medutim ona se ne pojavljuje
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u jednadZbi gibanja jer na Cesticu lanca djeluje jednakom jako%¢u s lijeva i s desna pa se njeno djelovanje
ponistava. Koriste¢i Am = pSAx te izraz (7.8) za konstantu opruge (alternativho moZze se koristiti (7.13))
gornju jednadZbu moZemo napisati u obliku

_E i 2646
b (Ax)? ’

& (7.16)

a pretpostavimo li da se otklon Cestice od njenog ravnoteZnog polozaja moZe opisati glatkom funkcijom
&[x, t], gdje je x koordinata ravnoteznog poloZaja Cestice, a t je vrijeme, jednadZba gibanja poprima oblik

02 _E €[x + Ax, t] — 2€[x;, t] + €[x — Ax, 1]
aetetd=7 (Bx)? '

(7.17)

Prepoznamo li da je razlomak na desnoj strani u limesu kad Ax — 0 druga parcijalna derivacija funkcije
f[x, t] po koordinati x u tocki x = x;, dobivamo jednadzbu gibanja (7.11).

Sila i tlak pri longitudinalnom valnom gibanju: Silu F koja djeluje s lijeve strane na Cesticu mase Am
mozemo izraziti s

SE

E(ﬁi—&el) = —To+ SE¢[x, t], (7.18)

Fr=-To— k(& —&i-1) = —To —
gdje je Tp ravnoteZna napetost lanca, a konstantu opruge k smo izrazili koristenjem relacije (7.8) koja vrijedi
za element tankog 3tapa. U posljednjem koraku smo prepoznali da u limesu Ax — 0 omjer (&, —&;_1)/Ax
odgovara derivaciji funkcije £[x, t] po x-koordinati. Podijelimo li tu silu povrsinom poprecnog presjeka

Stapa S dobivamo tlak

F. T
S =2 -E¢x,t]=po— E€¢[x, 1], (7.19)
S S
gdje tlak pgp = —To/S proizlazi iz ravnoteZne napetosti lanca (pozitivna ravnotezna napetost Ty podrazu-
mijeva negativan ravnotezni tlak pg), dok &lan —E £’[x, t] opisuje promjenu tlaka u odnosu na ravnoteznu

vrijednost izazvanu longitudinalnim valnim gibanjem.

p:

lzraz za silu (7.18) i izraz za tlak (7.19) izvedeni su koristenjem relacije (7.8) koja vrijedi za element
tankog $tapa. Da smo koristili relaciju (7.13) koja vrijedi za element fluida u cijevi dobili bismo izraze istog
oblika, ali bi se na mjestu Youngovog modula E nalazio modul stlacivosti fluida B.
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7.4 Superpozicija valova i refleksija na ¢vrstom i slobodnom kraju sredstva

Princip superpozicije valova: Bilo koje valno gibanje koje je dopu$teno u nekom sredstvu, moZe se u
istom sredstvu odvijati istovremeno s bilo kojim drugim valnim gibanjem koje je u tom sredstvu dopusteno.
Istovremenu prisutnost razli¢itih valnih gibanja u istom sredstvu zovemo superpozicijom valova.

Matemati¢kim rjecnikom, bilo kojem rjeSenju valne jednadZbe oblika (7.3) ili (7.11) moZemo dodati (su-
perponirati) bilo koje drugo njeno rjesenje, a da zbroj rjesenja i dalje bude rjesenje iste valne jednadzbe.
To svojstvo je posljedica linearnosti valnih jednadzbi.

Princip superpozicije omogucuje nam da niz valnih pojava objasnimo na jednostavan nacin. Medu njima
su i pojave refleksije vala na u¢vrséenom i na slobodnom kraju sredstva.

Refleksija vala na ¢vrstom kraju sredstva: Pona%anje transverzalnog vala opisanog funkcijom y[x, t] pri
¢vrstom kraju sredstva u x = xg opisujemo tzv. rubnim uvjetom ¢vrstog kraja koji glasi

ylx, t] e Y[xo. t] =0, (7.20)

a odrazava zahtjev da je Cestica pri ¢vrstom kraju sredstva nepomi¢na. PonaSanje longitudinalnog vala pri
¢vrstom kraju sredstva opisujemo rubnim uvjetom istog oblika uz zamjenu y|[x, t] s £[x, t]. Transverzalni ili
longitudinalni val koji se giba kroz podru¢je x < 0 brzinom iznosa v udesno prema ¢vrstom kraju sredstva
u x = 0 mozemo opisati funkcijom f[x — vt]. Sam po sebi taj val ne zadovoljava rubni uvjet ¢vrstog kraja,
ali pozivajuci se na princip superpozicije mozemo mu dodati val —f[—(x 4 vt)] koji je istog oblika, ali ima
suprotni predznak i giba se u suprotnom smjeru. Time nastaje val

yIx, t] = flx — vt] — f[—(x + vt)] (7.21)

koji u svim trenucima vremena zadovoljava rubni uvjet ¢vrstog kraja (7.20) u x = 0. Slika prikazuje
superpoziciju (7.21) u nekoliko uzastopnih trenutaka u vremenu.

X =

Promatramo li val (7.21) u podrugju x < 0, moZemo ga shvatiti kao superpoziciju upadnog vala f[x — vt] i
vala —f[—(x+ vt)] koji je nastao refleksijom u Evrstom kraju pri x = 0. UoZavamo da refleksijom nastaje
val istog oblika, ali suprotnog predznaka, u odnosu na upadni val.

Refleksija vala na slobodnom kraju sredstva: Kad se radi o transverzalnom valu na napetom uZetu, slo-
bodan kraj uZeta podrazumijeva njegovo slobodno gibanje u transverzalnom smjeru, dok u longitudinalnom
smjeru kraj uZeta mora biti (na neki nacin) ucvrscen kako bi se osigurala napetost uZeta T neophodna
za transverzalno valno gibanje. Pritom nagib funkcije y[x, t] koja opisuje otklon uZeta pri slobodnom
kraju mora biti jednak nuli jer bi u protivnom na element mase Am — 0 koji se nalazi na samom kraju
uZeta djelovala transverzalna sila pribliznog iznosa Ty’[x, t], a time bi taj element poprimio akceleraciju
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Ty'[x, t]/Am koja teZi u beskonatno, a to nije dopusteno. Zbog toga ponasanje transverzalnog vala pri
slobodnom kraju sredstva u x = xg opisujemo tzv. rubnim uvjetom slobodnog kraja koji glasi

ay|[x, t]

_ _
ox b y'[x0, t] = 0. (7.22)

Kad se radi o longitudinalnom valu, rubni uvjet slobodnog kraja ima nepromijenjen oblik uz zamjenu y[x, t] s
&[x, t]. On takoder proizlazi iz opazanja da akceleracija Cestice mase Am — 0 na slobodnom kraju sredstva
ne moZe biti beskonacna. Sila koja djeluje na tu Cesticu dana je izrazom (7.18) te je akceleracija Cestice
—E¢&'[x, t]/Am, a kako bi u limesu Am — 0 akceleracija ostala konatna, mora vrijediti [, t] — 0.

Val f[x — vt] koji se kroz podru¢je x < 0 giba udesno prema slobodnom kraju sredstva koji se nalazi pri
x = 0 sam po sebi ne zadovoljava rubni uvjet slobodnog kraja (7.22). Medutim, dodamo li tom valu val
f[—(x + vt)] koji je istog oblika i predznaka, a giba se u suprotnom smjeru, dobivamo val

yix, t] = flx — vt] + f[—(x + vt)] (7.23)

koji u svim trenucima vremena zadovoljava rubni uvjet slobodnog kraja (7.22) u x = 0.

t=—At
t=20
t=At

X =

Promatramo li val (7.23) u podrugju x < 0, moZemo ga shvatiti kao superpoziciju upadnog vala f[x — vt]
i reflektiranog vala f[—(x + vt)]. Uotavamo da pri refleksiji na slobodnom kraju reflektirani val zadrzava
oblik i predznak upadnog vala.
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7.5 Putujudi i stojni harmonijski val

Putujuci harmonijski val je putujudi val u kojem Cestice elasti¢nog sredstva harmonijski titraju, bilo u
transverzalnom, bilo u longitudinalnom smjeru.

Amplituda, valni broj i faza putuju¢eg harmonijskog vala: Transverzalni harmonijski val koji putuje duz
osi x 1 Cije Cestice titraju frekvencijom w > 0 moZemo opisati izrazom

y[x, t] = A cos [ kyx —wt + ], (7.24)
(faza)

gdje A > 0 amplituda titranja, a kx je tzv. valni broj. Argument funkcije cos zovemo fazom vala, a
konstantu ¢ zovemo pocetnom fazom pri x = 0 u trenutku t = 0. Fazu jos moZemo napisati u obliku

(faza) = ky <x - ﬁt> +¢ (7.25)
kx
iz ega, u skladu s izrazom (7.4), slijedi da val (7.24) putuje duz osi x brzinom

Ako je valni broj k, pozitivan, val putuje u pozitivnom smjeru osi x, a ako je ky negativan, val putuje u
suprotnom smjeru.

Na istovjetan na&in napisali bismo i pomak £[x, t] pri longitudinalnom valnom gibanju.

Valna duljina i period harmonijskog vala:  Pri titranju harmonijskog vala (7.24) moZemo prikazati
ovisnost otklona Cestica o prostornoj koordinati x u odabranom trenutku vremena, a mozemo prikazati
i vremensku ovisnost otklona odabrane Cestice. Lijeva slika prikazuje harmonijski val (7.24) u trenutku
t = 0, a desna slika prikazuje titranje Cestice koja se nalazi pri x = 0. Zbog jednostavnosti smo uzeli
pocetnu fazu jednaku nuli, ¢ = 0.

y yIx, t = 0] = Acos[kyX] y y[x =0, t] = Acos[wt]

N NNy,
\/ 27r=/kx \/ \/ o \/

I A I T 1

Kako duZ prostorne osi, tako i u vremenu, uotavamo ocekivanu periodi¢nost. Period

2T
A= |— 7.27
et (7.27)
duZ prostorne osi zovemo valnom duljinom harmonijskog vala. Period duZ vremenske osi je
2m
T=—. 7.28
- (7.28)
Koristenjem (7.26), iz gornjih dviju jednadzbi slijedi
A
= = || (7.29)

T
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Primjer 7.5.1: Razli¢iti nacini izraZavanja faze harmonijskog vala

Fazu harmonijskog vala (7.25) moguce je napisati na niz istovjetnih, ali na prvi pogled razlicitih
nacina. Na primjer, koristenjem iznosa valnog broja k = | k| i iznosa brzine v = |vy| te uzimajuéi zbog
jednostavnosti ¢ = 0, fazu mozemo izraziti kao

X t
faza) = k t=2m(~-F =],
(faza) X Fw s <)\ F T>
gdje gornji predznak odgovara putovanju vala u pozitivnom smjeru osi x, dok donji predznak odgovara
putovanju vala u suprotnom smjeru.

Nadalje, veli¢inu w koju u ovom tekstu zovemo jednostavno frekvencijom, morali bismo punim imenom
zvati kutnom frekvencijom (engl. angular frequency). Ona govori o promjeni faznog kuta u jedinici
vremena i odgovara joj mjerna jedinica 1rads™!. Za iskazivanje iste veli¢ine koristi se i veli¢ina koju
takoder zovemo frekvencijom, obi¢no ju obiljeZavamo simbolom f ili v (gréko slovo “ni"), a koja nam
govori o broju ciklusa koje oscilator napravi u jedinici vremena. Ako je period titranja T = 27/w,
onda vrijedi f = 1/T. Mjerna jedinica za frekvenciju f je 1 Hz = 1s~!. Dvije frekvencije povezane su
relacijom
w = 27f.

To znadi da fazu harmonijskog vala mozemo susresti i u obliku
(faza) = k(x F vt) = kx F2mft =2m (x/AF ft).

Opcenito, pri Citanju izraza koji opisuju fazu harmonijskog vala potrebno je, uz mnogo paznje, iz
konteksta razotkriti to¢no znacenje svih simbola.

Stojni harmonijski val: Kad se dva transverzalna ili longitudinalna harmonijska vala jednake frekvencije
i amplitude putuju istim sredstvom u suprotnim smjerovima, njihovom superpozicijom nastaje gibanje u
kojem viSe ne prepoznajemo gibanje vala u jednom ili u drugom smjeru, vec isklju¢ivo transverzalno ili longi-
tudinalno titranje Cestica oko njihovog ravnoteznog poloZaja. Takvo gibanje zovemo stojnim harmonijskim
valom.

Superpoziciju dvaju harmonijskih valova valne duljine A\ = 27/k, frekvencije w i amplitude A/2, koji putuju
u suprotnim smjerovima, mozemo napisati kao

A A
yix, t] = 5 coslkx — wt] + > cos[kx + wt] = --- = Acos kx coswt. (7.30)

U konacnom izrazu, faktor coswt govori o tome da Cestice titraju frekvencijom w, dok faktor Acos kx
govori o tome da amplituda titranja ovisi o x-koordinati.

Valna duljina, ¢vorovi i brjegovi stojnog harmonijskog vala: Slika prikazuje otklon Cestice od rav-
noteZnog poloZaja pri titranju transverzalnog stojnog vala opisanog izrazom (7.30). Puna crta prikazuje
otklon Cestica u trenutku t = 0, a isprekidane crte prikazuju otklon u nekim drugim trenucima vremena.

brijeg vy brijeg brijeg
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Uoavamo da je valna duljina stojnog vala, A = 27/k, jednaka valnoj duljini putuju¢ih harmonijskih valova
koji superpozicijom tvore stojni val. Zatim uoavamo da postoje poloZaji pri kojima Cestice niti u kojem
trenutku ne napustaju svoj ravnoteZni poloZaj. Takve tocke zovemo &vorovima stojnog vala. Tocke u
kojima Cestice titraju najve¢om amplitudom zovemo brjegovima stojnog vala.

Stojni harmonijski val u sredstvu s ¢vrstim krajevima: Bilo koji ¢vor stojnog vala moZzemo shvatiti
kao ¢vrst kraj sredstva u kojemu taj stojni val titra. Odaberemo i dva ¢vora stojnog vala i uévrstimo i
sredstvo u tim totkama, stojni val moZe nastaviti titrati u podru¢ju izmedu tih to¢aka na nepromijenjen
nacin, dok sredstvo izvan tog podru¢ja moZemo ukloniti. Na taj smo nacin dobili stojni val koji titra u
sredstvu konacne duljine L s ¢vrstim krajevima. Kad je rije¢ o transverzalnom valu, vjerojatno najpoznatiji
primjer ovakvog gibanja je titranje gitarske Zice.

S obzirom na to da je udaljenost medu ¢vorovima stojnog vala cjelobrojni umnoZzak polovice valne duljine
(vidi gornju sliku), namece se uvjet
A
L:nE, n=1,2 ..., (7.31)
koji povezuje duljinu sredstva L i valnu duljinu stojnog vala A. Na osnovu tog uvjeta mozemo odrediti
dopustene valne duljine A, i frekvencije titranja w, stojnog vala u sredstvu zadane duljine L s &vrstim
krajevima. MoZemo pisati

2L B 8% TV

(7.32)

gdje smo koristili relaciju (??) koja povezuje valnu duljinu X i frekvenciju w harmonijskog vala koji brzinom v
putuje u danom sredstvu. Slika prikazuje titranje stojnog harmonijskog vala u sredstvu s &vrstim krajevima.

P ) Y- J—

n:]‘ >\1—2L, wl:%
n=2 M =L, wy=2w;
n=3 >\3—%L, w3 = 3w1

Primjer 7.5.2: Ugadanje i napetost gitarske Zice

Gitara se obi¢no ugada tako da njena najtanja zica (1E) titra frekvencijom f = 330Hz, uobicajena
duljina titrajuceg dijela Zice na gitari (razmak medu Cvrstim uporistima) iznosi L = 25.5”, a mnogi
gitaristi odabiru najtanju Zicu promjera 2r = 0.01” (1” = 1in = 2.54 x 1072m). Pretpostavljajuci
da je Zica napravljena od €elika (moZemo uzeti p = 7700 kgm~3) procijenit ¢emo silu kojom je ona
napeta.

U osnovnom modu titranja (n = 1) vrijedi

MY, SY: s

gdje smo koristili (7.32) i izraz za brzinu vala na napetom uZetu (7.3), nakon &ega smo linijsku gustocu
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mase napisali kao u = pS = pr?m. |z gornjeg izraza slijedi napetost Zice

T = 4nr’pl?f?
=47 x (1.27 x 107%)2 x (7700 kgm™—2) x (0.648m)? x (3305 1)?
~ 71N.

Stojni harmonijski val u sredstvu sa slobodnim krajevima: Kad se radi o slobodnom kraju elasti¢nog
sredstva podrazumijeva se da u njemu ne dolazi do naprezanja sredstva (materijala). To znadi da se
Cestice na samom kraju sredstva i njima susjedne Cestice otklanjaju podjednako odnosno da funkcija koja
opisuje otklon Eestica na samom kraju mora imati prostornu derivaciju sve vrijeme jednaku nuli. S obzirom
na to da je taj uvjet je zadovoljen pri svakom brijegu stojnog vala, slijedi da bilo koji brijeg stojnog vala
moZemo poistovjetiti sa slobodnim krajem sredstva u kojem titra stojni val. Nadalje, s obzirom na to da
je udaljenost medu brjegovima stojnog vala cjelobrojni umnoZak polovice valne duljine (vidi raniju sliku), a
isto vrijedi i za udaljenost medu &vorovima stojnog vala, izrazi (7.31) i (7.32) koji povezuju duljinu sredstva
(razmak medu krajevima) s valnom duljinom i frekvencijom stojnog vala vrijede bez izmjena i ovdje.

P ) Y- J—

n=1 =20, w ="
n=2 )\2:L, w2:2w1
n=3 >\3:%L, w3 = 3w1

Stojni harmonijski val u sredstvu s jednim &vrstim i jednim slobodnim krajem: Cvor stojnog vala
moZemo shvatiti kao ¢vrst kraj sredstva, a brijeg mozemo shvatiti kao slobodni kraj sredstva u kojem on
titra. Udaljenost L izmedu ¢vora i brijega stojnog vala valne duljine A opcenito se moZe napisati kao
AA
L=n-——, n=12,... 7.33
2 4 ( )
Slijedi da u sredstvu duljine L s jednim &vrstim i jednim slobodnim krajem moZe titrati stojni val ¢ija su
valna duljina i frekvencija dane izrazima

4 2mv 1\ v
Sh_1 Wn = <n 2> T n=12..., (7.34)

gdje je v brzina kojom val putuje sredstvom. Slika prikazuje otklon &estica pri titranju stojnog vala u
sredstvu s jednim Cvrstim i jednim slobodnim krajem.

An
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—— L = Xy/4+ (n = 1)Ap/2 —

n=1 M=4L, w=F
n=2 >\2:%L, w2:3w1
n=23 >\3:%L, (JJ3:5(JJ]_

7.6 Energija i snaga vala

Energija vala sastoji se od kineti¢ke energije Cestica koje se gibaju i od elasti¢ne potencijalne energije
uslijed naprezanja sredstva. Nacelo superpozicije valova omogucuje nam da izraz za energiju putujuéeg
transverzalnog vala na napetom uZetu ili longitudinalnog vala u tankom $tapu ili u fluidu izvedemo na
jednostavan nacin, racunajuc¢i samo kineti¢cku komponentu.

Energija putujuceg vala: Polazimo od vala u kojem je otklon €estica od ravnoteZnog poloZaja dan s
f[x — vt], koji putuje udesno, te &iju energiju E Zelimo odrediti.

Tom valu dodajemo val —f[x + vt] koji putuje u suprotnom smjeru i ofekujemo da superpoziciji valova
odgovara energija 2E.

Takvu superpoziciju smo odabrali zato sto se u trenutku t = 0 otkloni €estica dvaju valova ponistavaju,
§to se jasno vidi iz izraza
ylx, t] = f[x — vt] — f[x + vt] (7.35)

koji za t = 0 daje y[x,0] = 0. S obzirom na to da se u tom trenutku sredstvo nalazi u ravnoteznom
stanju, njegova je potencijalna energija jednaka nuli. Slijedi da se ukupna energija superpozicije, 2E, u
tom trenutku sastoji isklju€ivo od kineti¢ke energije,

2E—/%(y[x,0])2dm, (7.36)

gdje je dm element mase sredstva, a y[x, 0] je njegova brzina u trenutku t = 0. Brzinu Cestica y|[x, 0]
ratunamo iz izraza (7.35), y[x, t] = %y[x, t] = —vf'[x — vt] — vf'[x + vt], 5to za t = 0 daje y[x, 0] =
—2vf'[x]. Konatno, pisuci element mase sredstva kao dm = u dx, gdje je w linijska gustoca mase sredstva,
dobivamo izraz za energiju E putujuceg vala f[x — vt],

E = pv? /(f’[x])zdx. (7.37)

Integracija se provodi po citavom sredstvu ili po onom njegovom dijelu u kojem je prisutno valno gibanje.

Gornje razmatranje vrijedi, kako za transverzalne valove na napetom uZetu, tako i za longitudinalne valove u
tankom Stapu ili u fluidu. Kad se radi o longitudinalnim valovima, linijsku gusto¢u mase sredstva mozemo
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napisati kao u = pS, gdje je p volumna gusto¢a mase sredstva, a S je povrSina njegovog popretnog
presjeka. lzraz za energiju vala tada glasi

E = pS\? /(f’[x])zdx. (7.38)

Srednja linijska gustoca energije putujuceg harmonijskog vala: Energija putuju¢eg harmonijskog vala
(7.24) moze se izraziti s pomocu opceg izraza (7.37), uzmemo li da je f[x] = Acos kx, odnosno f'[x] =
—kAsin kx (zbog jednostavnosti je izostavljen fazni pomak ¢). Izraz za energiju daje

E = uv? /(—kAsin kx)?dx = p,v2/<2A2/sin2 kx dx = pw?A? /s.in2 kx dx, (7.39)

gdje je w linijska gustoa mase sredstva, w = kv je frekvencija, a A je amplituda vala. S obzirom na to
da je srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije jednaka jednoj polovini, srednja linijska gustoca

energije tog vala je
dE 1,
—)== A2 4
<dx> S MW (7.40)

Kad se radi o longitudinalnom valu, linijsku gustoéu mase mozemo napisati kao u = pS, gje je p volumna
gustoca mase sredstva, a S je povrsina njegovog poprecnog presjeka, pa imamo

dE\ 1 5 9
<dx> = 2p5w A”. (7.41)

Srednja snaga putujuceg harmonijskog vala: Ako val putuje brzinom v, smatramo da njegova energija
teCe sredstvom istom brzinom. Srednju snagu vala definiramo kao srednju koli¢inu energije vala koja u
jedinici vremena protjeCe sredstvom. U intervalu vremena At, val prevali udaljenost Ax = v At, a toj
udaljenosti odgovara srednja energija koju moZemo izraziti kao

dE dE
Slijedi da je srednja snaga putuju¢eg harmonijskog vala
(AE) dE
Py=——+=(— 4
(Pl =5 ax /" (7.43)

gdje je srednja linijska gustoca energije vala (dE/dx) dana izrazima (7.40) ili (7.41).

Primjer 7.6.1: Konstruktivna i destruktivna interferencija valova

Srednja snaga superpozicije dvaju putujuéih harmonijskih valova koji se razlikuju jedino po pocetnoj
fazi moZe biti jednaka nuli, a moZe biti i dvostruko veca od jednostavnog zbroja snaga dvaju valova
promatranih zasebno.

Razlog tomu je kvadrati¢na ovisnost snage o amplitudi vala. Pri tzv. konstruktivnoj intereferenciji
valova, amplituda superpozicije je dvostruko vec¢a od amplituda polaznih valova te je snaga Cetiri puta
veca od snage polaznog vala odnosno dva puta veca od zbrojenih snaga dvaju polaznih valova. Pri
destruktivnoj interferenciji valova, amplituda superpozicije jednaka je nuli te je snaga takoder jednaka
nuli.

Ako su valovi opisani izrazima

y1[x, t] = Acos[kx — wt + ¢1] i yo[x, t] = Acos[kx — wt + ¢s]
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njihove srednje snage su, kad ih promatramo zasebno,

1
(P1) =(P2) = EH«WQAQV-
Kako bismo izrazili srednju snagu superpozicije tih valova, najprije moramo odrediti njenu amplitudu

As. Koristeéi kompleksan zapis valova imamo

yslx, t] = yalx, t] + yalx, 1] = Aetmwrton) 4 pgiliorwted:)
_ A(eidbl + eid)z) ei(kxfwt)’

gdje kompleksnu veliginu A(e'®t +e'®2) prepoznajemo kao kompleksnu amplitudu harmonijskog titranja.
Realna amplituda superpozicije As > 0 jest modul kompleksne amplitude. Uz oznaku A¢ = ¢ — ¢1,
kvadrat amplitude As dobivamo mnoZenjem kompleksne amplitude s njoj kompleksno konjugiranom
amplitudom,

A2 = A%(e1 4 e92)(e71P1 4 e792) = A2(2 4 €8P 4 eT1BP) = 2A2(1 + cos Ag).
Srednju snagu superpozicije sada moZemo izraziti kao

1
(Fs) = Ep,szgv = uw?A%(1 + cos Ag)v.
Uocavamo da je za A¢ = 7 (kod valova u protufazi) snaga superpozicije valova jednaka nuli. Takvu
pojavu zovemo destruktivnom interferencijom valova. Za A¢ = 0 (kod valova u fazi) snaga superpo-
zicije dvostruko je veca od zbroja srednjih snaga (P1) i (P) te takvu pojavu zovemo konstruktivnom

interferencijom valova.

7.7 Refleksija i transmisija harmonijskog vala na granici dvaju sredstava

Refleksija i transmisija transverzalnog harmonijskog vala na napetom uzetu: Slika prikazuje napeto
uZe cija lijeva strana (sredstvo 1, x < 0) ima manju linijsku gustocu mase od njegove desne strane (sredstvo
2, x > 0) i duz kojega putuje transverzalni harmonijski val. UZe je svuda napeto jednakom napetoscu T,
a zbog razlike u linijskim gustocama mase w1 s lijeve i uo > w1 s desne strane, brzina vi = /T /u1 kojom
val putuje lijevom stranom veca je od brzine vo = /T /u> kojom val putuje desnom stranom uZeta.

|
Sredstvo 1: x < 0 I Sredstvo 2: x > 0

N NN NN
'V V VUV V

——— | —
Vi V2
x=0

Lijevom stranom uZeta nadesno putuje tzv. incidentni ili upadni harmonijski val te nailazi na granicu
sredstava pri x = 0. Pritom nastaje tzv. reflektirani val koji lijevom stranom putuje nalijevo (unazad) i
zajedno s incidentnim valom &ini superpoziciju prikazanu na lijevoj strani gornje slike. Na desnoj strani uzeta
nastaje tzv. transmitirani val koji putuje nadesno. Sva tri harmonijska vala titraju istom frekvencijom
w, dok njihovi valni brojevi ki s lijeve i ko s desne strane uzeta nisu medusobno jednaki jer ovise o brzini

putovanja vala u sredstvu. Prema relaciji (7.28) imamo
2 w
kip=—=—. 7.44
T A2 Va2 (7.44)

Incidentni, reflektirani i transmitirani val mozemo opisati izrazima
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A cos[kix — wt]

At cos[kox — wt + ¢y

|
|
|

A, cos[kix + wt + ¢y] :
|

x=0
a moZemo ih napisati i u kompleksnom obliku kao
yl[Xy t] — Aiei(klx—wt) + Are—i(k1X+wt+¢r) (X < 0) (745)
Vo[x, t] = Apelllex—witdr) (x >0) (7.46)

gdje podrazumijevamo da realni dio izraza opisuje stvarni otklon &estica od ravnoteznog poloZaja, dok
imaginarni dio nema izravnu fizi¢ku interpretaciju. S obzirom da predznak imaginarnog argumenta ekspo-
nencijalne funkcije ne utjece na njen realni dio, on je u gornjim je izrazima podeSen tako da nam omogudi
da iz svih titrajucih veli¢ina izlu¢imo zajednicki faktor et. Izrazi pripremljeni na takav natin uvelike ¢e
olaksati racun u nastavku.

Spojni uvjeti: Omjere amplituda A, /A;i i Ai/A; te fazne pomake ¢, i ¢ reflektiranog i transmitiranog vala
u odnosu na incidentni val odredujemo na osnovu tzv. spojnih uvjeta. Rije¢ je o uvjetima koji proizlaze
iz zahtjeva na ponasanje funkcija y; | y» na samoj granici dvaju sredstva. Prvi spojni uvjet proizlazi iz
zahtijeva da uZe ostane neprekinuto, odnosno da u limesu x — 0 otklon superpozicije valova u sredstvu 1
bude jednak otklonu vala u sredstvu 2. Taj uvjet ovdje kompaktno izraZavamo kao y; [0, t] = y»[0, t] §to
vodi na

A4 Ae it = Al (7.47)

Drugi spojni uvjet proizlazi iz zahtjeva da ukupna sila koja djeluje na element sredstva mase Am koji se
nalazi na samom spoju tezi u nulu kad Am — 0. U protivhom bi akceleracija tog elementa mase teZila
u beskonacno, sto nije prihvatljivo. S obzirom na to da je napetost uZeta s obiju strana elementa Am
jednaka, kako bi sila na Am tezila u nulu, u nulu mora teZiti i razlika medu nagibima uZeta s dviju strana
spoja. Taj uvjet izraZavamo kao jednakost parcijalnih derivacija funkcije y; »[x, t] po kordinati x kad x — 0
s lijeve i s desne strane spoja, a §to kompaktno zapisujemo kao y; [0, t] = 4]0, t]. Drugi spojni uvjet ovdje
vodi na jednakost

ki A — kiAre 7% = jpAe?r (7.48)
koju koristenjem (7.44) jos moZemo izraziti kao
WA, — VQAreiid)' = VlAtei(‘bt. (7.49)
Iz sustava (7.47) i (7.49) mozemo izraunati omjere amplituda
A 2% g AR (7.50)
Ai Vi+ w Ai Vi + W
Lijeve strane obiju jednadZbi su pozitivni realni brojevi te isto mora vrijediti i za desne strane tih jednadZzbi.
Iz prve jednadZbe izravno zaklju€ujemo da mora vrijediti e = 1, odn. ¢r = 0, £2, ..., §to znadi da
transmitirani val u x = 0 titra u fazi s upadnim valom. U drugoj jednadZbi uoavamo da za v» < vy mora
vrijediti €® = —1, odn. ¢, = £, £3m, .. ., §to znadi da reflektirani val u x = 0 titra u protufazi s upadnim

valom, dok za v» > v; imamo e = 1 te reflektirani val u x = 0 titra u fazi s upadnim valom.

Koristenjem izraza (7.43) i (7.40) te omjera amplituda iz (7.50) srednju snagu incidentnog, reflektiranog
I transmitiranog vala moZemo izraziti kao

1
(R) = E,U'IWZA?VL (7.51)
1 4vivo
P = Zpow?A2vp = oo = —— = __(P), 7.52
(P) 2/1«260 £ V2 (V1+V2)2< ) (7.52)

1

2
Vo — V-
(P) = §u1w2A3V1 == (% - V;) (P). (7.53)
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Lako je uvjeriti se da vrijedi (F) = (P,) + (P;), 5to govori o tome da je energija oCuvana. Moguce je
takoder definirati koeficijent transmisije snage 7T i koeficijent refleksije snage R kao

(Pr) 4vivo () <V2 - V1>2
(P) (4 w)? (P) vi+ Vo

gdje vidimo da vrijedi T < 11T +R = 1.

(7.54)

Primjer 7.7.1: Specijalni slucajevi refleksije i transmisije vala

Pokazat ¢emo da su relacije (7.50) i (7.54) u skladu s od ranije poznatim rezultatima koji opisuju
refleksiju vala na ¢vrstom i na slobodnom kraju sredstva.

e Slu¢aj wo > Wy, odn. vo < vi: Desni dio uzeta ima toliko veliku linijsku gusto¢u mase da se
gotovo i ne pomice. Relacije (7.50) i (7.54) predvidaju

At — 0, A — A, ¢ =, T — 0, R — 1,

$to znadi da transmitiranog vala nema, a reflektirani val ima amplitudu jednaku upadnom i s
njim je u protufazi. Time se osigurava mirovanje kraja uZeta te je situacija istovjetna refleksiji
vala na ¢vrstom kraju sredstva.

e Slutaj up = w1, odn. vo = vy: Desni dio uZeta ne razlikuje se od lijevog. Relacije (7.50) i (7.54)
daju
At — Al A — 0, T—1, R — 0,

§to potvrduje da se refleksija nije dogodila zbog ¢ega nema smisla ni razmatrati fazu ¢,.
e Slutaj s < w1, odn. v» > vy: Desni dio uZeta ima toliko malenu linijsku gusto¢u mase da

gotovo ne utjeCe na transverzalno gibanje lijevog dijela uZeta, vec iskljucivo osigurava potrebnu
napetost. Ovdje dobivamo

A — 2A,, A — Ay, ¢r =0, T —0, R — 1.

Vidimo da reflektirani val ima amplitudu jednaku upadnom te je s njim u fazi. Snaga tran-
smitiranog vala jednaka je nuli bez obzira na to sto on titra dvostruko ve¢om amplitudom od
amplitude upadnog vala. Ova situacija istovjetna je refleksiji vala na slobodnom kraju sredstva.
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7.8 Zvuk i Dopplerova pojava

Zvuk je u fizici sinonim za longitudinalno valno gibanje u &vrstom sredstvu ili u fluidu (u stlagivoj tekucini
ili plinu). U uZem smislu, kad se misli na zvuk koji €ujemo usima, rije¢ je o longitudinalnom valu u zraku
s frekvencijama unutar podrudja od priblizno 20 Hz do priblizno 20 kHz.

Brzina zvuka u plinu: Pri opisu zvuka opravdano je pretpostaviti da se promjene tlaka i temperature
elementa plina odvijaju toliko brzo da izmedu susjednih elemenata plina ne dolazi do znacajnog prijenosa
toplinske energije. To znac&i da promjene stanja plina moZemo smatrati adijabatskim promjenama, a tada

je modul stlacivosti plina dan izrazom
B = KPo, (755)

gdje je K tzv. adijabatski koeficijent plina, a po je ravnoteZni tlak plina (gornji izraz za B izvest Ce se u
odjeljku 10.3, primjer 10.3.2). |z toga slijedi da je brzina zvuka

v, =\/B/p=/kp/p, (7.56)

gdje je p gustoca plina. Koristeci jednadzbu stanja idealnog plina pV = nRT (vidi odjeljak 9.1) i definiciju
molarne mase M = m/n, brzinu zvuka jos moZemo izraziti kao

v, = \/KRT /M, (7.57)

iz ¢ega je razvidna ovisnost brzine zvuka o temperaturi plina.

Primjer 7.8.1: Brzina zvuka u zraku

Brzinu zvuka u zraku pri standardnim uvjetima moZemo procijeniti na temelju podatka o atmosferskom
tlaku, pg = 1.01 x 10° Pa, podatka o gustoéi zraka, p = 1.22kgm~3 (srednja vrijednost na razini
mora pri temperaturi 15°C), a s obzirom na to da glavninu zraka €ine dvoatomne molekule dusika,
moZemo koristiti i vrijednost adijabatskog koeficijenta za dvoatomni plin, kK = 7/5 = 1.4. Iz toga slijedi

[Kpo 1.40 x (1.01 x 10° Pa) _1 1
=, = = ~ 34 ~ 1220kmh™".
vz P \/ [ 22 kgm=3 340ms Okm

Gornjoj i donjoj granici frekvencijskog podrugja ¢ujnosti odgovaraju valne duljine

340ms~? .
2 _ ms =1.7cm | Amax =

)\ H = = _— _—_—
M f e 20000 Hz fonin 20 Hz

Amplituda oscilacije tlaka: Pretpostavimo li da plinom putuje zvuk frekvencije w, pri ¢emu Cestice titraju
amplitudom A, otklon Eestica od ravnoteZnog poloZaja mozemo opisati funkcijom

&[x, t] = Acos[kx — wt], (7.58)

gdje je k = w/v,. Relacija (7.19) koja govori o tlatnom naprezanju izazvanom longitudinalnim valom
omogucuje nam da titranje tlaka plina p[x, t] oko ravnoteZne vrijednosti pg izrazimo kao

Aplx, t] = plx, t] — pp = —B€'[x, t] = BkAsin[kx — wt], (7.59)
gdje velicinu BkA prepoznajemo kao amplitudu titranja tlaka Apmax, @ koju jo§ mozemo izraziti kao
Apmax = BKA = pvwA, (7.60)

gdje smo koristili B = pv2 i k = w/v,. U tom izrazu faktor pv; ovisi isklju¢ivo o svojstvima zraka, dok
faktor wA ovisi o valu.
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Intenzitet zvuka je veli¢ina definirana omjerom prosje¢ne snage vala (P) i povrsine popretnog presjeka
S sredstva kojim val putuje. Prosje¢na snaga longitudinalnog vala dana je izrazima (7.43) i (7.41) koji
nam omogucuju da intenzitet zvuka izrazimo kao

— (Apmax)2

7.61
200, (7.61)

| = ? = EP(UQAQVZ

U posljednjem smo koraku intenzitet zvuka izrazili s pomocu amplitude titranja tlaka Apmax te parametara
koji ovise isklju¢ivo o svojstvu plina.

Razina jakosti buke je veli¢ina definirana izrazom
/
LdB =10 |Oglo /—, (762)
0

gdje se za intenzitet /y uzima tzv. granica &ujnosti koja npr. pri frekvenciji 1kHz iznosi 10712 W m™—2.
Mjerna jedinica jakosti buke je 1dB (decibel).

Primjer 7.8.2: _Jakost buke i snaga zvuc¢nika

Zvutnik se nalazi na vodoravnom tlu i emitira zvuk frekvencije f = 1000 Hz, ravnomjerno u svim
smjerovima “gornjeg poluprostora”. Na udaljenosti r = 30 m od zvucnika jakost buke iznosi Lyg =
100dB. Zelimo odrediti srednju snagu kojom zvuénik pobuduje zrak na titranje.

Najprije, na temelju definicije jakosti buke (7.62), racunamo intenzitet zvuka pri udaljenosti r od izvora.
Koristeci lo = 10712 W m~—2 dobivamo

| = Iy x 108/10 ~ 0.01Wm™2.

Nadalje, s obzirom na to da je val zvuka jednoliko rasporeden po povrsini koja je jednaka polovini
povrsine sfere polumjera r (gornja hemisfera), imamo S = 2rm, te na osnovi definicije intenziteta
(7.61) slijedi da je srednja snaga vala

(P)y =Sl =2r’ml ~56.5W.

Tu snagu moZemo poistovjetiti sa srednjom snagom kojom djeluje zvucnik.

Zanimljivo je odrediti i amplitudu titranja tlaka Apmax pri udaljenosti r, gdje koristeci (7.61) dobivamo

Apmax = \/2pv, 1 >~ 2.88 Pa,

te amplitudu titranja Cestica A koju moZzemo dobiti iz (7.60),

_ Apmax _ Apmax

= ~1.10 x 10 °m.
OVl 2mpv,f % m

A

(Podaci o gustodi zraka i o brzini zvuka u zraku preuzeti su iz ranijeg primjera.)

Dopplerova pojava: U situacijama u kojima se izvor zvuka ili prijamnik gibaju u odnosu na zrak, prijamnik
moZe cuti frekvenciju koja je razli¢ita od frekvencije kojom titra izvor. Slika prikazuje poloZaj izvora zvuka
u trenutku u kojem je on emitirao zvuk te poloZzaj prijamnika u kasnijem trenutku u kojem je prijamnik taj
zvuk primio. Osim toga, prikazani su vektor brzine izvora v; (u odnosu na mirni zrak) u trenutku emisije i
vektor brzine prijamnika v, (u odnosu na mirni zrak) u trenutku prijama.

Izvor Fip Prijamnik
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Na slici je takoder nacrtan jedini¢ni vektor Fi, koji je usmjeren od tocke u kojoj je signal emitiran prema
tocki u kojoj je signal, u kasnijem trenutku, primljen. Frekvencija f; kojom titra izvor i frekvencija f, koju
Cuje prijamnik povezane su relacijom A
o _ Ve Fip-Vp (7.63)
i Ve —TFip- Vi

gdje je v, iznos brzine zvuka u zraku. Zbog svoje sloZenosti izvod gornje formule nalazi se u dodatku H.

Primjer 7.8.3: Dopplerova pojava pri gibanju prijamnika prema mirnom izvoru

Dopplerovu pojavu najlakse je objasniti na slu¢aju u kojem izvor miruje, a prijamnik se giba izravno
prema njemu.

Izvor o ~— Ar— <~—o Prijamnik
Vy Vp

Ako izvor odasilje signal u pravilnim vremenskim razmacima At;, razmak medu valnim frontama koje
odgovaraju uzastopno odaslanim signalima je

Ar = v At,.

Prijamnik Cuje signal svaki put kad na svom putu susretne valnu frontu. Zbog gibanja prijamnika
prema izvoru, brzina prijamnika u odnosu na valne fronte je v, + v, pa vrijeme koje protjece izmedu
uzastopnih susreta prijamnika s valnim frontama moZemo napisati kao

Eliminacijom Ar iz gornjih jednadZbi te pisu¢i f = 1/At i f, = 1/At, slijedi

h At _vtw
i Aty v,
Dobiveni izraz je u skladu s (7.63), gdje bismo imali vi = 0 i Fj, - v, = —V,, jer su ovdje Fip i v,

suprotnog smjera.

Primjer 7.8.4: Dopplerova pojava pri prolasku izvora pored prijamnika

Avion leti vodoravno brzinom iznosa v; = 0.8 v, pritom proizvodeéi zvuk frekvencije fi = 100 Hz.
Zelimo odrediti frekvenciju koju uje mirni prijamnik u trenutku u kojem avion prolazi iznad njega.
Opisana situacija prikazana je na slici.

} viAt

|zvor T Vi -/:

Pip /9
\

L
g
Z(

Prijamnik
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U trenutku u kojem se avion nalazi iznad prijamnika, prijamnik €uje zvuk emitiran u trenutku prije toga.
Oznacimo li s At interval vremena koje protjece od trenutka emitiranja do trenutka prijama zvuka, avion
u tom intervalu prevaljuje vodoravnu udaljenost viAt, dok zvuk u istom intervalu prevaljuje udaljenost
v,At. Na gornjoj slici te dvije udaljenosti prepoznajemo kao vodoravnu katetu i kao hipotenuzu
pravokutnog trokuta. To nam omogucuje da kosinus kuta € Sto ga zatvaraju vektor brzine izvora v; i
vektor Fi, usmjeren od tocke emitiranja prema tocki prijama izrazimo kao

Vi
cosf = —.
Vz

Sada mozemo iskoristiti formulu (7.63) s pomocu koje dobivamo

oV g v f 100 Hz

— = ~ 278 Hz.
v —Bp-vi vz —vicosf 1—(vi/w)2 1—(0.8)2 z
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Zadaci

Z.7.1: Uteg mase M = 2kg mirno visi na uzetu duljine £ = 10m i mase m = 0.5kg. Odredi trajanje
putovanja transverzalnog valnog poremecaja s jednog na drugi kraj uZeta.

Rj: T=22/g (\/1 Mm— \//\/l/m) ~0477s [P]

Z.7.2: Napetim uzetom, brzinom iznosa v putuje transverzalni valni poremecaj koji u trenutku t = 0 ima
oblik y[x] = axe x*/2b? gdje sua > 01 b > 0 konstante. Skicirajte funkciju y|[x] te odredite maksimalne
otklone od ravnoteznog poloZaja koje Cestice uZzeta postiZzu pri ovom gibanju. Zatim odredite maksimum
iznosa brzine koju Cestice uzeta postiZzu pri ovom valnom gibanju.

RJ |y|max:ab/\/g, |Vy|maX:aV [P]

Z2.7.3: UZetom napetosti T = 2kN putuje transverzalni valni poremecaj ¢iji je oblik u trenutku t = 0
opisan s y[x] = ae—x*/2b°, gdje su a = 1cm i b = 10cm konstante. Odredi ukupnu energiju valnog
poremecaja. (Koristi se integral [ w2e " du = /7/2.)

Rj: E=+/mTa?/2b~1.772]) [P]

Z.7.4: Odredite (a) relativno produljenje gitarske Zice iz primjera 7.5.2 u odnosu na stanje u kojem Zica
nije napeta (za Youngov modul €elika uzmite £ = 2.2 x 10! Pa). Zatim (b) odredite dodatno relativno
produljenje Zice koje bismo morali ostvariti u odnosu na njeno napeto stanje iz primjera, Zelimo li da ona
“svira pola tona vig&im tonom” odnosno da titra frekvencijom koja je visa za faktor ¥/2 (dvanaesti korijen
iz dva).

Rj: (a) 6, = 4p€?f2/E ~6.40 x 1073 (b) 8} =6, (2}/° — 1) ~7.8 x 10~*

Z2.7.5: Celitna zica promjera d = 1mm i duljine £ = 3m s u&vr¢enim krajevima napeta je tako da
Joj frekvencija titranja transverzalnog stojnog vala u osnovnom modu iznosi f = 200 Hz. Odredi ukupnu
energiju titranja te Zice kada ona titra u osnovnom modu maksimalnom amplitudom A = 2cm. (Gustoca
Celika p = 7800 kg m~3.)

Rj: E = d?n3pf2A%¢/4~290]) [P]

Z.7.6: Stojni valovi zvuka titraju u dvjema cijevima s otvorenim krajevima. Duljina prve cijevi je £ =1 m,
a druga cijev je za A2 = 1mm dulja od prve. Odredi frekvenciju udara koji se €uju kada obje cijevi
istovremeno proizvode zvuk u osnovnom modu titranja. (brzina zvuka v, = 340 ms_l)

Rj: fu = v,AL/20(L + AL) ~ v,AL/2¢%> ~ 0.170 Hz  [P]

Z.7.7: Kada je omjer frekvencija dvaju tonova jednak ¥/2 glazbenici kaZu da se oni razlikuju za “pola
tona”. (Jednu “oktavu” &ini dvanaest uzastopnih “polutonova”, dakle ona odgovara udvostrucenju polazne
frekvencije.) Odredi od koliko se “polutonova” sastoji prirast frekvencije koji nastupa kada titranje zraka
u cijevi s jednim zatvorenim i jednim otvorenim krajem iz osnovnog moda prede u prvi pobudeni.

Rii m=12xIn3/In2~19.02 [P]

Z.7.8: Prvi automobil vozi ravnom cestom prema reflektiraju¢em zidu brzinom iznosa v, = 60 kmh~! sve
vrijeme trubedi frekvencijom f; = 250 Hz. Drugi automobil vozi istom cestom ususret prvom automobilu
brzinom iznosa v, = 120km h—!. Odredi frekvenciju koju Cuje voza¢ drugog automobila kada se radi
o zvuku trube koji do njega stiZe izravno od prvog automobila (a) prije njihova mimoilaZenja, (b) nakon
mimoilaZenja, te (c) kada se radi o zvuku trube koji do njega stiZe nakon sto se reflektirao od zida. (Brzina
zvuka v, = 1240 kmh™1)

fo=fi(1+vp/vz)/(1 = w/v;) ~288Hz,
fo=fi(1—vp/vz)/(1+w/v;) ~215Hz,
(©) fo =il —vp/vz)/(1 = w/vz) ~237THz [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/brzinapaketa.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/transbrzina.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/transenergija.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/strunaenergija.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/sviraleudari.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/solfeggio.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/doppler.pdf
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Z.7.9: Dijete se u parki¢u pred zgradom igra zviZzdaljkom koja titra frekvencijom f = 500Hz. Dijete
je zvizdaljku zavezalo pomocu niti i jednoliko je vrti iznad svoje glave po vodoravnoj kruznici polumjera
R = 0.6 m cCinedi tri puna kruga u sekundi. Dijete je od zgrade udaljeno d = 20m, a s balkona na visini
h = 15m gledaju ga roditelji. Odredi najvecu i najmanju frekvencija zvuka zvizdaljke koju Cuju roditelji.
(KruZnicu kojom se giba zvizdaljka smatrajte malenom u odnosu na udaljenost djeteta i roditelja. Brzina
zvuka u zraku vs = 340ms—1))

Rj: 483.9Hz < f' <513.7Hz [P]

Z.7.10: lzvor zvuka koji titra frekvencijom f; i prijamnik nalaze se u istoj to¢ki sve do trenutka t = 0
u kojem se izvor pocninje gibati duZ pravca akceleracijom stalnog iznosa a, a prijamnik ostaje na mjestu.
Odredi frekvenciju zvuka koju €uje prijamnik u trenutku t > 0.

Rj: fo(t) =fi/y/1+2at/v, [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/petra.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/silvije.pdf
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8 Mehanika krutog tijela

Stvarna tijela se pod djelovanjem sila gibaju te u vecoj ili manjoj mjeri mijenjaju svoj oblik. Kad u mehanici,
zbog jednostavnosti, pretpostavimo da je neko tijelo toliko ¢vrsto da promjene njegovog oblika mozemo
zanemariti, kaZzemo da se radi o krutom tijelu. U ovom poglavlju upoznajemo osnovne zakone gibanja
krutog tijela.

8.1 Definicija i stupnjevi slobode krutog tijela

Kruto tijelo je tijelo nepromjenjivog oblika. Smatramo da vanjske sile koje na njega djeluju mogu izazvati
gibanje tijela kao cjeline, ali ne i promjene njegovog oblika. Shvatimo |i kruto tijelo kao sustav Cestica,
podrazumijevamo da je nepromjenjivost njegova oblika osigurana djelovanjem unutarnjih (meducesti¢nih)
sila koje sprje¢avaju promjene udaljenosti medu Cesticama. Masu tijela i poloZaj njegovog srediSta mase

moZemo opisati izrazima
1
m= E m, Frem = — E mjr;, (8.1)
- m
! 1

a mozemo koristiti i volumnu gusto¢u mase p. U tom slu¢aju mase &estica m; zamjenjujemo diferencijalima
mase tijela, m; — dm = pdV, gdje je p volumna gusto¢a mase, dV je diferencijal volumena tijela, a
sumaciju po esticama zamjenjujemo integracijom po masi odnosno po volumenu tijela. lzraze (8.1), za
masu i polozaj sredista mase zamjenjujemo izrazima

1 1
m—/dm—/pd\/, rcm——/rdm——/rpd\/. (8.2)
m m

Podrazumijeva se da je podrugje integracije ograni¢eno na dio prostora koji zauzima tijelo.

Na kruto se tijelo takoder odnose mnogi rezultati koje smo upoznali u prethodnom poglavlju baveéi se
opcenitim sustavom Cestica. Najvazniji medu njima su izraz za koli¢inu gibanja tijela (5.8), izraz za
kutnu koli¢inu gibanja tijela (5.35) te za njegovu kineti¢ku energiju (5.14), koje ovdje ponavljamo zbog
preglednosti,

P = Pcm Pcm = MVcm, (8.3)

L =L+ L" Lem = fem X Pem., (8.4)
. 1

K=Kem+K Kem = Emvfm, (8.5)

gdje su L* i K* kutna koli¢ina gibanja i kineti¢ka energija tijela izraZene u odnosu na njegovo srediste
mase. Osim toga tu su jednadZba gibanja sredista mase tijela (5.9),

d_p _ dpcm _ decm
dt dt dt

= macm = F, (8.6)

gdje je F zbroj svih vanjskih sila koje djeluju na tijelo te zakon oCuvanja koli¢ine gibanja (5.5), prema
kojemu se srediSte mase tijela giba jednoliko pravocrtno ili miruje ako je zbroj vanjskih sila na tijelo jednak
nuli. Takoder imamo i jednadZbu gibanja kutne koli¢ine gibanja tijela (5.31), koju ovdje moZemo napisati

kao dL
—_— = M’ 8.7
9 (8.7)
gdje je M zbroj momenata vanjskih sila koje djeluju na tijelo. Prema zakonu ocuvanja kutne koli¢ine
gibanja (5.34), kutna koli¢ina gibanja tijela je stalna u vremenu ako je zbroj momenata vanjskih sila koje

djeluju na tijelo jednak nuli.

Sest stupnjeva slobode krutog tijela: Polozaj krutog tijela koje se sastoji od N > 3 Cestica koje ne leze
na istom pravcu u trodimenzionalnom se prostoru u potpunosti moZe odrediti s pomocu Sest parametara.
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Svaki se od tih 3est parametara moZe mijenjati u vremenu neovisno o ostalim parametrima, pa kazemo da
kruto tijelo posjeduje Sest stupnjeva slobode. Parametri se mogu odabrati na razli¢ite nacine, a najzornije
je ovako:

e Odabiremo jednu (prvu) Cesticu tijela. Ona se moZe nalaziti bilo gdje u trodimenzionalnom prostoru
pa kaZemo da na nju otpadaju tri stupnja slobode te je od sada smatramo uévrs¢enom (nepomic¢nom
u prostoru). Medutim, s obzirom na to da se tijelo i dalje moZe gibati (vrtjeti oko bilo koje osi koja
prolazi tom totkom), njegov poloZaj nije u potpunosti odreden.

e Odabiremo iducu (drugu) Cesticu tijela te uocavamo da se ona, ovisno o orijentaciji tijela, nalazi
negdje na sferi Ciji je polumjer jednak njenoj nepromjenjivoj udaljenosti od prve estice. S obzirom
na to da je sfera dvodimenzionalan prostor, poloZaj druge Cestice odreden je dvama parametrima
(poput geografske duljine i 3irine na globusu) pa kazemo da na odredivanje njena poloZaja otpadaju
dva stupnja slobode. U¢vrstimo li drugu &esticu u nekoj tocki sfere, tijelo se moZe okretati oko
pravca odredenog poloZajem prve i druge Cestice.

e Odabiremo jos jednu (trecu) Cesticu tijela koja se ne nalazi na pravcu na kojem leZe prve dvije. Ona
se, ovisno o poloZaju tijela nakon Sto su prve dvije Cestice ucvrs¢ene, nalazi negdje na kruznici sa
sredistem na pravcu koji prolazi prvim dvjema &esticama. KruZnica je jednodimenzionalan prostor te
je dovoljan jedan parametar kako bismo odredili polozaj trece Cestice. KaZemo da na trecu &esticu
otpada jedan stupanj slobode. Sada su tri Cestice tijela u¢vrséene i tijelo se vise ne moze pomicati.

Prebrojimo li u gornjem razmatranju stupnjeve slobode prve, druge i trece Cestice, dolazimo do Sest
stupnjeva slobode krutog tijela, neovisno o broju Cestica od kojih se ono sastoji.

Sest stupnjeva slobode gibanja tijela otituje se i u dvjema jednadZbama gibanja (8.6) i (8.7) koje govore
o vremenskim derivacijama dvaju vektorskih veli€¢ina od kojih svaka ima tri neovisne komponente.

Opcenito gibanje krutog tijela moZe se shvatiti kao gibanje njegovog sredista mase uz koje se odvija
vrtnja tijela oko osi koja prolazi njegovim sredistem mase. Valja naglasiti da os vrtnje tijela moZe u vremenu
mijenjati svoju orijentaciju u prostoru. Matematicki opis opéenitog gibanja krutog tijela vrlo je sloZen te
u ovom poglavlju razmatramo samo neke posebne slucajeve gibanja krutog tijela:

e U poglavlju (8.2) se bavimo uvjetima statitke ravnoteZze krutog tijela odnosno uvjetima koji moraju
biti zadovoljeni kako bi ono trajno mirovalo.

e Gibanje sredista mase krutog tijela koje nije poprac¢eno vrtnjom krutog tijela jo$ se naziva i trans-
lacijskim gibanjem. U tom slu¢aju imamo L* = 0 i K* = 0, a jedina relevantna jednadZba gibanja
odnosi se na gibanje samog sredista mase tijela.

e Vrtnju krutog tijela oko nepomi¢ne osi razmatramo u poglavlju 8.3.

e U poglavlju 8.9 razmatramo kotrljanje simetri¢nog tijela po podlozi pri ¢emu razlikujemo slucaj
kotrljanja bez klizanja i kotrljanja s klizanjem.
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8.2 Staticka ravnoteza i teziste krutog tijela

Uvjeti staticke ravnoteze krutog tijela: Kad kruto tijelo trajno miruje, koli¢ina gibanja i kutna
koli¢ina gibanja tijela, kao i derivacije tih veli¢ina po vremenu, jednake su nuli. Prema zakonu ocuvanja
koli¢ine gibanja sustava Cestica (5.5), zbroj vanjskih sila F; koje djeluju na tijelo koje trajno miruje
mora biti trajno jednak nuli,
F=) F =0 (8.8)
1

Nadalje, prema zakonu oCuvanja kutne koli¢ine gibanja sustava Cestica (5.34), zbroj momenata M;
vanjskih sila F; koje u to¢kama r; djeluju na tijelo koje trajno miruje takoder mora biti trajno jednak

nuli,
M=> M,=> rxF =0 (8.9)
i i

Uvjete (8.8) i (8.9) zovemo uvjetima statitke ravnoteZe krutog tijela.

Teziste tijela: S obzirom da su tijela koja razmatramo znatno manja od polumjera zakrivljenosti Zemlje,
silu teZu koja djeluje i-tu Cesticu tijela opisujemo izrazom F; = m;g, gdje je g konstantni vektor akceleracije
slobodnog pada ili kako ga jo$ zovemo, vektor polja sile teZe (polje sile teze u maloj okolini neke tocke
smatramo homogenim poljem). Ukupno djelovanje sile teZe na tijelo tada je

F:ZF/:Zmig:<Zmi>g:mg, (8.10)
i i i
gdje je m masa tijela. Ukupni moment sile teze koja djeluje na Cestice tijela mozemo izraziti kao
M :ZM,':ZI’,' X F,‘:ZI’,‘ X mig = <Zm,r,~) X g
i i i i
= Mrem X g =Fen X MY = tem X F, (8.11)

gdje smo koristili definiciju sredista mase tijela (8.1). Gornji rezultat nam govori da ukupno djelovanje sile
teZe na tijelo mozemo poistovijetiti s djelovanjem ukupne teZine tijela s hvatistem u sredistu mase tijela.
/bog tog svojstva srediste mase jo§ zovemo “tezistem” tijela.

Primjer 8.2.1: Sile u osloncima grede s teretom

Vodoravna homogena greda duljine £ i mase m poduprta je na svom lijevom kraju te u tocki udaljenoj
a < £/2 od lijevog kraja, a na njenom desnom kraju visi teret mase M. Odredit ¢emo iznose sila koje
djeluju na gredu u dvama osloncima.

y |

7
3
x

e—a—
£/2 | @

f Y |

Koordinatni sustav postavljamo tako da greda leZi na x-osi, ishodiste se nalazi pri lijevom kraju grede,
a y-0s je uspravna i usmjerena uvis.
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Prepoznajemo da na gredu djeluju &etiri sile:

1. U osloncu pri lijevom kraju grede na gredu djeluje sila F; uspravnog smjera. MoZemo ju izraziti
kao F1 = F1,¥. S obzirom na to da smo lijevi kraj grede odabrali kao ishodiste, “krak” ry sile
F1 je nul-vektor, r;1 = 0. Time je i moment M; = r; x Fy sile F; nul-vektor, M1 = 0. Zbog
preglednosti pisemo

ri =0, F1:F1y9, M1:I’1XF1:0.
(Otekujemo da F; djeluje prema dolje 8to znati da ocekujemo f7, < 0.)

2. U osloncu koji se nalazi na udaljenosti a od lijevog kraja grede odnosno u tocki ro = ax ("krak”
sile) djeluje sila uspravnog smjera F» = Fo, §. Njen moment jero xFo = (aX)x(Fo, ¥) = afoy 2.
Zbog preglednosti,

Fry = a)“(, F2 = ng 9, M2 =1ry X F2 = angi.
(Otekujemo da F» djeluje prema gore odnosno Fp, > 0.)

3. Djelovanje sile teZe na gredu shvacamo kao djelovanje sile mg = —mgy u tezistu (sredistu
mase) tijela koje se u odnosu na ishodiste nalazi pri (£/2) X. MoZemo pisati

L mg’
br— =%  Fs—=—-mgy, Ms=r3xFs=—"L3
2 2
4. Djelovanje niti na kojoj visi teret mase M shva¢amo kao silu Mg = —Mgy koja djeluje pri £X.

Pisemo
I’4:£)?, F4:—M99, M4:I’4XF4:—M9£2.

Uvjeti staticke ravnoteZze (8.8) i (8.9) daju nam jednadzbe
Fiy + Foy — (m+ M)g =0, aFpy — mgt/2 — Mgl =0,

iz kojih moZemo izracunati y-komponente sila F; i F». Dobivamo
F1y:(m—i—l\/l)g—2%(m—|—2/\/l)g, F2y:2%(m+2M)g'

Uotavamo da za a < £/2 vrijedi 1, < 0, Sto znaci da F; djeluje prema dolje, te da vrijedi F», > 0,

§to znaci da F» djeluje prema gore. Takoder uo¢avamo da kad udaljenost medu osloncima tezi u nulu,
iznosi sila koje djeluju u osloncima teZi u beskonacno.

Primjer 8.2.2: Grani¢ni kut pri naslanjanju Stapa na zid

Tanki homogeni $tap jednim je krajem oslonjen na vodoravnu podlogu s kojom ima koeficijent stati¢kog
trenja W, a drugim krajem naslonjen je na uspravan zid s kojim ima zanemarivo trenje, tako da Stap s
podlogom zatvara kut o.




S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 143

Trajno mirovanje Stapa u opisanom poloZaju moguce je ako je kut a veéi od grani¢ne vrijednosti amin
koja ovisi o koeficijentu trenja u (kad bismo tap oslonili 0 zid uz o < amin, $tap bi kliznuo i pao na
tlo). Odredit ¢emo grani¢nu vrijednost amin.

Sustav razmatramo pod pretpostavkom da on trajno miruje, tj. da su zadovoljeni uvjeti stati¢ke
ravnoteze (8.8) i (8.9). Koristit ¢emo koordinatni sustav postavljen tako da se ishodiste nalazi pri
donjem kraju $tapa, x-os je vodoravna i usmjerena od zida udesno, a y-0s je uspravna i usmjerena
uvis (vidi sliku). Najprije prepoznajemo sile F; i tocke r; ( "hvatista™) u kojima sile djeluju te racunamo
momente sila M; = r; x F;. Masu i duljinu Stapa obiljezavamo s m i £.

1. Zid djeluje na gornji kraj $tapa vodoravnom silom iznosa N4 usmjerenom udesno,

F1:NZidﬁv rlz—Zcosa)“(+£sina9, M1:I’1 ><F1:—Nzidﬂsina2.

2. Djelovanje sile teze na Stap shva¢amo kao djelovanje sile Fo, = mg = —mgy u sredistu mase
(tezistu) stapa,

L I mgl
F> = —mgy, r2:—§cosa>“(+§sma9, M2:r2xF2:Tgcosai.

3. Podloga djeluje na donji kraj Stapa silom iznosa Npoq usmjerenom uvis:

F3:Npod91 r; =0, M3 =r3 xF3=0.

4. Osim podloge, na donji kraj stapa takoder djeluje sila stati¢kog trenja iznosa F prema zidu
odnosno nalijevo,
F4:—Ft,—f(, I’4:O, M4:I’4XF4:0.

Uvjeti staticke ravnoteZe (8.8) i (8.9) koji su zadovoljeni prema polaznoj pretpostavci ovdje daju tri
jednadZbe,

. I4
Nyig — Ftr = 0, —mg + Npoqg = 0, - zideSInOl—l-%COSOé:O.

Eliminiramo li Nig iz tog sustava dobivamo Nyog = mg te uvjet

1
Ftr = §Npod cota,

gdje uotavamo da iznos sile statickog trenja potreban za trajno mirovanje $tapa raste (teZi u be-
skonatno) kad se kut o smanjuje (teZi u nulu), a s obzirom na to da je najveci iznos sile stati¢kog
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trenja odreden umnoskom koeficijenta trenja u i sile Nyogq kojom Stap i podloga jedno drugo pritiscu,
takoder imamo uvjet
Ftr < /J'Npod-
Oba uvjeta su zadovoljena ako vrijedi
—cota <
5 S
§to jo§ mozZemo izraziti kao
o 1
Qa > Qmin gdje je Qmin = arctan —.
2
Na primjer, koeficijentu stati¢kog trenja u = 0.5 odgovara grani¢ni kut oy, = 45°.

8.3 Vrtnja tijela oko nepomicne osi

Vrtnja oko nepomicne osi: Kad je gibanje tijela ograni¢eno na vrtnju oko nepomiéne osi, Cestice koje se
nalaze na samoj osi (ako takvih ima) miruju, dok se preostale Cestice gibaju kruZno oko osi. Slika prikazuje
dio kruzne putanje i-te Cestice pri vrtnji krutog tijela oko z-osi:

Pri vrtnji krutog tijela oko &vrste osi sve Cestice tijela imaju istu kutnu brzinu

5 do,

W= w,2Z, Wy, = ,
dt

(8.12)

i istu kutnu akceleraciju

R dw,  d%¢,
a=o,2, ay = @ de
gdje je ¢, kut kojim prikazujemo poloZaj krutog tijela i koji predstavlja njegov jedini stupanj slobode.
Polozaj i-te Cestice u odnosu na ishodisnu to¢ku koja se nalazi na osi vrtnje opisujemo vektorom r;, a
moZemo ga prikazati kao zbroj vektora s; koji je okomit na os vrtnje i vektora t; koji je paralelan s osi,

(8.13)

ri =s; +t; (8.14)

(vidi sliku). MoZemo reci da s; pokazuje poloZaj i-te Cestice u odnosu na os vrtnje te uoavamo da se
njegov smjer tijekom vrtnje tijela mijenja, dok mu je iznos stalan. Vektor t; pokazuje poloZaj te Cestice u
odnosu na ravninu z = 0 i u vremenu ima stalan smjer i iznos. Brzinu /-te Cestice sada moZemo izraziti
kao (vidi poglavlje 2.6)

Vi=w XS, (8.15)
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te akceleraciju kao
a,=axs, —ws,, (8.16)

gdje prvi ¢lan predstavlja tangencijalnu, a drugi ¢lan centripetalnu akceleraciju Cestice.

8.4 Moment tromosti krutog tijela

Moment tromosti krutog tijela u odnosu na zadanu os vrtnje, a ovdje uzimamo da je to z-os,
je veli¢ina definirana izrazom

I, = Z mis? = Z mi(x? + y?), (8.17)
i i

2 = x2 + y? je kvadrat udaljenosti i-te Zestice od osi.

e

gdje je m; masa, a s

Kad je tijelo opisano volumnom gusto¢om mase p, moment tromosti dan je izrazom

I, = /s2dm = /(x2 + y?)pdV (8.18)

Moment tromosti nam omogucuje da pri vrtnji krutog tijela na jednostavan nacin izrazimo njegovu kutnu
koli¢inu gibanja i kineti¢ku energiju (vidi poglavlja 8.5 i 8.7).

Primjer 8.4.1: Momenti tromosti nekih jednostavnih tijela
e Moment tromosti tankog homogenog obru¢a mase m i polumjera a, u odnosu na os koja je
okomita na ravninu obruca i prolazi njegovim sredistem je
I3 = ma®,
jer se sva masa obruca nalazi na udaljenosti s = a od osi.

e Moment tromosti tankog homogenog 3tapa duljine £ i mase m u odnosu na os koja je okomita
na Stap i koja prolazi njegovim krajem je

l L
1
IZ—/s2dm—/ 52>\d5—/ szﬂds:---:—mﬁ.

Diferencijal mase koja se nalazi unutar intervala udaljenosti od osi Sirine ds napisali smo kao
dm = Xds, gdje je A = m/£ linijska gusto¢a mase Stapa.

e Moment tromosti tankog homogenog 3tapa duljine £ i mase m u odnosu na os koja je okomita
na Stap i koja prolazi njegovim sredistem je

¢/2 b2 m 1
/;k:/szdm:2/ 52>\ds:2/ s?—ds=...= —mé.
; 5 ¢ 12

Faktor 2 ispred integrala nakon drugog po redu znaka integracije prisutan je jer imamo dvije
polovice Stapa.

e Moment tromosti homogenog valjka mase m i polumjera a u odnosu na njegovu os jednak je

a
1
/;—/szdm—/szadS—/ szzi%wds:---:—maz.
0 a=m 2

Diferencijal mase valjka koja se nalazi izmedu udaljenosti od osi s i udaljenosti s+ ds ovdje smo
napisali kao dm = o dS, gdje je 0 = m/(a’m) povrinska gusto¢a mase pri projekciji valjka na
X, y-ravninu, a dS = 2smds je povrsina kruZnog vijenca polumjera s (opsega 2s) i irine ds.
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e Moment tromosti homogene kugle mase m i polumjera a u odnosu na os koja prolazi sredistem
kugle je

a
/;—/Szdm—/szpd\/—/ 2 257r2\/a2—52d5:---:§ma2.
0

%337r
Diferencijal mase koji se nalazi pri udaljenosti od osi s i s+ ds napisali smo kao dm = pdV/,
gdje je p = m/(%a37r) volumna gustoc¢a mase, a dV je volumen stijenke cilindra polumjera s

(opsega 2s), visine 2v/ a2 — s2 i debljine ds.

Zvjezdica u oznaci /3 naglasava da je rije€ o osi koja prolazi sredistem mase tijela.

Teorem o paralelnim osima (Steinerov teorem): Moment tromosti krutog tijela u odnosu na z-os
moze se napisati kao
I, = ms2, + 12, (8.19)

gjde je m masa tijela, scm je udaljenost srediSta mase tijela od z-osi, a /; je moment tromosti tijela u
odnosu na os koja je paralelna sa z-osi te prolazi sredistem mase tijela. Clan msZ,, ponekad nazivamo
“momentom tromosti sredista mase”.

Teorem dokazujemo izravno raspisujuéi moment tromosti tijela u odnosu na z-os kao

2 2 2 2
I, = E mis; = E mj|Sem + S;|° = E mi(Sem +28cm - S; +57°)
j i i

- (Z m,-) o+ 25cm - D misi + > mys;?, (8.20)
i i

i
gdje smo koristili s; = s¢iy +57. U posljednjem izrazu prvi ¢lan prepoznajemo kao msCQm, suma u drugom
¢lanu jednaka je nuli zbog svojstva (5.12), a treci €lan prepoznajemo kao moment tromosti /3, &ime je
teorem dokazan.

Primjer 8.4.2: Moment tromosti Stapa u odnosu na os koja prolazi njegovim krajem

Moment tromosti tankog homogenog Stapa mase m i duljine £ u odnosu os koja je okomita na Stap |
koja prolazi njegovim krajem moZemo izra&unati koristenjem vrijednosti momenta tromosti /3 u odnosu
na os koja prolazi srediStem mase $tapa i teorema o paralelnim osima,

N2 1 1 1
I, = m<§) +1;= Zm£2 + Emﬁz = §m£2,
gdje je £/2 udaljenost sredista mase $tapa od osi vrtnje, vrijednost /3 = 1—12m£2 smo preuzeli iz primjera
(8.4.1), a rezultat koji smo dobili je u skladu s istim primjerom.

Teorem o okomitim osima: Razmatramo li plosno tijelo koje leZi u x, y-ravnini pravokutnog koordinatnog
sustava, medu momentima tromosti u odnosu na x, y i z-o0s vrijedi relacija

I, = Z mis? = Z mi(x? +y?) = Z mix? + Z miy? =1, + I, (8.21)
i i i i

ili rijeCima, moment tromosti plosnog tijela u odnosu na z-os koja je okomita na tijelo jednak je zbroju
momenata tromosti istog tijela u odnosu na bilo koje dvije medusobno okomite osi koje leZe u ravnini tijela
i sijeku se u tocki u kojoj ga z-os probada.
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Primjer 8.4.3: Moment tromosti tankog obruc¢a u odnosu na tangentu

Koristenjem teorema o okomitim osima i teorema o paralelnim osima ¢emo na jednostavan nacin
odrediti moment tromosti tankog obru¢a u odnosu na os koja tangira obruc.

Polazimo od ociglednog izraza za moment tromosti obru¢a mase M i polumjera R u odnosu na z-o0s
koja je okomita na ravninu obru&a i koja prolazi njegovim sredistem, /3 = MR?. Prema teoremu o
okomitim osima ona je dvostruko ve¢a od momenta tromosti istog obru¢a u odnosu na bilo koju os
koja leZi u ravnini obruca i prolazi njegovim sredistem,

IF=1+ 15 =21 = MR,

Nadalje, primjenom teorema o paralelnim osima racunamo moment tromosti prstena u odnosu na
os koja leZi u ravnini prstena, ali ne prolazi njegovim sredistem, ve¢ ga tangira odnosno prolazi na
udaljenosti R od osi koja prolazi sredistem,

1 3

Iy = MR? + [} = MR? + EI\/IRQ = 5/\//R?_

8.5 Kutna koli¢ina gibanja krutog tijela

Kutna koli¢ina gibanja: Projekciju vektora kutne koli¢ine gibanja na os vrtnje krutog tijela (uzimamo
da je to z-0s) moZemo izraziti kao
L, = l,wy, (8.22)

gdje je I, moment tromosti u odnosu na os vrtnje, a w, je kutna brzina vrtnje.

Tvrdnju (8.22) dokazujemo raspisujuci kutnu koli¢inu gibanja i-te Eestice u odnosu na ishodisnu to¢ku na
osi vrtnje kao
Li=rixpi=(si+t)xp=s; xp;+t xp; (8.23)

Koristeci p; = mjv; = mj(w X s;) te opCi vektorski identitet a x (b x c) = (a-c)b — (a - b)c pokazujemo
da je prvi ¢lan na desnoj strani paralelan s osi vrtnje,

sixpi=s; x mi(wxs;)=ms?w = ms’w, 2, (8.24)
dok je drugi &lan u izrazu (8.23) okomit na os,
t; xpi=t; X m,-(w X S,‘) = —m,-(t,- . w)s,- (8.25)

jer gleda u smjeru vektora s;. Komponentu koli¢ine gibanja krutog tijela u smjeru osi vrtnje sada mozemo

napisati kao
Ly=> (L)z=) (sixp)z=» msiw, = <Z m,-s,-2)wz = W, (8.26)
i i i i

gdje smo sumu u zagradama prepoznali kao moment tromosti krutog tijela u odnosu na z-os (8.17). Time
je tvrdnja (8.22) dokazana.

Napomena o glavnim osima krutog tijela: lzraz (8.25) pokazuje da vektor kutne koli¢ine gibanja krutog
tijela i vektor njegove kutne brzine nisu nuZno istog smjera. Ta dva vektora imaju isti smjer jedino kad
se kruto tijelo vrti oko jedne od svojih “glavnih osi”. Svako kruto tijelo posjeduje barem tri takve osi.
One su medusobno okomite i prolaze sredistem mase tijela. (Dokaz posljednjih dviju tvrdnji sloZeno%¢u
nadilazi namjenu ovog teksta.) Simetri¢na tijela mogu imati vise od triju glavnih osi. Na primjer, kugla
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ima beskonat&no mnogo glavnih osi jer svaku os koja prolazi njenim sredistem moZemo smatrati glavhom
osi. Opcenito, os rotacijske simetrije tijela, ukoliko ju tijelo posjeduje, ujedno je jedna od njegovih glavnih
osi.

8.6 Jednadzba gibanja tijela pri vrtnji oko nepomicne osi

Jednadzba gibanja za vrtnju krutog tijela oko nepomicne osi: U svakom sustavu Cestica vrijedi
jednadZba gibanja (8.7) prema kojoj je derivacija kutne koli¢ine gibanja po vremenu jednaka zbroju
momenata vanjskih sila. Pri vrtnji krutog tijela oko nepomi¢ne osi razmatramo iskljuc¢ivo projekciju
kutne koli¢ine gibanja na os vrtnje te koristeci (8.22) moZemo napisati

d d
Slo= LYz e, = M,, (8.27)

gdje je M, zbroj z-komponenata momenata vanjskih sila u odnosu na ishodisnu to¢ku na z-osi.
Jednadzbu (8.27) zovemo jednadzbom gibanja za vrtnju krutog tijela oko nepomicne osi.

Preostale komponente zbroja momenata vanjskih sila ovdje nema potrebe razmatrati jer prema pretpostavci
o vrtnji tijela oko nepomic¢ne osi one ne mogu utjecati na gibanje tijela.

Primjer 8.6.1: \Vitnja valjka s namotanom niti | utegom na njenom kraju

Oko homogenog valjka mase M = 10kg i polumjera R = 0.1 m koji se moZe vrtjeti oko vodoravne
osi hamotana je bezmasena nit na ¢ijem kraju visi uteg mase m = 1 kg. Odredit ¢emo trajanje prvog
punog okreta valjka ako sustav u po¢etnom trenutku miruje.

Na slici su ucrtane x i y-os pravokutnog koordinatnog sustava koje su smjestene tako da se vrtnja valjka
odvija oko z-osi koja je usmjerena prema Citatelju. Na slici je takoder naznacen pozitivan smjer kutne
koordinate ¢, kojom opisujemo poloZzaj valjka pri njegovoj vrtnji oko z-osi. Ako je u pocetnom trenutku
¢, = 0, kutna koordinata ¢, ¢e s vremenom postati negativna, a takoder ocekujemo negativnu kutnu
brzinu w; i kutnu akceleraciju a.

Najprije uotavamo da zakretu valjka d¢, oko z-osi odgovara pomak utega duz y-osi dy = Rdg,.
Podijelimo |i tu relaciju s diferencijalom vremena dt u kojemu su se zakret d¢, i pomak dy dogodili,
dobivamo relaciju koja povezuje kutnu brzinu valjka i brzinu utega v, = Rw,, a deriviranjem te relacije
po vremenu dobivamo relaciju koja povezuje kutnu akceleraciju valjka i akceleraciju utega,

ay = Ra.

Jednadzbu gibanja valjka moZemo napisati kao

oz =Mz = ((RX) x (=T9))z = (-RT 2): = —RT,
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gdje je I7 = %/\/IF\’2 moment tromosti valjka u odnosu na z-os oko koje se on okrece, (vidi primjer
8.4.1), a, je kutna akceleracija valjka pri vrtnji oko z-osi, M, je z-komponenta momenata vanjskih
sila koje djeluju na valjak, a ovdje je prisutan jedino moment sile napetosti niti T Cije se hvatiSte nalazi
na obodu valjka.

JednadZbu gibanja utega moZemo napisati kao
ma, = —mg+T,

gdje je a, njegova akceleracija.

Eliminacijom napetosti niti T i akceleracije utega a, iz gornjih triju jednadzbi, kutnu akceleraciju valjka

o, moZemo izraziti kao
mg

@z (GM+m)R’

S obzirom na to da je kutna akceleracija stalna u vremenu, kutnu brzinu w, i kutnu koordinatu
¢, moZemo izraziti oslanjajuéi se na analogiju s relacijama koje opisuju kinematiku gibanja stalnom
akceleracijom (jednoliko ubrzano gibanje). Kutnu brzinu koja odgovara stalnoj kutnoj akceleraciji
moZemo opisati izrazom w_[t] = at, gdje je t vrijeme koje je proteklo od pocetka gibanja, a kut ¢,
za koji se tijelo u tom vremenu zakrenulo je

1

o-[t] = Eaztz-

Prvom punom okretu odgovara ¢,[t;] = —27 iz ega dobivamo
2 x (=2m) 4R (M 4 x (0.1 m) 10kg
f \/ oy \/ g <2m+ > \/ 9.81ms—2 2><(1kg)+ 0.87s

Primjer 8.6.2: Njihanje Stapa, poletna akceleracija slobodnog kraja

Tanki homogeni Stap koji se moZe slobodno njihati oko jednog svog kraja pusten je u gibanje iz
mirovanja u vodoravnom poloZaju. Odredit ¢emo iznos akceleracije slobodnog kraja Stapa netom
nakon pocetka gibanja.

—
- Q—

Njihanje Stapa mase m i duljine £ moZemo shvatiti kao njegovu vrtnju oko vodoravne nepomicne z-o0si
koja prolazi njegovim krajem. Jedina sila koja djeluje na Stap izvan osi je gravitacijska sila mg = —mgy
s hvatistem u teZistu Stapa koje se nalazi pri rey, = (£/2) X. JednadZbu gibanja $tapa moZzemo napisati
kao

Img
2

gdje je I, = %mﬁz moment tromosti Stapa u odnosu na njegov kraj (vidi primjere 8.4.1i 8.4.2), o je

lo, = M; = (rem X mg), = <§)‘( X (—mgy))Z = (— —2>Z =
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kutna akceleracija, a rcyy X mg je moment gravitacijske sile. Slijedi

39

%z = "o

Akceleraciju kraja $tapa ratunamo prema jednadzbi (8.16). Na samom pocetku gibanja prisutan je
samo prvi ¢lan jer su brzina Cestice v; i kutna brzina tijela w nul-vektori. Dobivamo
39 5 39 .
akraj =a X Skraj = (— 2—eZ> X (KX) = —7y.
Uocavamo da je iznos akceleracije kraja $tapa, awraj = %g, vedi od iznosa akceleracije gravitacijske
sile.

8.7 Energija pri vrtnji tijela oko nepomicne osi

Kineticka energija pri vrtnji krutog tijela oko nepomicne osi moZe se napisati kao

1
K:ZK Z m;V; Z m,w 5 = <Zm, ) w3 Elzwg, (8.28)
i
gdje smo sumu u zagradama prepoznali kao moment tromosti krutog tijela.

Diferencijal kineti¢ke energije mozemo izraziti kao umnozak z-komponente momenta vanjskih sila i dife-
rencijala kuta zakreta d¢, koji je pritom nastupio,

1
dK = d<§/2w§> = Lw,dw, = Lw,a,dt = M, do,. (8.29)

U racunu smo na osnovu (8.12) koristili dw, = a,dt i w,dt = d¢,, te na osnovu (8.27) I,a, = M.

Rad momenta vanjskih sila pri vrtnji krutog tijela oko nepomicne osi: Diferencijal rada koji obave
vanjske sile se moZemo napisati kao

dw = ZdW ZF dr,_ZF v,dt—ZF (w x s7) dt—Zw (si x F;)dt
= (wdt) - Z(r,—t,)xF = (wdt) - Zr,xF = (wdt) - ZM
=M - wdt = Myw, dt = M, d¢,, (8.30)

gdje prepoznajemo izraz koji je istovjetan izrazu za diferencijal kineti¢ke energije. Jednakost diferencijala
dK i dW nam govori da je rad AW koji vanjske sile obave djelujuéi na tijelo jednak promjeni kineti¢ke
energije tijela AK, &to je u skladu s od ranije poznatim teoremom o radu i kineti¢koj energiji (vidi poglavlje
4.2). Dodatno, kad je rije¢ o konzervativnim silama, rad koji sile obave djelujuci na tijelo jednak je
negativnoj promjeni potencijalne energije tijela te vrijedi

AK = AW = —AU. (8.31)

Snaga: lzraz za diferencijal rada momenta vanjskih sila (8.30) nam omogucuje da snagu djelovanja

momenta vanjskih sila izrazimo kao

aw
P=—= zWz. .32
5 w (8.32)
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Primjer 8.7.1: Njihanje Stapa, kutna brzina u ravnoteZnom poloZaju
Kao i u prethodnom primjeru i ovdje razmatramo tanki homogeni stap koji se moze slobodno njihati
oko jednog svog kraja i koji je puSten u gibanje iz mirovanja u vodoravnom poloZaju.
LLLLL L
I
< ] g
v

Zanima nas odrediti kutnu brzinu vrtnje $tapa u trenutku u kojem on prolazi ravnoteZnim poloZajem.

Posluzit cemo se natelom o&uvanja mehanicke energije. Prema (8.28), kineti¢ka energija stapa mase
m i duljine £ je
Lo 1 2\ 2 1 5o
K= Elzwz = E(gmé )wz = 6m€ wy
(koristili smo od ranije poznat izraz za moment tromosti $tapa). Gravitacijsku potencijalnu energiju
moZemo izraziti kao

1

1
U= mg(g sin d)z) = Emgésin bz,

gdje je ¢, kut kojim opisujemo zakret tijela oko z-osi u odnosu na njegov pocetni polozaj. Ako na
gornjoj slici z-os gleda prema cCitatelju, kut ¢, ¢e biti negativan. lzraz u zagradama jest promjena
visine sredista mase Stapa. Koristeéi gornje izraze za K i U, mehani¢ka energija ovog sustava je

1 1
E=K+U= gmﬂzwf + Emgﬁsin o

Na pocetku gibanja imamo w, =01 ¢ = 0, dakle £ = 0, te na osnovu o€uvanja energije zaklju€ujemo

39 .
w2 = I sin op
L
sin < 0). Ako z-os gleda prema citatelju, u ravnoteZznom poloZaju imamo ¢, = —%w, odnosno
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8.8 Fizi¢ko njihalo

Fizicko njihalo je kruto tijelo koje se moZe slobodno gibati oko ¢vrste vodoravne osi koja ne prolazi
njegovim sredistem mase (tezistem).

WISV

Udaljenost sredista mase od osi njihala na gornjoj slici oznacena je s b. Kad se srediste mase njihala nalazi
ispod osi, odnosno u najnizoj tocki svoje kruZne putanje, njihalo je u svom ravnoteznom polozaju. Kad se
njihalo zakrene za kut 8 u odnosu na ravnotezni polozaj, srediste mase se popne na visinu

h = b(1 — cos@) (8.33)

u odnosu na ravnotezni polozaj. Slijedi da gravitacijsku potencijalnu energiju pri zakretu njihala za kut 9
moZemo napisati kao
U = mgh = mgb(1 — cos¥). (8.34)

Kineti¢ka energija njihala je
1 .
K = 2/92, (8.35)

gdje je | moment tromosti njihala u odnosu na os vrtnje, a 6 je derivacija kuta 6 po vremenu odnosno
kutna brzina kojom se njihalo u danom trenutku okreée oko osi.

Jednadzba gibanja njihala: 1z o¢uvanja mehanicke energije slijedi

dE  d . e b
= o = (K+U) = 160+ mgbsin6 6 = 10 <9+ﬂsin9>, (8.36)

0 I

gdje prepoznajemo jednadZbu gibanja njihala

.. b
9+gsin9 = 0. (8.37)

Uotavamo da se funkcija 6 ovdje pojavljuje kao argument trigonometrijske funkcije sin te da gornja jed-
nadzba nema oblik jednadZzbe gibanja harmonijskog oscilatora. Njeno rjeSenje, koje zbog sloZenosti ovdje
ne prikazujemo, nije harmonijsko titranje, ve¢ se radi o titranju &ija frekvencija ovisi o amplitudi.

Njihanje vrlo malim amplitudama: Ograni¢imo li razmatranje njihanja na vrlo male otklone, 8 <« 1,
moZzemo iskoristiti svojstvo sinf ~ 6. Time jednadzba gibanja (8.37) izravno poprima oblik jednadZbe

gibanja harmonijskog oscilatora,
. b
64 #9 —0, (8.38)

gdje konstantni koeficijent koji mnoZi funkciju 6 predstavlja kvadrat kutne frekvencije titranja njihala,

mgb

/ (8.39)

wh =
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To znaci da pri njihanju vrlo malim amplitudama njihalo moZzemo smatrati harmonijskim oscilatorom.
Rjegenje gornje jednadZbe gibanja moZemo napisati kao

0[t] = © cos|wot + ¢], (8.40)

gdje je kut © amplituda titranja, odnosno najveci otklon koji njihalo postize, a ¢ je uobiajena pocetna
faza.

Primjer 8.8.1: Reducirana duljina fizickog njihala

Tzv. reducirana duljina fizickog njihala je duljina niti koju bi matemati¢ko njihalo moralo imati da
se pri njihanju vrlo malenom amplitudom njise istom frekvencijom kao promatrano fizicko njihalo.

Izjednatavanjem kvadrata frekvencije matematitkog njihala duljine £eq., W3 = g/4red. (vidi prethodni
primjer), i kvadrata frekvencije fizickog njihala koji je dan izrazom (8.39), slijedi

g _ mgb
Zred. / ’

WE =

odnosno /

ered. = %

Kao primjer odredit éemo reduciranu duljinu njihala koje se sastoji od tankog homogenog Stapa duljine
£ koji njise oko osi koja prolazi njegovim krajem odnosno na udaljenosti b = £/2 od njegova sredista
mase. Moment tromosti Stapa mase m i duljine £ u odnosu na os koja prolazi njegovim krajem poznat
je iz ranijeg primjera i iznosi | = £me?. Slijedi

I m/3 2

b~ mij2 3%

ered. =

$to znad&i da tanki homogeni $tap duljine £ koji njise oko svog kraja i matemati¢ko njihalo duljine %2
njisu jednakim frekvencijama.

Primjer 8.8.2: Njihanje tankog homogenog Stapa

Tanki homogeni Stap duljine £ moZe se njihati oko osi koja ga probada na udaljenosti b od njegova
sredista mase (polovista). Odredite udaljenost b za koju ¢e frekvencija njihanja Stapa biti najveca
moguca te odgovarajuci period njihanja.

Moment tromosti stapa u odnosu na os koja ga probada na udaljenosti b od njegova sredista mase

moZemo napisati koristenjem teorema o paralelnim osima kao

_ 1 » 2
| = 12m€ + mb-.
Prema (8.39) kvadrat frekvencije njihanja stapa oko te osi je
mgb mgb B b
I mej12+mb @j121 b2

W =

Maksimum (kvadrata) frekvencije pronalazimo uvjetom

0= o 15 2 — 12b?
T ap0 T T I e 1)

koji je zadovoljen za
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Uvrstavanjem te vrijednosti u izraz za kvadrat frekvencije dobivamo
wg =3 %

¢emu odgovara period titranja

2w 2m\/4/g

w_o_ 31/4

Na primjer, za stap duljine £ = 1 m period bi iznosio T ~ 1.52s.

8.9 Kotrljanje krutog tijela

Kotac je naziv koji ¢emo koristiti za bilo koje rotacijski simetri¢no kruto tijelo odnosno tijelo koje u ravnini
okomitoj na os simetrije ima kruzni presjek i koje se moZe kotrljati po podlozi. Os rotacijske simetrije tijela
prolazi sredistem mase tijela, a oznacavat ¢emo ju kao z*-os. Primjeri “kotaca” su obruc, puni ili Suplji
valjak, kugla, sfera (3uplja kugla), itd. Opcenito, moment tromosti kotata mase M i polumjera R u odnosu

na njegovu z*-os mozemo napisati kao
I} = kMR?, (8.41)

gdje koeficijent K poprima vrijednosti od 0 do 1. Za obru¢ i za Suplji valjak imamo kK = 1, za puni valjak
k = 1/2, za punu kuglu kK = 2/5 (vidi primjer 8.4.1), a kad bi se sva masa kotata nalazila u njegovom
srediStu, imali bismo k = 0.

Kotrljanje kotaca bez klizanja je kotrljanje pri kojem tocka kota¢a koja u nekom trenutku dodiruje
podlogu, miruje u odnosu na nju. Slika prikazuje kota& polumjera R na podlozi te osi x* i y* koordinatnog
sustava u referentnom okviru kotaca (ROSM, vidi poglavlje 5.4) &ija je z*-0s usmjerena prema Citatelju.
Slika takoder prikazuje x i y osi koordinatnog sustava u referentnom okviru vezanom uz podlogu.

y y*

/

Zakretu kotata d¢i oko njegove z*- osi, u referentnom okviru vezanom uz podlogu odgovara pomak

sredista mase kotaca
dxem = —R d¢3, (8.42)

gdje je R polumjer kota&a. Podijelimo li tu relaciju diferencijalom vremena dt unutar kojeg su se pomak
dxcm 1 zakret d¢p% dogodili, dobivamo relaciju koja povezuje brzinu sredista mase vemyx = dxem/dt i kutnu
brzinu kotata w} = d¢%/dt,

Vemx = —Rw3. (8.43)

Gornju relaciju zovemo uvjetom kotrljanja bez klizanja, a deriviranjem te relacije po vremenu dobivamo
relaciju koja pri kotrljanju bez klizanja povezuje akceleraciju sredista mase acmx 1 kutnu akceleracije kotaca
o

acmx = —Rag. (8.44)

Primjer 8.9.1: Kotrljanje bez klizanja niz kosinu, koeficijent trenja
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Pretpostavit ¢emo da se kotac &iji je moment tromosti dan izrazom (8.41) pod djelovanjem sile teZe
kotrlja bez klizanja niz kosinu nagiba 3. Odredit ¢emo akceleraciju sredista mase kotaca, iznos sile
statickog trenja koja djeluje izmedu kotaca i kosine te minimalnu vrijednost koju mora imati koeficijent
stati¢ckog trenja kako ne bi nastupilo klizanje.

Na kotac¢ djeluju gravitacijska sila Mg s hvatistem u sredistu mase kotaca (teZistu) te sila podloge N
i sila trenja Fy, s hvatistima u toc¢ki u kojoj kota¢ dodiruje kosinu.

Jednadzba gibanja sredista mase kotaa u potpunom (vektorskom) obliku glasi
Macm = F = Mg+ N + Fy,,
a njenu x-komponentu moZemo napisati kao
Macmx = MgsinB — F.

Jednadzba gibanja za vrtnju kotafa oko njegove z*-osi (uzimamo da je ta os usmjerena prema
Citatelju), s obzirom na to da jedino sila trenja ima moment u odnosu na tu os razli¢it od nule,
glasi
I;oy = M, = —RFy,.
Uz koristenje uvjeta kotrljanja bez klizanja (8.44) i izraza za moment tromosti kotaca (8.41), iz
posljednje dvije jednadZbe moZemo eliminirati kutnu akceleraciju o, te izraziti akceleraciju sredista
mase i iznos sile trenja kao
K

1
dcmx = ———gsing, Fer = Mgsin 3.

14+ kK 14+ kK
Uocavamo da iznos akceleracije kotaca koji se kotrlja bez klizanja niz kosinu ne ovisi o0 masi kotaca,
ali ovisi o koeficijentu kK odnosno o na&inu na koji je masa unutar njega rasporedena. Kotac Cija je
masa rasporedena uz njegovu z*-os (k — 0) akcelerirao bi poput tijela koje bez trenja translacijski
klizi niz kosinu, dok bi akceleracija kotaca ¢ija je masa rasporedena pri njegovu obodu (k — 1) bila
upola manja.

Bududi da je sila trenja, &iji smo iznos Fy, odredili, po svojoj prirodi sila stati¢kog trenja, njen iznos
zadovoljava nejednakost
Fer < uN,

gdje je N iznos sile kojom kotac i podloga medudjeluju u smjeru okomitom na kosinu. S obzirom na
to da iz jednadzbe gibanja sredista mase kotaca slijedi

N = Mg cosg,
moZemo zakljuciti da koeficijent stati¢kog trenja mora zadovoljavati nejednakost
Ftr K
> — = tg .
W2 = 1yg WP

Uz nedovoljno velik koeficijent stati¢kog trenja kotaca i kosine sila trenja ne bi mogla postiéi potrebnu
vrijednost te bi pri gibanju kotaca niz kosinu doslo do klizanja.
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Kineticka energija pri kotrljanju bez klizanja: Prema opcenitim relacijama (5.14) ili (8.5), kineti¢ku
energiju tijela mozemo izraziti kao zbroj kineti¢ke energije centra mase K., i kineticke energije tijela u
referentnom okviru njegova sredista mase K*. Kad se radi o kotacu &iji je moment tromosti dan izrazom
(8.41) i koji se kotrlja bez klizanja, 3to znaci da je zadovoljen uvjet (8.43), kinetitku energiju moZemo

izraziti kao

1 1 1 1 2 1
K = Ken+ K* = SMV2, + 51502 = SMV3, + SkMR? (%) - Z"Mvgm_ (8.45)

Uocavamo da je kineti¢ka energija kotaca u kotrljanju do dva puta veca od kineti¢ke energije tijela iste
mase koje se brzinom istog iznosa giba translacijski.

Primjer 8.9.2: Kotrljanje bez klizanja niz kosinu, konacna brzina

Primjenom ocuvanja mehani¢ke energije odredit éemo konacni iznos brzine sredista mase kotaca koji
se, krenuvsi iz mirovanja pri vrhu kosine visine H, dokotrljao bez klizanja u podnoZje kosine.

Vazno je uotiti da sila stati¢kog trenja koja osigurava kotrljanje bez klizanja ne obavlja rad, a s obzirom
na to da u sustavu nema daljnjih sila koje bi mogle dio mehani¢ke energije pretvoriti u druge oblike
energije, zaklju€¢ujemo da je mehanic¢ka energija sustava o€uvana.

U potetnom stanju imamo kineticku energiju kotaca jednaku nuli, jer on miruje, te gravitacijsku
potencijalnu energiju kotata koju moZemo izraziti u odnosu na referentnu razinu podnoZja kosine,

K =0, U= MgH, Epoe. = K+ U = MgH.

U konatnom stanju imamo kineti¢ku energiju kotata koja je dana izrazom (8.45) te gravitacijsku
potencijalnu energiju kotaca koja je jednaka nuli jer smo podnoZje kosine odabrali kao referentnu

razinu,
1+kK

1
+K,MV2 :

2
2 cm: Mvcm'

K:

U=0, Ekon. =K+ U=

Primjenom uvjeta oCuvanja mehanicke energije, Exon. = Epor., dobivamo

2gH
Vem = 1/ .
cm 1+K,

Kao i u prethodnom primjeru, gdje smo uocili ovisnost akceleracije sredista mase o koeficijentu k,
ovdje uo¢avamo da se tijela &ija je masa rasporedena bliZe njihovom obodu i koja zbog toga imaju vedi
koeficijent k, kotrljaju sporije od onih &ija je masa rasporedena blize z*-osi.

Kotrljanje s klizanjem: Kad brzina sredista mase kota¢a vemy | kutna brzina njegove vrtnje w, ne zado-
voljavaju uvjet (8.43), dolazi do klizanja kota&a po podlozi. To zna&i da na kotac djeluje sila dinamitkog
trenja Ciji je smjer suprotan smjeru brzine koju totka kotaca koja dira podlogu ima u odnosu na samu
podlogu. Ako se u referentnom okviru podloge gibanje sredista mase kotaca odvija duz x-osi, mozemo
pisati

Vemx 2 _sz = Ftrx = $p,DN, (846)

gdje je N iznos sile kojom kota¢ i podloga medudjeluju u smjeru okomitom na podlogu. Gornji simboli (>
I —) odnose se na slu€aj u kojem je x-komponenta brzine sredista mase kotaca veca, a donji simboli (< i
+) odnose se na slu¢aj u kojem je ta brzina manja od one koja zadovoljava uvjet (8.43).

Primjer 8.9.3: Kotrljanje biljarske kugle uz klizanje

Neposredno nakon Sto je primila udarac Stapom, biljarska kugla klizi po vodoravnoj podlozi brzinom
iznosa vp = 2ms~ ! bez vrtnje. Kugla s podlogom ima koeficijent trenja u = 0.1. Sila trenja koja
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djeluje na kuglu ¢e tijekom vremena smanjiti brzinu sredista mase kugle te dovesti do njene vrtnje,
zbog €ega e u nekom trenutku nastupiti kotrljanje kugle bez klizanja. Odredit ¢emo nakon koliko ¢e
vremena nastupiti kotrljanje bez klizanja i koliki put ¢e do tog trenutka kugla prevaliti.

Uzmemo li da se kugla giba u pozitivnom smjeru x-osi, u po¢etnom trenutku moZemo napisati
Xem[0] = 0, Vemx[0] = o, w,[0] = 0.
JednadZbu gibanja sredista mase kugle moZemo napisati u obliku
Macmx = —Fer = —uMg,

§to daje stalnu akceleraciju acmxy = —ug odnosno jednoliko ubrzano gibanje. To znaci da brzinu
sredista mase i x-koordinatu poloZaja sredista mase sada mozemo opisati izrazima (2.18) i (2.19) koji
uz nase pocetne uvjete daju

1 2
chx[t] =V — ugt, Xcm[t] = Vot — E.ug t=.

Jednadzba gibanja za vrtnju kugle oko z*-osi glasi
oy, =M, = —-RF, = —RuMg,
§to daje stalnu kutnu akceleraciju

_RuMg _ RuMg _ 5ug
I ZMR? 2R’

ay =

gdje smo koristili poznati izraz za moment tromosti homogene kugle u odnosu na os koja prolazi
njenim sredistem (vidi primjer 8.4.1). Kako je poCetna kutna brzina jednaka nuli moZemo napisati
Sug
wz[t] =o,t = —ﬁt
Sada moZemo odrediti trenutak t’ u kojem gibanje kugle prelazi u kotrljanje bez klizanja. Uvjet (8.43)
koji glasi Vemx = —Rw; ovdje vodi na

Sug ¢

vo—ugt = 5

iz ¢ega dobivamo
t, _ 2Vo
g’
a put koji do tog trenutka prevaljuje srediste mase kugle je
_12v8 12 x (2ms™1)?

= = = 1 .
4919 49 x 0.1 x (9.81ms—?) m

1
s" = xem[t'] = xem[0] = vot’ — Shg 2= ...
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Zadaci

Z.8.1: Homogena vodoravna greda duljine L = 6 m i mase M = 80kg leZi na dvama osloncima, a na njoj
stoji tovjek mase m = 60 kg. Udaljenost lijevog oslonca od lijevog kraja grede je x; = 1.5m, udaljenost
desnog oslonca od lijevog kraja grede je xo = 5.5m, a €ovjek je od lijevog kraja grede udaljen x3 = 4.5m.
Odredi iznose sila kojima oslonci djeluju na gredu.

Rj: Fio= :E((M + m)x2,1 — ML/2 — mX3)g/(x2 — Xl), R ~637.7N, Fp ~735.7N

Z.8.2: Kvadar pritis¢emo uz uspravan zid s kojim on ima koeficijent stati¢kog trenja u = 0.5 kako on ne
bi klizio prema dolje. Primjenjujemo silu iznosa F &iji smjer s okomicom na zid zatvara kut a. Odredi kut
o za koji je potreban najmanji iznos sile F.

Rj: tga = p~ !, o ~63.4°

Z.8.3: Dva sitna tijela kojima su mase my i mp priévrséena su na krajevima tankog homogenog Stapa
duljine L i mase M. Na kojoj udaljenosti od kraja $tapa na kojem se nalazi tijelo mase my prolazi os
okomita na $tap, a u odnosu na koju ¢itav sustav ima najmanji moment tromosti?

Rji: a= (M/2+ mo)L/(M+ my + my)

Z.8.4: Odredi moment tromosti homogenog sto3ca polumjera baze R i mase M u odnosu na njegovu os
simetrije.

Rj: | = $MR?

Z.8.5: Tanka homogena vodoravna greda mase m oslonjena je na dva oslonca koji se nalaze pod samim

krajevima grede. U nekom trenutku jedan se od oslonaca naglo ukloni i greda se po¢ne gibati. Odredi silu
kojom preostali oslonac djeluje na gredu u trenutku netom nakon Sto je jedan oslonac uklonjen.

Ri: F=mg/4

Z.8.6: Preko koloture koju moZemo smatrati homogenim diskom polumjera R i mase M i koji se moZe
bez otpora okretati oko nepomi¢ne vodoravne osi prebacena je nerastezljiva nit zanemarive mase na &ijim
su krajevima utezi masa my i my. Pustimo li sustav u gibanje nit pokre¢e koloturu pri ¢emu ne dolazi do
proklizavanja. Odredi napetost onog dijela niti na kojem visi masa m;.

Ri: T1 = (Mmy +4mimy)g/(M +2my +2m5)

Z.8.7: Tanka nerastezljiva nit zanemarive mase prebacena je preko koloture mase M i polumjera R koju
smatramo homogenim diskom. Jedan kraj niti oprugom je povezan s ¢vrstim uporistem, dok na drugom
kraju visi uteg mase m. Odredi period malih oscilacija u ovom sustavu.

M, R

Rji: T =2m/(m+ M/2)/k

Z.8.8: Tanki homogeni Stap duljine L i mase M poduprt je tako da se moZe slobodno njihati oko jednog
kraja. Odredi udaljenost a od gornjeg kraja Stapa na kojoj treba pricvrstiti sitan uteg mase m (vidi sliku)
kako bi period pri njihanju ¢itavog sustava malenom amplitudom bio najkraéi. Posebno razmotri grani¢ni
slu¢aj m/M — Q0.
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WIS I IS4
o
! 9
Lod
UM, L

Rj: a=(ML/2m)(=1++/1+4m/3M), limy/m—0a=L/3

Z.8.9: Homogena kugla polumjera r poloZena je u dno sferne udubine polumjera zakrivljenosti R > r (vidi
sliku). Odredi frekvenciju malih titraja kad kugla kotrljajuci se bez proklizavanja “njise” oko ravnoteznog
poloZaja.

Rj: wo = +/59/7(R—r)
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9 Mehanika fluida

Fluidi (plinovi i tekucine) su tijela koja ne posjeduju vlastiti oblik, ve¢ se prilagodavaju obliku prostora
(posude) u kojemu se nalaze. Ovo poglavlje se najprije bavi fluidima u mirovanju, a zatim doti¢e neke
najjednostavnije aspekte gibanja fluida.

0.1 TIak i vrste fluida

Tlak fluida: Stijenka posude koja ograni¢ava Sirenje fluida prostorom i fluid medudjeluju silom koja je
okomita na stijenku posude. Na isti nacin fluid medudjeluje s povrsinom bilo kojeg ¢vrstog tijela koje je
u njega uronjeno. Tlak (engl. pressure) je fizitka veli¢ina definirana kao omjer iznosa sile AF i elementa

povrsine AS na koju sila djeluje,
_AF (9.1)
-~ AS’ '
Mjerna jedinica sustava Sl za tlak je paskal, 1Pa = 1Nm~2. Smatramo da je tlak prisutan svugdje u
fluidu, a ne samo uz stijenku posude ili povrSinu uronjenog tijela, a s obzirom na to da nema smisla govoriti

o njegovom smjeru, tlak je skalarna fizi¢ka veli¢ina.

Plinovi (engl. gas) su fluidi u kojima medudjelovanje Cestica (atoma ili molekula), osim za vrijeme krat-
kotrajnih sudara medu njima, nema znacajnu ulogu. Kad se plin nalazi u zatvorenoj posudi on se Siri sve
dok ravnomjerno ne ispuni sav prostor posude.

JednadZba stanja idealnog plina (engl. equation of state for an ideal gas) povezuje tlak plina p, volumen
V' posude u kojoj se plin nalazi i temperaturu plina T,

pV = nRT = NKT, (9.2)

gdje je desna strana napisana na dva razli¢ita nac¢ina. Kad ju napiSemo na prvi nacin, susreemo koli¢inu
tvari n (koju izraZavamo u molima) te tzv. univerzalnu plinsku konstantu R = 8.314 Jmol™* K~1, dok kod
drugog natina pisanja imamo broj &estica N i tzv. Boltzmannovu konstantu k = 1.381 x 10723 JK™1.
Pri koristenju jednadZbe stanja idealnog plina obavezno je koristiti termodinami¢ku temperaturu izraZenu
u kelvinima.

Tekucine (ili kapljevine) (engl. liquid) su fluidi u kojima meduesti¢ne sile nastoje odrzati estice na
okupu. Zbog toga tekucine ne zauzimaju nuzno sav prostor koji im je na raspolaganju. Kad se tekucine
nalaze pod djelovanjem gravitacijske sile one se smjestaju u stanje najniZe gravitacijske potencijalne ener-
gije. Nalazimo ih pri dnu posude, a povrsina im je vodoravna. U odsutnosti gravitacije, npr. u svemirskom
brodu, kapljice tekuéine Sirile bi se unutrasnjos¢u broda poput Cestica plina.

Stlacivi i nestlacivi fluidi: Kad se radi o plinovima, podrazumijevamo da su oni stlacivi. Smanjenju
volumena plina odgovara povecanje njegovog tlaka i gustoc¢e. Tekucine se, u usporedbi s plinovima,
znatno jace opiru smanjenju volumena. Zbog toga je u mnogim situacijama opravdano tekucine smatrati
nestlacivim fluidima (engl. uncompressible fluid). Nestla&ivost fluida obi¢no izraZzavamo uvjetom p = konst
koji govori da je njihova gustoca nepromjenjiva.

Idealni i viskozni fluid: MeduZesti¢ne sile u fluidu mogu oteZzati relativno gibanje (protjecanje) dijelova
fluida u odnosu na neke druge njegove dijelove. Kad fluid ne protjee posve slobodno, kazemo da su u
njemu prisutne viskozne sile te da je rije¢ o viskoznom fluidu (engl. viscous fluid). Fluid u kojem viskozne
sile nisu prisutne zovemo idealnim fluidom (engl. perfect fluid).
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9.2 Statika fluida i sila uzgona

Jednadzba ravnoteze fluida u gravitacijskom polju: Zbog prisutnosti sile teZe (gravitacijske sile),
tlak mirnog fluida se s visinom smanjuje. Kad se radi o stla¢ivom fluidu, s visinom se smanjuje i
njegova gustoca. Tlak p stati¢nog fluida zadovoljava diferencijalnu jednadZbu

Pl =~ (9.3)

gdje je y visina, p je gustoca fluida, a g je akceleracija slobodnog pada koju ovdje smatramo kons-
tantnom (neovisnom o visini).

JednadZbu ravnoteZe fluida u gravitacijskom polju (9.3) zovemo jo3 i jednadZbom “hidrostatske” ravnoteZe
(engl. equation of hydrostatic equilibrium), bez obzira na to sto ona vrijedi za sve fluide, a ne samo za
vodu.

Jednadzba (9.3) slijedi iz razmatranja sila koje djeluju na element fluida u ravnoteZi.
y

;a5 lhean

Ah 9

k2 h l
Gornja i donja ploha prikazanog elementa fluida imaju povrsinu AS, a visina elementa je Ah. To zna&i da
je masa elementa fluida Am = p[h] AV = p[h] AS Ah te da na njega djeluje gravitacijska sila iznosa Amg
usmjerena prema dolje. Okolni fluid djeluje na donju plohu promatranog elementa silom iznosa p[h] AS
usmjerenom uvis te na gornju plohu silom iznosa p[h+ Ah] AS usmjerenom prema dolje. Djelovanje fluida

na boc¢ne plohe promatranog elementa ne doprinosi y-komponenti ukupne sile koju sada moZemo napisati
kao

d
AF, — —Amg+ plH| DS — plh+ DR AS — - — —p[a]ASahg — Y Apas, (9.4)
y=h
gdje smo koristili prva dva ¢lana Taylorovog reda
d
plh+ Ak ~ p[i] + LU Ay (9.5)
dy y=h

Ukupna sila koja djeluje na element fluida koji se nalazi u ravnoteZi mora biti jednaka nuli te uvjet AF, =0
vodi na (9.3).

Hidrostatski tlak: RjeSenje jednadZbe ravnoteze (9.3) za nestlaiv fluid odnosno za fluid ¢ija gustoca
o ne ovisi o tlaku, a time ni o visini, moZemo napisati kao

plhl = po — pg(h — ho), (9.6)

gdje je h visina, a pg = p[ho] je tlak na referentnoj visini h = hg. Tlak opisan s (9.6) linearno opada s
visinom, a zovemo ga hidrostatskim (engl. hydrostatic pressure) iako on vrijedi za bilo koji nestla&iv
fluid.

Primjer 9.2.1: Hidrostatski tlak u moru
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S obzirom na to da morsku vodu moZzemo smatrati nestlacivim fluidom, tlak u moru na dubini d
moZemo napisati s pomocCu izraza za hidrostatski tlak (9.6). Uzmemo li kao referentnu visinu hg
povrinu mora pri kojoj je tlak vode jednak atmosferskom tlaku, pg = p[ho] = Patm., imamo

p[h] = patm. — pg(h — ho), h < hg.
Napisemo li dubinu u moru kao d = —(h — hg), tlak u ovisnosti o dubini dan je izrazom

pld] = patm. + pgd, d>0.

Koriste¢i priblizne vrijednosti p ~ 103kgm™3, g ~ 10ms™2 i patm =~ 10° Pa, tlak u moru je

d
p[d] = Patm. <1 + ppg d) = Patm. (1 + —> ,

2tm. 10m

$to znaci da sa svakih 10 m dubine, tlak u moru poraste priblizno za jednu vrijednost atmosferskog
tlaka.




164 S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.)

Primjer 9.2.2: Barometarska formula za izotermnu atmosferu

Kad bi temperatura Zemljine atmosfere bila jednaka pri svim visinama, tlak zraka bi eksponencijalno
opadao s visinom u skladu s tzv. barometarskom formulom oblika
_ Mgy,
plhl = poe” RT7,
gdje je po tlak pri visini h = 0, a M = 29gmol~! je molna masa zraka. Kad bi temperatura bila
T = 300K, omjer tlakova u to¢kama medu kojima je visinska razlika Ah = 1km iznosio bi
h+ Ah 0.029kgmol1)(9.81 ms~2
plh+Ah o —sann _ | 9m )(_1 M) (1000m)| ~ 0.89,
plh] (8.314 JK=1mol1)(300K)

§to znadi da bi se sa svakim kilometrom visine tlak smanjivao za priblizno 10 %.

Barometarsku formulu moguce je izvesti s pomocu jednadZbe stanja ideanog plina (9.2) i jednadZbe
ravnoteze fluida (9.3) kako slijedi. Najprije je potrebno gustocu zraka p izraziti s pomocu njenog tlaka
p i temperature T. Napisemo li mnoZinu tvari kao n = m/M, gdje je m masa plina, jednadZba stanja
(9.2) poprima oblik pV = (m/M)RT. Podijelimo li tu jednadZbu s V/, iskoristimo li p = m/V, te
izlu¢imo li gustocu, dobivamo p = Mp/RT. Jednadzbu ravnoteZe (9.3) sada moZemo napisati kao

dp Mp

dh ~ RT?
odnosno provedemo li separaciju varijabli

d M

P 2.

p RT

Tu jednadZbu sada integriramo pocevsi od h = 0 ¢emu odgovara tlak pg do visine h pri kojoj je tlak
plh]. Integracijom lijeve strane dobivamo

/ D ol = ool
p p

0
dok integracijom desne strane dobivamo

h
Mg Mg
——Z)dH = ——2 h.
/0 < RT>d RT

Izjednatavanjem tih integrala te antilogaritmiranjem dobivamo barometarsku formulu s pocetka ovog
primjera.

Sila uzgona (engl. buoyancy) je ukupna sila kojom fluid djeluje na tijelo koje se u njemu nalazi. Ona
je posljedica razlike u tlaku fluida pri razli¢itim visinama, a kako tlak fluida opada s visinom, usmjerena
je uvis. lznos sile uzgona na tijelo volumena V uronjeno u fluid gustoce p je

Fu = pgV, (9.7)

$to po iznosu odgovara tezini istisnutog fluida.
Jednadzbu (9.7) moZemo izvesti na slican nacin kao 3to smo izveli jednadzbu ravnoteze fluida (9.3).
Promatramo tijelo pravilnog oblika uronjeno u fluid. Na donju plohu tijela povrsine S fluid djeluje silom

iznosa Sp[h] usmjerenom uvis, dok na gornju plohu tijela fluid djeluje silom Sp[h+ Ah] usmjerenom prema
dolje, gdje je Ah visina tijela. Boc¢ne sile se medusobno ponistavaju. Iznos ukupne sile sada je

AF, = Sp[h] — Splh + Ah) = S(p[h] = (p[h] + p'[A]Ah)) = —=Sp'[A]Ah = pgAV, (9.8)

gdje smo najprije koristili razvoj u red p[h+ Ah] = p[h] + p'[h]Ah, p'[h] = %p[y“y:h, a zatim smo koristili
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AV = SAh i jednadzbu ravnoteZe fluida (9.3).

Primjer 9.2.3: Debljina stijenke Celicne plutace

Zelimo konstruirati sfernu plutau promjera 2R = 0.5 m tako da kad ona pluta na povr&ini mora samo
jedna trecina njenog volumena bude uronjena. Potrebno je odabrati odgovaraju¢u debljinu €eli¢nog
lima od kojeg ¢e se izraditi stijenka plutate. (Gustoca &elika iznosi ps = 7700 kgm~3.)

Na plutacu djeluju gravitacijska sila i sila uzgona, a kako bi plutaca bila u ravnoteZi, zbroj tih sila
mora biti jednak nuli. Pri ra€unanju gravitacijske sile uzimamo u obzir samo masu Celi¢ne stijenke, a
zanemarujemo masu zraka unutar plutace. lznos gravitacijske sile moZemo napisati kao

Fg=mpg = 4R?1dpsg,

gdje smo masu plutate my, izrazili kao umnoZak povrSine plutace 4R?7, debljine stijenke d (5to pribliZzno
daje volumen stijenke) i gustoce Celika ps. Pri ratunanju uzgona uzimamo u obzir samo onaj dio kugle
koji je uronjen u more, a zanemarujemo uzgon uslijed uronjenosti preostalog dijela kugle u zrak. S
obzirom na to da je u more uronjena samo jedna trecina volumena kugle, iznos sile uzgona je

v 1 /4 4
Fu=pg3 =pg3 <§R37r> =+ R0,

Izjednacujuci iznos gravitacijske sile i iznos sile uzgona dolazimo do debljine stijenke

Rpy  (0.25m) x (1000 kg m~3)

d=
90m 9 x (7700 kgm—3)

~ 3.6 mm.

Primjer 9.2.4: Balon na vruci zrak

Balon na vruéi zrak lebdi kad je gravitacijska sila koja na njega djeluje uravnoteZena uzgonom.
Procijenit ¢emo temperaturu do koje je potrebno zagrijati zrak u balonu kako bi on lebdio ako je
ukupna masa opreme i letaca (ne ratunajuci masu zraka u balonu) my = 600kg, volumen balona je
W, = 2800 m3, a temperatura vanjskog zraka je To = 293 K (priblizno 20°C) pri kojoj gustoéa zraka

iznosi pp = 1.20kgm—3.

po. To g

Iznos ukupne gravitacijske sile Fy koja djeluje na balon i na vrudi zrak u njemu i iznos sile uzgona F
koja djeluje na balon moZemo napisati kao

Fq = myg + pW9, Fu = poWbg,

gdje je p gustoca vruéeg zraka temperature T, a pg je gustoca vanjskog zraka temperature Tg. Gustocu
zraka moZemo izraziti kao
m nM pM
=YV TR
gdje smo najprije masu zraka m napisali kao umnozak mnozine n i srednje molne mase M, a zatim
smo iskoristili jednadzbu stanja idealnog plina pV = nRT. Kako su vruéi zrak unutar balona i vanjski
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zrak pri priblizno jednakom tlaku (balon je odozdo otvoren), iz gornje jednadZbe slijedi
ol =poTo.
Ta relacija nam omogucuje da jednakost sila Fy = F, napisemo kao

To
mpg + PO?ng = poWhg,

iz ¢ega izluCujemo temperaturu vruéeg zraka

-
T—lioﬂ—(Q%K)x(l—

~ poVb

600 kg

-1
(1.20kgm—3) x (2800 m3)> ~ 357K ~ 84°C.

9.3 Stacionarni i laminarni tok fluida i jednadzba kontinuiteta

Stacionarni i nestacionarni tok fluida: Gibanje fluida pri kojem je vektor brzine fluida u bilo kojoj tocki
prostora stalan u vremenu zovemo stacionarnim tokom. Kad se vektor brzine fluida u nekoj to¢ki prostora
mijenja u vremenu kazemo da je tok fluida nestacionaran. Ocigledan primjer nestacionarnog toka je tok
vode u cijevovodu za vrijeme otvaranja ili zatvaranja slavine.

Laminarni i turbulentni tok fluida: Tok fluida koji mozemo prikazati kao usporedno gibanje njegovih
slojeva zovemo laminarnim tokom. Nasuprot laminarnom toku imamo turbulentni tok u kojem na pri-
vidno slu€ajan nacdin nastaju i nestaju vrtlozi i slicne u vremenu promjenjive pojave. Turbulentni tok je
nestacionaran tok, dok laminarni tok moZe biti stacionaran, a moZe biti i nestacionaran.

Strujnice su krivulje u prostoru kojima opisujemo tok fluida. One se podudaraju s putanjama Cestica fluida
i njihov je oblik u stacionarnom toku stalan u vremenu. Slika prikazuje strujnice laminarnog toka fluida
koji zaobilazi prepreku kruZnog oblika.

2

Volumni i maseni tok fluida su veli¢ine kojima opisujemo koli¢inu fluida koja u jedinici vremena protjece
kroz neku plohu u prostoru. Volumni tok gy je omjer volumena fluida AV i vremena At potrebnog da on

protekne odabranom plohom,
AV

T At
Maseni tok g, je omjer mase Am i vremena At u kojem ona protekne plohom, a pisu¢i Am = p AV, gdje
je p gustoca fluida, moZe ga se povezati s volumnim tokom,

_Am _ pAV
At At

av (9.9)

Im = pqy. (9.10)
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Tok fluida kroz cijev: Kad fluid teCe kroz cijev, kao plohu kroz koju iskazujemo tok fluida odabiremo
popre¢ni presjek cijevi te govorimo o volumnom i o masenom toku fluida kroz cijev. Slika prikazuje
stacionarni tok fluida kroz cijev Cija povrsina poprecnog presjeka S nije svuda jednaka.

S2, Vo, P2
I\
1
S1.v1,01 l\l
/I \
I e— VoAt —

AN

Na mjestu na kojem cijev ima povrsinu poprecnog presjeka S i brzina fluida je v, u intervalu vremena At
njome protjee volumen fluida AV = SvAt. To znadi da je volumni tok fluida kroz cijev na tom mjestu
gy = AV/At = Sv. Ako je na tom mjestu gustoca fluida p, maseni tok fluida kroz cijev je

dm = pqy = pSV. (9.11)

JednadZba kontinuiteta odrazava nacelo oCuvanja koli¢ine materije | povezuje brzinu v toka fluida
s njegovom gustocom p. Ovdje zbog jednostavnosti uzimamo da fluid te¢e kroz cijev povrsine po-
pre¢nog presjeka S kao sto je prikazano na gornjoj slici. O¢ekujemo da je maseni tok fluida g, jednak
svuda duz cijevi jer bi se u protivhom u nekim dijelovima cijevi masa fluida neograni¢eno povecavala
ili smanjivala, $to nije moguce. JednadZba kontinuiteta za tok fluida kroz cijev glasi

dm = pqy = pSv = konst (9.12)

Oznacimo li kao na gornjoj slici s 1 i 2 dva razli¢ita mjesta na cijevi, jednadzbu kontinuiteta jos moZemo
napisati u obliku
p151 Vi = pQSQVQ. (9.13)

Kad se radi o nestlac¢ivom fluidu njegova je gustoca svuda jednaka te jednadZba kontinuiteta poprima
jednostavniji oblik
qy = Sv = konst, (p = konst) (9.14)

§to znaci da je u tom slucaju volumni tok svuda duz cijevi jednak. Mozemo takoder pisati
S1vi = Sova, (9.15)

gdje 1 i 2 oznatavaju dva razli¢ita mjesta na cijevi.
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9.4 Bernoullijeva jednadzba

Bernoullijeva jednadZba odraZava nacelo ouvanja mehani¢ke energije u stacionarnom toku nes-
tlacivog idealnog fluida. Prema Bernoullijevoj jednadzbi, duZ &itave duljine odabrane strujnice vrijedi

1
p+ E,ov2 + pgh = konst, (9.16)
gdje su p, p, v i h redom tlak, gustoca, brzina i visina elementa fluida. DuZ razli¢itih strujnica
vrijednost izraza na lijevoj strani mogu biti razli¢ite, ali duz odabrane strujnice ta se vrijednost ne
mijenja.

Bernoullijevu jednadZbu ¢esto primjenjujemo na tok fluida kroz cijev odnosno na strujnice koje njome
prolaze. Ako je cijev vrlo tanka u odnosu na karakteristi¢ni polumjer zakrivljenosti njenih zavoja te ako
promjene njenog popre¢nog presjeka nisu pretjerano nagle, mozemo uzeti da na odabranom mjestu na
cijevi (npr. mjesto 1 na donjoj slici) fluid ima jednaku brzinu i tlak na &itavom popre€nom presjeku cijevi
odnosno na svim strujnicama unutar cijevi na tom mjestu. Takoder mozemo uzeti da se na odabranom
mjestu na cijevi sve strujnice nalaze na istoj visini.

So,va, p2, ho
|

S1,vi,p1. 1
0—>

Oznatimo li s 11 2 razli¢ita mjesta na cijevi, Bernoullijevu jednadZbu jo§ moZemo napisati kao

1 1
p1+ 5pVE + pght = p2 + 5pv3 + pgho. (9.17)

Podsjetimo se da jednadZba kontinuiteta u obliku (9.15) povezuje brzinu nestlacivog fluida s povrsinom
popre¢nog presjeka cijevi.

Izvod Bernoullijeve jednadzbe: Bernoullijevu jednadZbu moZemo izvesti razmatranjem mehani¢ke ener-
gije elementa fluida koji se nalazi izmedu dviju zami$ljenih grani¢nih ploha koje zajedno s fluidom putuju
kroz cijev. Promjena energije AE promatranog elementa fluida koja nastupa u intervalu vremena At
jednaka je radu AW; koji tlak fluida obavlja djelujuci na straznju grani¢nu plohu promatranog elementa
fluida, umanjenom za rad AW, koji sam element fluida obavlja potiskujuci daljnji fluid svojom prednjom
grani¢nom plohom. MoZemo pisati

AE = AWl — AW2 = FlAX:L — F2AX2 = plSl VlAt — p252V2At = (pl — ,DQ)C]\/AT_', (918)

gdje smo najprije sile izrazili kao umnoZak povrsine popre¢nog presjeka cijevi i tlaka, pomake kao umnoZzak
brzine fluida i proteklog vremena, a zatim smo koristili jednadZbu kontinuiteta (9.15) prema kojoj je
umnoZzak povrsine popre¢nog presjeka i brzine jednak volumnom toku gy (koji je jednak svugdje duZ cijevi
jer se radi o nestlacivom fluidu). S druge strane, promjena energije AE se sastoji od promjene kineti¢ke
energije i od promjene gravitacijske potencijalne energije promatranog elementa fluida. Ako u intervalu At
kroz cijev protje¢e masa fluida Am, na straznjem kraju promatranog elementa fluida njegova se kineticka
energija umanjuje za AK; = 3Amv2, dok se na prednjem kraju ona povecava za AK> = SAmv2. Njegova
gravitacijska potencijalna energija se na njegovom straznjem kraju umanjuje za AU; = Amgh;, a na
prednjem kraju se povecava za AU> = Amgh,. Promjenu energije sada moZzemo izraziti kao

1 1
AE = —AK; + AKs — AUy + AUs = —§Amv12 + 5Amv§ — Amghy + Amgho

1 1
= ( - E,ovl2 + Epvzz — pghy + pgh2> qvAt, (9.19)
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gdje smo element mase napisali kao Am = g, At = pgyAt. Konacno, izjednatavanjem energija danih
izrazima (9.18) i (9.19) dobivamo Bernoullijevu jednadzbu u obliku (9.17).

Primjer 9.4.1: Brzina istjecanja fluida (Torricellijev zakon istjecanja)

Koristenjem Bernoullijeve jednadZbe moZzemo odrediti brzinu kojom tekucina istje¢e kroz maleni otvor
u stijenci posude. Pretpostavljamo da je posuda odozgo otvorena, da se povrsina tekucine nalazi na
visini h iznad otvora te da tekucina kroz otvor slobodno istje¢e u atmosferu.

Slxpatm.
|t
it h 52, Patm.
l —_— V;

Posudu s otvorom shvacamo kao cijev kroz koju teCe tekucina. Pri povrsini tekucine Bernoullijevu
jednadZbu moZemo napisati u obliku

1 1
p1+ 50Vi + pghy = patm. + 50Vi + pgh.
Bududi da je povrsina tekuéine u kontaktu s atmosferom, tlak tekucine p; jednak je atmosferskom tlaku
Patm., V1 je brzina kojom se povrsina spusta, a visinu povrsine h; iskazujemo u odnosu na referentnu
razinu otvora pa imamo hy = h. Pri otvoru posude Bernoullijevu jednadZbu pisemo kao

I 5 I 5

P2+ 5pva pgh2 = patm. + 5PV2-
| ovdje je tekucina u kontaktu s atmosferom pa uzimamo ps> = patm., brzina toka v» je brzina koju Zelimo
odrediti, a hp = 0 jer razinu otvora koristimo kao referentnu razinu. lzjednacavanjem desnih strana
gornjih dviju jednadzbi te koristenjem jednadzbe kontinuiteta u obliku (9.15) kako bismo eliminirali
brzinu povrsine vy slijedi

2gh

1-(52/51)%"

Vo =

gdje je S1 povrsina vodoravnog presjeka posude, a S, je povrsina otvora kroz koji voda istjece. Ako
je omjer S5/S1 znatno manji od jedinice, kvadrat tog omjera u nazivniku pod korijenom moZemo
zanemariti nakon ¢ega za brzinu istjecanja dobivamo

v =+/2gh.

Gornji izraz poznat je kao Torricellijev zakon istjecanja.

Primjer 9.4.2: Trajanje istjecanja idealnog fluida kroz mali otvor u stijenci posude

Nastavljajuéi razmatranje istjecanja tekuéine iz posude iz prethodnog primjera, brzinu spustanja
povrsine vode moZemo izraziti kao

Sy So 2gh dh

Ry A ———
! So 2 S 1—(52/51)2 dt

S pomocu tog izraza moZemo izracunati vrijeme T koje je potrebno da sva tekuéina istece kroz otvor
odnosno da se povrsina tekuéine spusti do samog otvora, ako je u pofetnom trenutku ona bila na
visini h = H iznad otvora. Gornja diferencijalna jednadzba dopu&ta separaciju varijabli te je moZzemo
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napisati u obliku

S [1-(52/51)

Integracijom od pocetnog do kona&nog stanja,

/Tdt__i 1 - (S2/51)? /0 dh
0 Sy 29 h=H Vh'
2
ros [ L)
S\ g S1

Kad je omjer povrsina S»/S; znatno manji od jedinice, kvadrat tog omjera pod korijenom moZemo
zanemariti. Na primjer, kad bismo imali S; = 1 m?, S, = 1cm? i poetnu visinu H = 1 m, istjecanje
tekucine trajalo bi priblizno

dobivamo

- S1 |2H Im 2x(1m) 75 mi
~ 20 2 ~ 75 min.
S\ g 1074m2V 10ms—2

Bernoullijev princip izraZzen je tvrdnjom da vecoj brzini fluida opcéenito odgovara manji tlak. Kad se
radi o nestlacivom fluidu, tu tvrdnju moZemo protitati iz Bernoullijeve jednadZbe (9.16), a Bernoullijev
princip kazuje da ju moZemo primijeniti i kad je rije€ o stlacivim fluidima. Za razliku od kvantitativne
Bernoullijeve jednadZzbe, Bernoullijev princip je samo kvalitativna tvrdnja koja nam pomaze prepoznati i
barem djelomi¢no objasniti neke fizicke pojave pri gibanju fluida.

Primjer 9.4.3: Avionsko krilo (aerofoil) i dinamicki uzgon

Avionska krila oblikovana su tako da pri njihovom gibanju kroz fluid dolazi do djelovanja sile dinamic¢kog
uzgona. Rije€ je o sili koja djeluje uvis, dakle okomito na smjer gibanja aviona, i koja omogucuje let
aviona time $to uravnoteZuje gravitacijsku silu. Nastanak sile dinami¢kog uzgona se u grubim crtama
moZe objasniti primjenom Bernoullijevog principa.

Situaciju je najlakse razmotriti u referentnom okviru u kojem avionsko krilo miruje, a zrak struji pored
njega. Slika prikazuje mirno krilo i strujnice zraka ispred njega.

— il

Neke strujnice ¢e obidi krilo s gornje, a neke s njegove donje strane. Nakon toga ¢e se strujnice ponovo
sastati iza krila. Zbog jace izbo&enosti gornje strane krila, strujnice koje obilaze krilo s gornje strane
dulje su od onih koje ga obilaze s donje strane. To znaci da je brzina zraka uz gornju plohu krila veca
od brzine zraka uz donju plohu, a prema Bernoullijevu principu to znaci da je tlak zraka uz gornju
plohu manji od tlaka uz donju plohu. Slijedi da na krilo djeluje sila usmjerena uvis.

Napomena: Ovo objasnjenje treba prihvatiti kao jednostavan primjer primjene Bernoullijevog principa,
a niposto ga se ne smije uzeti kao potpuno objasnjenje pojave dinami¢kog uzgona.
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0.5 Viskoznost fluida

Viskozna sila: Sile koje djeluju medu €esticama realnog fluida otezavaju njegovo protjecanje. Kad je
tok laminaran, kaZemo da medu susjednim slojevima fluida djeluju viskozne sile. Slika prikazuje slojeve u
laminarnom toku fluida koji se, jedan u odnosu na drugoga, gibaju razli¢itim brzinama.

z

X

Najnizi sloj na slici miruje, a slojevi iznad njega gibaju se u smjeru x-osi brzinom koja raste s udaljenoscu
od najnizeg sloja (poput toka vrlo spore rijeke gdje voda uz dno miruje, a povrsina se giba). Rast iznosa
brzine toka v u smjeru okomitom na smjer toka, a to je na gornjoj slici smjer z-osi, izrazavamo omjerom
Av/Az odnosno derivacijom dv/dz koju zovemo gradijentom brzine. Iznos viskozne sile AF kojom susjedni
slojevi djeluju jedan na drugoga razmjeran je povrsini promatranog sloja AS, gradijentu brzine dv/dz te
koeficijentu dinamicke viskoznosti fluida u,

d
AF = ud—; AS. (9.20)

Smjer viskozne sile koja djeluje na neki sloj odgovara smjeru relativnog gibanja susjednog sloja u odnosu
na promatrani sloj. Odaberemo li na gornjoj slici neki sloj, onda sloj iznad tog sloja djeluje na odabrani
sloj silom u smjeru x-osi, a sloj koji se nalazi ispod odabranog sloja djeluje silom suprotnog smjera. Slijedi
da je zbroj viskoznih sila na odabrani sloj jednak nuli, Sto objasnjava gibanje tog sloja stalnom brzinom.

Stokesov zakon (sila): Kad se dovoljno malena sfera dovoljno sporo giba kroz viskozni fluid na nju
djeluje sila otpora opisana tzv. Stokesovim zakonom, ili kra¢e Stokesova sila. Njen iznos dan je izrazom

F =6muRv (9.21)

gdje je R polumjer sfere, v njena brzina u odnosu na fluid, a u je koeficijent dinamitke viskoznosti fluida.
Obi¢no se uzima da je Stokesov zakon primjenjiv ako je Reynoldsov broj za gibanje sfere kroz fluid
manji od 10, pri ¢emu Reynoldsov broj ratunamo s pomocu izraza

_ 2psvR

Re , 9.22
U (9.22)

gdje je pr gustoca fluida.

Primjer 9.5.1: Brzina kojom sitna kuglica tone u viskoznom fluidu

Plasti¢na kuglica promjera 2R = 0.5 mm i gustoce px = 1100kg m~3 tone u vodi. Zelimo procijeniti
brzinu kojom ona tone.

Pretpostavimo li da kuglica tone dovoljno sporo da je opravdano primijeniti Stokesov zakon, iznos
ukupne sile koja djeluje na kuglicu moZemo napisati kao

F = (pxk — pr)Vg — 6TTURYV,

gdje prvi ¢lan na desnoj strani predstavlja zbroj teZine kuglice i sile uzgona, a drugi ¢lan je Stokesova
sila. Ako kuglica pocetno miruje, njena brzina se postupno povecava i asimptotski se priblizava vrijed-
nosti pri kojoj ukupna sila is¢ezava. Tu brzinu oznatavamo s V4, i zovemo ju asimptotskom brzinom.
Iz uvjeta F = 0 slijedi
Ve = (ox = pr)Vkg _ 2(px — of)gR?
o6muR 9u '
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gdje smo volumen kuglice izrazili kao V = %R37r. S obzirom na to da smo asimptotsku brzinu odredili
pretpostavljajuéi primjenjivost Stokesova zakona, najprije moramo provjeriti je li ona zaista dovoljno
malena odnosno je li Reynoldsov broj manji od 10. Reynoldsov broj za gibanje kuglice asimptotskom
brzinom moZzemo napisati kao

_ 20rveR oo — pr)gR®

R
© w 9u?

U ovom primjeru, koristeéi gusto¢u vode pr = 1000 kgm~—3 i koeficijent dinamitke viskoznosti vode
w=1x103Pas (pri 20°), dobivamo

4 x (1000kgm™3) x ((1100 — 1000) kgm~3) x (10ms~2) x (0.25 x 103 m)3

R =
© 9 x (1x10-3Pas)?

Sto opravdava primjenu Stokesova zakona pri odredivanju asimptotske brzine. Konacno, izraz za
asimptotsku brzinu nam daje
2 x ((1100 — 1000) kgm~3) x (10ms~2) x (0.25 x 1073 m)? 1

— ~14 T
Voo 9x (1x10-3Pas) cms

VaZno je uotiti da za vecu kuglicu ili za kuglicu vece gustoce primjena Stokesova zakona za racunanje
asimptotske brzine vise ne bi bila opravdana.

Poiseuilleov zakon protjecanja: Kad viskozni fluid dovoljno sporo tece kroz cijev, tok fluida je laminaran.
Fluid uz stijenku cijevi miruje, a u sredini cijevi brzina fluida poprima maksimalnu brzinu. Slika prikazuje
raspodjelu brzine fluida u takvoj situaciji.

p[x] plx + Ax]

///////////////////////<///,
\

I
| |
| |
\ I
|

N \/

>
<

Zbog viskoznih sila medu slojevima fluida prisutan je otpor pri njegovom protjecanju kroz cijev. Kako bi se
taj otpor svladao i tok fluida kroz cijev odrzao stalnim, tlak p[x] sa straZnje strane promatranog elementa
fluida duljine Ax mora biti veci od tlaka p[x + Ax] s prednje strane promatranog elementa fluida. Drugim
rije¢ima, tlak duz cijevi se smanjuje u smjeru u kojem fluid tec¢e. Kad fluid tece u smjeru x-osi, smanjenje
tlaka duz cijevi opisujemo omjerom

Ap| _ plx] = plx + Ax]
Ax Ax '

a Poiseuilleov zakon povezuje volumni tok nestlacivog viskoznog fluida s polumjerom cijevi R, dinami¢kom
viskoznoscu fluida u te s omjerom |Ap/Ax|,

(9.23)

7g77rR4
dt 8u

Ap

= (9.24)

qv

Napigemo li volumni tok kao qy = SV, gdje je ¥ srednja brzina fluida, a S = R?m povr&ina popre¢nog
presjeka cijevi, srednju brzinu fluida moZemo koristeci (9.24) izraziti kao
R? |Ap

v=— || 2
1% 85 | Ax (9.25)
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(Izvod Poiseuilleovog zakona je zbog sloZenosti dan u dodatku F.) Poiseuilleov zakon primjenjiv je kad
je tok fluida kroz cijev dovoljno spor da ga moZemo smatrati laminarnim, a procjenu o tome je li tok
laminaran daje nam Reynoldsov broj za tok fluida kroz cijev polumjera R,

. 2prR

Re , 9.26
U (9.26)

gdje je pr gustoca fluida. Kad je Reynoldsov broj manji od 2100, tok fluida moZemo smatrati laminarnim
i moZemo koristiti Poiseuilleov zakon.

Primjer 9.5.2: Brzina istjecanja viskoznog fluida iz posude kroz usku cijev

Medicinska igla duljine £ = 5cm | unutarnjeg promjera 2R = 0.6 mm zabijena je vodoravno u stijenku
odozgo otvorene plasti¢ne boce, pri visini h = 10cm ispod povrsine vode u boci. Zanima nas odrediti
pocetni volumni tok vode kroz iglu.

Najprije uotavamo da razlika tlaka pri unutarnjem i pri vanjskom kraju igle proizlazi iz hidrostatskog
tlaka vode pri dubini h te da iznosi Ap = pygh. Zatim pretpostavljajuc¢i da je tok fluida kroz iglu
laminaran, na osnovu Poiseuilleovog zakona racunamo srednju brzinu fluida

R2
m

Ap
Ax

R2 pegh
RPN 902 ms L,

V= :8u, L

Kako bismo provjerili opravdanost polazne pretpostavke o laminarnom toku ra¢unamo Reynoldsov broj

_ 2pVR 2% (1000kgm™3) x (0.22ms™ 1) x (0.3 x 1073 m)
o 1.0 x 10~3Pas

Re ~ 132,

S obzirom na to da je dobivena vrijednost Reynoldsovog broja manja od 2100 zaklju€ujemo da tok jest
laminaran te da je opravdano koristiti raniji rezultat o srednjoj brzini toka vode u igli. TraZeni volumni
tok moZemo izraziti kao

gy =SV =R?m7=(03x10"3m)? x ™ x (0.22ms 1) ~ 62.4mm3s!.

Primjer 9.5.3: Magnusova pojava

Kad viskozni fluid tece pored valjka ili sfere koja se okrece oko osi koja je okomita na smjer toka fluida,
osim sile otpora koja na valjak ili sferu djeluje u smjeru toka fluida, nastaje i poprecna sila Fyagnus
koja djeluje u smjeru prikazanom na slici.

Fl\/lagnus

Nastanak popre¢ne sile poznat je kao Magnusova pojava, a moZe se objasniti viskozno¥¢u fluida
i primjenom Bernoullijevog principa. Zbog viskoznosti, fluid koji prijanja uz tijelo giba se zajedno s
njegovom povrsinom (tijelo “povlati” fluid za sobom), a to se gibanje dijelom prenosi i na susjedne
slojeve fluida. To znadi da rotirajuce tijelo na slici ubrzava tok fluida koji ga obilazi s gornje strane, a
usporava tok fluida koji ga obilazi s donje strane. Nadalje, prema Bernoullijevu principu, brzem fluidu
odgovara manji tlak (i obrnuto), $to zna&i da je s gornje strane rotirajuceg tijela tlak manji, a s donje

strane tijela je tlak vedi nego 3to bi bio kad bi fluid zaobilazio tijelo koje ne rotira. Slijedi da zbog
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razlike tlakova s dviju strana rotirajuceg tijela mora nastati sila koja, u situaciji prikazanoj na slici,
djeluje prema gore. Tu silu nazivamo jos i Magnusovom silom.
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Zadaci

Z.9.1: Zatvoreni spremnik sfernog oblika promjera 2R = 2 m pri¢vricen je za vagon koji se giba vodorav-
nom prugom akceleracijom stalnog iznosa A = 5ms~2. Rezervoar je ispunjen vodom (p, = 1000 kg m~3),
a osim vode je u njemu ostao zarobljen mali mjehur zraka pri atmosferskom tlaku (patm. = 1.00 x 10° Pa).
Odredite tlak vode u sredistu spremnika.

Rj: p = Ppatm. + pvRV/ 9% + A2 =1.11 x 10°Pa

Z.9.2: Zatvoreni spremnik oblika uspravno postavljenog cilindra visine H = 5.00 m napunjen je vodom
(v = 1000kgm~—3) do visine hg = 3.00m u odnosu na dno, a u preostalom dijelu se nalazi zrak pri
atmosferskom tlaku (patm. = 1.01 x 10° Pa). Odredite visinu h nad dnom spremnika do koje ¢e se spustiti
povrsina vode otvorimo li maleni otvor pri samom dnu spremnika kroz koji voda moZe istjecati u atmosferu.
Pretpostavljamo da voda istje¢e dovoljno polako da temperaturu zraka mozemo smatrati stalnom te da
prestaje tec¢i kad se tlak pri dnu spremnika izjednaci s atmosferskim tlakom.

Rj: h= 4 + fum <1 — /(1 —pygH)? - 4pvgh0/patm.> =2.39m

Z.9.3: Vaga na kojoj se nalazi posuda s vodom pokazuje vrijednost m; = 3.8kg, a uronimo li u vodu
uteg mase my = 1.1 kg objeSen o tanku nit tako da on ne dodiruje dno posude, ali tako da bude u cijelosti
potopljen (nit je napeta), vaga pokazuje vrijednost mase mo = 4.2 kg. Odredite gustocu utega. (Gustoca
vode p, = 1000 kgm™3))

Rj: pu = e-py = 2750kg m—3

Z.9.4: U uspravno postavljenoj cilindri¢noj posudi promjera 2R = 20 cm nalazi se voda na kojoj pluta
komad stiropora (“Camac”), a na stiroporu se nalazi (“plovi”) aluminijski uteg mase mpa = 100g. U
nekom trenutku uteg sklizne sa stiropora i potone na dno posude. Odredite za koliko ¢e se spustiti razina
vode u posudi. (Gustoca aluminija pa) = 2750 kg m~3, gustoca vode p, = 1000 kgm~3.)

Rj: Ah = ZA (pal — pvt) =2.0mm

Z.9.5: U cijevi u obliku slova ‘U’ povr&ine popre¢nog presjeka S = 1cm?, s oba otvorena kraja, nalazi se
m = 209 vode (vidi sliku). Odredite period titranja razine vode.

Rj: T =2m\/m/2pSg ~ 0.634s

Z.9.6: Cilindri¢na posuda povrdine baze S = 0.01 m? postavljena je uspravno, odozgo je otvorena, a do
neke visine je napunjena uljem gustoée p = 850 kg m~3 i viskoznosti u = 0.25 Pas. Pri samom dnu posude
ulje istjeCe u atmosferu kroz vodoravnu cjevéicu duljine £ = 2.5cm i unutarnjeg promjera 2R = 2mm.
Pretpostavljajuci da ulje korz cjevcicu tee u skladu s Poiseuilleovim zakonom (laminarni tok viskoznog
fluida kroz cijev), odredi nakon koliko vremena ¢e polovica ulja isteci iz posude.

- _ 8In2ulS
R_] T = TrRipg — 3.675h
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10 Elasti¢nost

Zakoni gibanja krutog tijela (vidi poglavlje 8) ili Bernoullijeva jednadZba za nestlaciv fluid (poglavlje 9)
pocivaju na pretpostavci o savrsenoj krutosti ili nestlacivosti materije od koje su ta tijela izgradena. U
stvarnosti, medutim, kruta tijela i nestlacivi fluidi ne postoje. Stvarna &vrsta tijela vise su ili manje
savitljiva, a fluidi su stlacivi. U ovom poglavlju ¢emo upoznati koncept elasti¢nosti materije s pomocu
kojega u mehanici opisujemo tijela koja pod djelovanjem vanjskih sila mijenjaju svoj oblik.

U okviru specijalne teorije relativnosti, prema kojoj nista, pa tako ni informacija, ne moZe putovati brzinom
vec¢om od brzine Sirenja svjetlosti u vakuumu (vidi poglavlje 13), ¢ak niti sama pretpostavka o savrienoj
krutosti ili nestlacivosti materije nije dopustena. Kad bi kruti Stap zaista postojao, pomakom jednog
njegovog kraja istovremeno bi se pomakao i njegov drugi kraj. Time bismo imali situaciju u kojoj je
informacija o pomaku jednog kraja Stapa trenutno prevalila udaljenost jednaku duljini $tapa, a to nije
dopusteno. U stvarnosti, pomak jednog kraja Stapa izaziva deformaciju i naprezanje u materijalu koje
postupno, poput vala, brzinom manjom od brzine svjetlosti napreduje duZ $tapa prema njegovom drugom
kraju. Upravo koncept elasti¢nosti koji povezuje deformaciju | naprezanje i kojime se bavi ovo poglavlje
ima klju¢nu ulogu pri opisu mehanickih valova kojima ¢emo se baviti kasnije (vidi poglavlje 7).

10.1 Naprezanje, deformacija i linearno podrucje elasti¢nosti

Plasti¢ne i elasticne deformacije: Podvrgnemo li neko stvarno tijelo djelovanju vanjskih sila, doci ¢e
do promjena njegovog oblika koje zovemo deformacijama. Kad je rije¢ o fluidu, smisleno je govoriti
isklju€ivo o promjenama njegova volumena, dok kod ¢vrstih tijela govorimo o promjenama oblika u punom
smislu te rijeci. Po prestanku djelovanja vanjskih sila, deformacije mogu ostati prisutne ili posve nestati.
Deformacije koje ostaju prisutne zovemo plasti¢nim deformacijama i njima se ovdje ne bavimo. Deformacije
koje nestaju, a to znadi da tijelo poprima prvobitni oblik, zovemo elasti¢nim deformacijama. Tijela koja
dopustaju elasti¢ne deformacije zovemo elasti¢nim tijelima, a materijale od kojih su ona izgradena zovemo
elasti¢nim materijalima.

Relativna deformacija (engl. strain) je fizitka veli¢ina koja opisuje deformaciju elementa materije unutar
nekog tijela. Upoznat ¢emo vla¢nu, tla¢nu i smi¢nu relativnhu deformaciju, a u svim slu¢ajevima mozemo
reci da je ona definirana kao omjer promjene neke veli¢ine (npr. duljina ili volumen) i iznosa te veli¢ine koji
je prethodio promjeni,

(promjena iznosa veli¢ine)

(rel. deformacija) = (10.1)

(iznos velicine)
Relativna deformacija je bezdimenzionalna veli¢ina.
Naprezanje (engl. stress) je fizicka veli¢ina koja opisuje sile koje djeluju unutar nekog tijela. Upoznat

¢emo vlatno, tla¢no i smi¢no naprezanje, a u svim slu€ajevima mozemo reéi da je naprezanje definirano
kao omjer iznosa sile i povrsine na koju sila djeluje,

. (iznos sile)
= ——. 10.2
(naprezanje) (povrEina) ( )

Naprezanje ima fizicku dimenziju tlaka (ML=2T~2) te mu u sustavu S| odgovara mjerna jedinica Pa
(paskal).

Nekoliko napomena o naprezanju i relativnoj deformaciji:
e Naprezanje i relativna deformacija povezane su veli¢ine. MoZe se reci da naprezanje izaziva relativnu
deformaciju, ali se isto tako moZe reéi da relativha deformacija izaziva naprezanje u materijalu.

e U jednostavnim situacijama svuda unutar tijela naprezanje moZe imati istu vrijednost, ali to opéenito
ne mora biti tako. Isto vrijedi i za relativhu deformaciju.
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e Naprezanje i relativna deformacija mogu biti prisutne unutar tijela ¢ak i kad na njega ne djeluju
vanjske sile.

Linearno podrucje elasti¢nosti: Slika prikazuje mogucu kvalitativhu ovisnost naprezanja i relativne de-
formacije u nekom elasti¢cnom materijalu.

naprezanje
nelin. podrugje

——— =0

-

/’ tocka kidanja

lin. podrugje

rel. deformacija

Podrucje dovoljno malenih naprezanja i deformacija u kojem su te dvije veli¢ine razmjerne jedna drugoj
zovemo linearnim podru¢jem elasti¢nosti. U velini primjena elasti¢nih materijala u tehnici, naprezanja i
deformacije materijala nalaze se unutar tog podrugja.

Kad naprezanja i deformacije napuste linearno podrudje njihova meduovisnost moze poprimiti razliCite
oblike te govorimo o nelinearnom podrudju elasti¢nosti. Daljnjim povecavanjem naprezanja ili deformacije
ulazimo u podrugje plasti¢nih deformacija, ili pak (kao na gornjoj slici) dolazi do kidanja materijala.

Modul elasti¢nosti: Kad se naprezanja i deformacije nalaze unutar linearnog podrucja elasti¢nosti, tzv.
modul elasti¢nosti definira se kao konstanta proporcionalnosti (omjer) izmedu naprezanja i relativne de-
formacije,

(naprezanje)
(rel. deformacija)

(modul elasti¢nosti) = (10.3)

Modul elasti¢nosti svojstvo je materijala od kojeg je tijelo nacinjeno, a razli¢itim oblicima naprezanja
(vlagno, tlatno i smi¢no) odgovaraju razliciti moduli elasti¢nosti. Modul elasti¢nosti ima dimenziju tlaka i
odgovara mu mjerna jedinica Pa (paskal).
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10.2 Vlaéno naprezanje (vlak)

Slika prikazuje element elasti¢nog materijala koji u odsutnosti naprezanja ima oblik kocke sa stranicom a,
a koji je ovdje pod djelovanjem sila iznosa F na njegove suprotne strane poprimio oblik kvadra.

a+Aa;

e
a—+ AaH

Naprezanje prikazano na slici zovemo vla¢nim naprezanjem ili jednostavno vlakom. Kad sile imaju smjer
kao na slici, kocka se duz pravca djelovanja sila (Aa” > 0) produljuje, a u popre€nom smjeru se sazima
(Aa; < 0). Kad je smjer sila suprotan prikazanome, dolazi do uzduZnog saZimanja kocke (Aa) < 0) te
do njenog poprecnog Sirenja (Aa; > 0), a kaZemo da je rije¢ o negativnhom vlaku.

Vlaéno naprezanje (engl. tensile stress) je definirano kao omjer jakosti sile F i povrsine S na koju sila

S ' '

Prema dogovoru, o > 0 kad se element materijala produljuje u smjeru vlaka, a 0 < 0 kad se element
materijala skracuje.

UzduZna relativna deformacija pri vlatnom naprezanju odnosno relativna deformacija duljine elementa
materijala u smjeru vlatnog naprezanja definirana je kao omjer promjene duljine elementa materijala Aa”
I njegove duljine a koja je prethodila naprezanju,

Aa”
Ty

o = (10.5)

te ima isti predznak kao i naprezanje o.

Youngov modul elasti¢nosti (engl. Young’s modulus) nekog materijala je omjer vlatnog naprezanja
o i uzduZne relativne deformacije tijela o) pri vlatnom naprezanju,

g

E=2.
o)

(10.6)

Podrazumijeva se da su naprezanje i relativna deformacija unutar linearnog podrucja elasti¢nosti. S obzirom
na to da su naprezanje o i relativna deformacija (5” istog predznaka, Youngov modul E je pozitivna veli¢ina.

Poprecna relativna deformacija pri vlatnom naprezanju definirana je kao omjer promjene poprecne duljine
Aa,| elementa materijala i popre¢ne duljine a koja je prethodila naprezanju,

5, = A_:u_ (10.7)

Popretna relativna deformacija 6, i uzduzna relativna deformacija §; su pri vlathom naprezanju suprotnih
predznaka.

Poissonov omjer (engl. Poisson’s ratio) nekog materijala je omjer popretne i uzduZne relativne
deformacije tijela pri vlatnom naprezanju,

= —l (10.8)
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Bududi da su relativne deformacije 6 i ¢ suprotnih predznaka, u definiciju je uklju€en negativan predznak
$to Poissonov omjer &ini pozitivnom veli¢inom. Za vecinu materijala vrijedi 0 < p < 1/2.

Napomene o vla¢énom naprezanju:

e Kad je rije¢ o fluidu, nema smisla govoriti o vlatnom naprezanju, vec isklju¢ivo o tlatnom naprezanju
(poglavlje 10.3).

e Kad je elasti¢no tijelo pravilnog oblika (npr. kvadar ili valjak) izloZzeno djelovanju vanjskih “vla¢nih”
sila, naprezanja i relativne deformacije unutar tijela svuda su jednake te gornje izraze koji se odnose
na element materijala moZemo primijeniti na &itavo tijelo. U takvoj je situaciji relativna deforma-

situaciju u kojoj to nije tako vidi u zadatku 10.6).

e Vlacno naprezanje elementa materijala moZze biti prisutno duz jedne, duz dvije ili duz sve tri medusobno
okomite osi u prostoru. DuZ razli¢itih osi vlatno naprezanje moze poprimiti razli¢ite vrijednosti (vidi
zadatak 10.1).

Primjer 10.2.1: Konstanta elasti¢nosti Sipke (Hookeov zakon)

Slika prikazuje Sipku duljine £ i polumjera r kada na njene krajeve djeluju sile.

F <—@ VRN )—» F

Zbog jednostavnosti oblika promatranog tijela dopusteno je pretpostaviti da je naprezanje unutar tijela
svuda jednako, a to znati da Citavo tijelo moZemo promatrati kao jedan element materijala. (Kao
primjer situacije u kojoj to nije tako vidi zadatak 10.6.)

Iznos sile F koja dovodi do produljenja Sipke AZ moZemo izraziti koristeci se redom izrazima (10.4),

(10.6) i (10.5),
JAY
F=5S0= SE(SH = SET,
§to jo§ mozemo izraziti i kao
_sE

F=kAl, gdje je k = 7

U gornjem izrazu prepoznajemo istovjetnost s izrazom za silu opruge odnosno Hookeov zakon, a
konstantu kK mozemo zvati konstantom elasti¢nosti Sipke.

Kad bi se radilo o €eli¢noj Sipci (E = 200 GPa) duljine £ = 1 m i promjera 2r = 1cm, njena konstanta
elasti¢nosti bila bi

_SE _r’mE _ (0.5x107?m)*m (200 x 10° Pa)
Y (1m)

k =15.7x10°Nm~ 1.

Primjer 10.2.2: Relativna deformacija volumena pri vlatnom naprezanju

Razmotrimo li element elasti¢nog materijala oblika kocke sa stranicom a koji je izlozen vla¢nom na-
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prezanju, njegov volumen je
Aa Aa; \?
V' = (a+ Aay)(a+Aay ) = a3 <1 + T|> (1 + %) — V(1 +6))(1+5.)2

gdje je V = a3 volumen elementa materijala kad on nije izloZen naprezanju. Kako su relativne
deformacije u linearnom podrudju elasti¢nosti gotovo uvijek znatno manje od jedinice, u gornjem
izrazu mozemo odbaciti sve ¢lanove razmjerne s 62 i 62 te imamo

Vi=V(Q+6+20, +--).
Promjenu volumena sada moZemo napisati kao
AV =V' -V = \/(5” +20,),

odnosno odgovarajucu relativnu promjenu kao

AV
6\/:7:6H+26J_.

Konatno, kristeci najprije (10.8) te nakon toga (10.6), imamo
o
dv = (1=2u)d) = (1-2p)¢.

Uotavamo da je relativna deformacija volumena pri pozitivnom vlaku (tijelo se produljuje) pozitivna
(volumen elementa materijala se povecava) ako je Poissonov omjer u < % Ako je Poissonov omjer
u= % volumen elementa materijala pri vlathom naprezanju ostaje nepromijenjen.

10.3 Tla¢no naprezanje (tlak)

Slika prikazuje element materijala u obliku kocke na koju, okomito na svih njezinih Sest stranica, djeluju
sile jednakog iznosa. Takvo naprezanje zovemo tla¢nim naprezanjem ili krace tlakom.

F
F—t — F
AN
F
F

Kad sile djeluju kao na slici, dolazi do smanjenja volumena promatranog elementa materijala, a prema
dogovoru kaZemo da se radi o pozitivnom tlaku. Sile mogu djelovati i u suprotnom smjeru, povecavajuci
volumen elementa materijala. U tom slu¢aju govorimo o negativnom tlaku.

Tlatno naprezanje ili jednostavno tlak, definirano je kao omjer jakosti sile F i povrdine S na koju sila
djeluje,
_F (10.9)
p= < )
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Relativha deformacija volumena definirana je kao omjer promjene volumena AV i volumena V koji je

prethodio promjeni
oy = av (10.10)
vV = Vo .
Pri pozitivnom tlaku, relativna deformacija volumena je negativna, dok je pri negativnom tlaku ona pozi-

tivna.

Modul stlacivosti materijala (engl. bulk modulus) definiran je kao omjer tlaka p i relativne deformacije

volumena oy,
p

(10.11)

S obzirom na to da tlak p i relativha deformacija volumena Ay, imaju suprotne predznake, u definiciju
modula stlacivosti B ukljuen je negativni predznak koji ga €ini pozitivnom veli¢inom.

Napomene o tlatnom naprezanju:

e Uobitajena definicija tlaka u fluidu podudara se s definicijom tlaénog naprezanja koju smo ovdje
uveli.

e Kad je rije¢ o idealnom fluidu (fluid bez viskoznosti), tlatno naprezanje je jedino naprezanje koje
ima smisla razmatrati.

e Pozitivan tlak ekvivalentan je istovremenoj prisutnosti negativhog vliaka jednakog iznosa duZ svih
triju medusobno okomitih osi u prostoru.

Primjer 10.3.1: Relativna deformacija volumena morske vode pri velikoj dubini

Relativnu deformaciju volumena morske vode pri dubini d moZemo odrediti koristeci vrijednost modula
stlacivosti za vodu, B = 2.2 GPa, te koristedi izraz za hidrostatski tlak p = pgd, gdje je p gustoca
vode, a g je akceleracija gravitacijske sile. Dobivamo

s P _ _pgd

Y7 B B
Na primjer, pri dubini d = 4km gdje je hidrostatski tlak priblizno 400 puta vecéi od atmosferskog,
relativna deformacija volumena vode iznosi

(1000 kg m~3)(9.81 ms~2)(4000 m) 5
_ ~ —1. 1
(2.2 x 109 Pa) 81075,

oy =

$to znadi da je volumen elementa vode na toj dubini manji za priblizno 1.8% u odnosu na volumen
koji bi taj element vode imao pri povrini mora, odnosno da je za toliko veca njegova gustoca.

Primjer 10.3.2: Modul stlacivosti idealnog plina (adijabatski proces)

Ovdje ¢emo izvesti izraz za modul stlacivosti idealnog plina pod pretpostavkom da se promjene njego-
vog tlaka, volumena i temperature odvijaju adijabatski. Naime, pri dovoljno brzim promjenama tlaka
idealnog plina, kao $to su na primjer one koje nastupaju pri Sirenju zvuka, element plina ne razmje-
njuje toplinsku energiju s okolnim elementima fluida, a to je upravo definicija adijabatskog procesa. U
adijabatskom procesu tlak plina p i njegov volumen V' zadovoljavaju relaciju

pV* = konst = poVj,
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gdje su pg i W tlak i volumen plina u ravnoteZnom stanju, a k adijabatska konstanta danog plina.
(Za zrak mozemo koristiti vrijednost adijabatske konstante za dvoatomni plin, Kk = 5/7.) Kako bismo
odredili modul stlacivosti plina pri adijabatskim promjenama stanja piSemo

A AV\"
pV" = (po + Ap) (Vo + AV)™ = polg” (1 + p—p> (1 + —)
0

A AV
= poVy" <1—|—_p—|—l<:—+"'>,
Po Vo

gdje je Ap otklon tlaka plina od ravnoteznog stanja, a AV je promjena njegovog volumena. U po-
sljednjem koraku zanemareni su &lanovi razmjerni visim potencijama omjera Ap/pg i AV/Vp. Omjer
AV/Vy prepoznajemo kao relativnu deformaciju volumena 6. S obzirom na to da izraz u zagradama
mora biti jednak jedinici, zaklju¢ujemo da vrijedi

Ap = —Kpody .
Usporedbom s (10.11), zaklju€ujemo da je volumni modul stlagivosti plina pri adijabatskom procesu
B = Kkpo,

gdje je Kk adijabatski koeficijent, a pg je ravnoteZni tlak plina.

Primjer 10.3.3: Veza modula E i B | Poissonovog omjera [

Modul stlagivosti B, Youngov modul E i Poissonov omjer u nekog materijala nisu medusobno neovisne
veli¢ine, ve¢ su vezane relacijom
E =3B(1—2u).

Tu relaciju moZemo izvesti uo¢imo li da je tlatno naprezanje istovjetno negativnhom vlaénom naprezanju
koje je istovremeno prisutno u sva tri smjera u prostoru. Relativnu deformaciju volumena éy, (vidi primer
10.2.1) pri negativnom tlatnom naprezanju ¢ = —p moZemo napisati kao
(=p)

Ov = (1 =2u)d) = (1 —2p)=F%—
Kad je isto naprezanje prisutno i u preostala dva smjera u prostoru, relativha deformacija volumena
postaje trostruko veca,
GEp_p

E B’

Posljednja jednakost napisana je na osnovu (10.11) te je polazna relacija dokazana.

8y = 3(1 —2u)
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10.4 Smi¢no naprezanje (smicanje ili smik)

Slika prikazuje element materijala u obliku kocke na koji je primijenjeno smi¢no naprezanje. Duvije sile
jednake jakosti, ali suprotnog smjera, djeluju paralelno dvjema suprotnim stranicama kocke, sto dovodi do
smicanja ili torzije kocke za kut §.

F

Smié&no naprezanje (engl. shear stress) definira se kao omjer jakosti sile i povrsine na koju ona djeluje,

= - 10.12
o=x. (10.12)

a kao relativnu deformaciju pri smi¢nom naprezanju uzima se kut smicanja ¢.

Modul smicanja ili torzije (engl. shear modulus) nekog materijala je omjer smi¢nog naprezanja o i
kuta smicanja 0,

G= (10.13)

g
=

Konstanta torzije Sipke: Slika prikazuje homogenu 3ipku duljine £, polumjera r, nacinjenu od materijala
modula smicanja G, na Cije krajeve u suprotnim smjerovima djeluju momenti sile iznosa M.

~ M

_____ | e -

"y
Uslijed djelovanja momenata sile M dolazi do torzije Sipke odnosno do zakretanja jednog njenog kraja u
odnosu na drugi. U linearnom podrucju elasti¢nosti, kut relativnog zakreta krajeva Sipke ¢ razmjeran je
iznosu momenta sile M,

M = D¢, (10.14)
gdje konstantu D zovemo konstantom torzije Sipke. Ona je povezana s parametrima Sipke £, r i G relacijom
4
r*m
D=G—. 10.15
o, ( )

Vazno je uoditi da je konstanta torzije Sipke razmjerna Cetvrtoj potenciji polumjera Sipke.

Primjer 10.4.1: Torzija cijevi s tankom stijenkom

Razmotrit ¢emo torziju cijevi s tankom stijenkom te ¢emo izvesti izraz za odgovaraju¢u konstantu
torzije D.

Lijeva strana slike prikazuje cijev duljine £, promjera 2r i debljine stijenke d za koju ¢emo uzeti da je
znatno manja od polumjera r. Na krajeve te cijevi djeluju momenti sila M jednakih iznosa i suprotnog
smjera te dolazi do zakreta ¢ jednog kraja cijevi u odnosu na njen drugi kraj. Na slici je takoder
prikazan kut smicanja ¢ stijenke cijevi.
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Desna strana slike prikazuje stijenku cijevi kad bismo ju “razmotali” zadrzavajuéi smi¢no naprezanje i
deformaciju koja je u materijalu prisutna kad je cijev izloZzena djelovanju vanjskih momenata sila. Kad
stijenku promatramo u ‘“razmotanom stanju”, kako bismo zadrZali naprezanje i deformaciju prisutnu
u materijalu, momente sila M moramo zamijeniti silama F.

kut zakreta cijevi ¢

f 2r | f 2rm |

Konstantu torzije D = M/¢ ¢emo izraunati na osnovu sljedecih opaZanja:

e Kad je kut smicanja 6 malen (linearno podrugje elasti¢nosti), iz geometrije cijevi slijedi da je taj
kut s kutom zakreta cijevi ¢ povezan relacijom

e Moment sile M moZemo realizirati silom iznosa F koja djeluje duZ tangente na sam rub cijevi.

Tada vrijedi relacija
M =rF,

gdje polumjer cijevi r ima ulogu kraka sile. Upravo se ta sila F pojavljuje na desnoj strani slike
gdje je stijenka prikazana u ‘“razmotanom stanju”.

e Kad stijenku razmatramo u “razmotanom stanju”, povrsinu na koju djeluju sile moZemo izraziti
kao S = 2rmd, te koriste¢i (10.12) i (10.13) dobivamo

F =So =2rndGo.

Eliminacijom kuta smicanja 6 iz gornjih triju jednadZbi dobivamo

M 2r3nd
D=—=---=@G .
[0} L
Usporedujuci dobivenu konstantu torzije cijevi s tankom stijenkom s konstantom torzije za punu Sipku
(10.15) uotavamo da je ovdje ona razmjerna trecoj, a ne Cetvrtoj potenciji polumjera.

Primjer 10.4.2: konstanta torzije cijevi s debelom stijenkom ili Sipke (izvod)

Izvest ¢emo izraz za konstantu torzije cijevi s debelom stijenkom. Neka je cijev nacinjena od materijala
modula torzije G, neka je duljina cijevi £ te neka su unutarnji i vanjski polumjer ry | r>. Takvu cijev
treba shvatiti kao niz cijevi s vrlo tankim stijenkama koje su umetnute jedna u drugu. Konstanta
torzije polazne cijevi je tada zbroj konstanti torzije svih cijevi od kojih se ona sastoji.
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Konstanta torzije cijevi sa stijenkom debljine dr je prema prethodnom primjeru

4D — G2r37r dr
14
Taj izraz moramo integrirati od unutarnjeg do vanjskog polumjera polazne cijevi,
o= [op= ["G20mdr - GrlE D)
n ¢ 20

Stavljaju¢i r; = 0 dobivamo poznati izraz za konstantu torzije Sipke (10.15).

Primjer 10.4.3: Torzijski oscilator

Torzijski oscilator ili torzijsko njihalo jest disk ili neko drugo simetri¢no tijelo koje visi na elasti¢noj
Sipci (Zici), pri ¢emu je gornji kraj Sipke u¢vrscen tako da se ne moZe zakretati oko uspravne osi, dok
je donji kraj Sipke u¢vrscéen uz disk tako da se pri zakretanju diska taj kraj Sipke zakrece zajedno s
diskom.

LLLL

Iz

! bz

Uzet ¢emo da se z-os podudara s osi Sipke te da je usmjerena uvis. Zakrenemo li disk za kut ¢, oko
z-osi dolazi do torzije Sipke uslijed ¢ega ona na disk djeluje momentom sile ¢ija je z-komponenta

Mz = _D¢z,

gdje je D konstanta torzije Sipke, a negativan predznak je prisutan zato sto moment sile nastoji vratiti
disk prema njegovom ravnoteZnom polozaju. Otpustimo li disk iz zakrenutog poloZaja, on Ce titrati.
Moment tromosti diska u odnosu na z-os neka je /,. Odredit éemo frekvenciju titranja ovog oscilatora.

Jednadzba gibanja za vrtnju tijela oko z-osi
lzdsz =M, = _Dd)Zv

gdje je I, moment tromosti u odnosu na os, ¢, kutna akceleracija tijela, a M, je moment sile.
Podijelimo li jednadZbu s momentom tromosti /,, moZemo ju napisati u obliku

. D
d)z + _d)z =0,
I

gdje prepoznajemo jednadzbu gibanja harmonijskog oscilatora koji titra frekvencijom koja je dana s

D
z
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Zadaci

Z.10.1: Elasti¢na opna koja leZi u x, y-ravnini podvrgnuta je naprezanju koje se sastoji od vlatnog
naprezanja oy u x-smjeru te od vlatnog naprezanja o, u y-smjeru. PokaZi da je relativna deformacija
opne u x i y-smjeru dana izrazima

_ Ox oy oy Ox

“N=F HE YT FHE

te da je relativna deformacija povrsine opne dana s

gdje je E Youngov modul materijala opne. (U posljednjem izrazu su izostavljeni Elanovi koji su kvadrati¢ni
u relativnoj deformaciji opne.)

Z.10.2: Koliki rad je potrebno obaviti kako bismo &eli¢nu Sipku duljine L = 2m, povrsine poprecnog
presieka S = 1cm? i pocetne napetosti Fop = 5000 N, dodatnim naprezanjem produljili za dodatnih AL =
2mm? (Youngov modul Celika E =200 GPa.)

Rj: W = FoAL + SE(AL)?/2L =30J

Z.10.3: Celitna Zica povriine popre¢nog presjeka S = 0.2 mm? napeta je silom Fy = 100N nakon &ega
su njeni krajevi u¢vrdeni. Odredi jakost sile N kojom treba djelovati okomito na Zicu pri sredini njezina
raspona kako bi ju se otklonilo za kut a = 5° od njezina prvobitna poloZaja (vidi sliku). (Youngov modul
Celika E =200 GPa.)

Rj: N=2(Fo+ SE(1/cosa—1))sina ~44.1N

Z.10.4: Kad bismo Zicu iz prethodnog zadatka upotrijebili kao pracku za izbacivanje projektila, kolika bi
bila brzina projektila mase m = 10g u trenutku kad se Zica vrati u ravnotezni poloZaj te projektil izgubi
kontakt s njom? Uzmite da je duljina Zice u ravnoteZnom polozaju L = 1 m, a ucinke gravitacije i masu
(kineti¢ku energiju) Zice zbog jednostavnosti zanemarite.

Rj: v:\/é( L —1) (FO+S—QE( L —1)) ~11.6ms!

m Cos Cos

Z.10.5: Gumeno crijevo za polijevanje vrta slobodno visi o jednom svom kraju te uslijed naprezanja
izazvanog tezinom samog crijeva dolazi do njegova produljenja. Odredi ukupno produljenje crijeva ako je
njegova nenapregnuta duljina £ = 25m te ako su Youngov modul i gustoéa gume E = 4.00 x 10°Pa i
p = 1500kgm~3.

Rj: AL = pgl?/2E ~1.15m

Z.10.6: Betonski stup ima oblik krnjeg sto3ca duljine £ = 5m s bazama promjera 2r; = 20cm i
2, = 30cm.

n( >f2
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Za koliko Ce se taj stup skratiti opteretimo li ga duZ njegove osi silom (teZinom) F = 500kN, ako je
Youngov modul betona E = 20 GPa? (TeZinu samog stupa ovdje moZemo smatrati zanemarivom.)

Ri: A= Fe¢/rnrnmE =2.65mm

Z.10.7: Celitna osovina koja povezuje brodski motor i elisu ima promjer 2r = 3cm i duljinu £ = 3m.
Odredite kut zakreta jednoga u odnosu na drugi kraj osovine kad motor djeluje snagom P = 8kW, a
osovina &ini 120 okretaja u minuti (w = 4mrads™!). (Modul smicanja €elika G = 80 x 10° Pa.)

Rj: ¢ = 24P/ (Grimw) ~ 17.2°

Z.10.8: Uteg mase m = 10 kg mirno visi na Celi¢noj Zici duljine L = 5m i promjera 2r = 0.5mm. |z tog
poloZaja uteg podiZzemo za visinu Ah = 0.5m, ¢ime je Zica olabavljena, te ga pustamo da padne. Odredi
najvecu napetost Zice koja nastupa tijekom zaustavljanja utega. (Pretpostavljamo da se sva naprezanja
nalaze unutar linearnog podrucja elasti¢nosti, Youngov modul &elika E = 200 GPa.),

Rj: Fmax = mg (1 +/=1+2r2nE Ah/mgL) ~ 970N
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11 Centralna sila i gravitacija

U ovom poglavlju ¢emo najprije upoznati op¢a svojstva polja tzv. centralne sile medu kojima su o€uvanje
mehanicke energije i o¢uvanje kutne koli¢ine gibanja Cestice koja se giba pod djelovanjem takve sile. Zatim
¢emo pokazati da gibanje dviju Cestica koje medudjeluju konzervativnom meducesti¢cnom silom moZemo
opisati jednadzbom koja je po svom obliku istovjetna jednadzbi gibanja jedne Cestice u polju centralne sile.
Nakon toga ¢emo se baviti Newtonovim zakonom gravitacije i gibanjem planeta.

11.1 Svojstva centralne sile

Centralna sila:  Kad na Cesticu djeluje sila koja je svuda usmjerena prema nepomi¢noj tocki u
prostoru ili od te tocke, pri Cemu jakost sile ovisi jedino o udaljenosti Cestice od te tocke, kazemo
da na Cesticu djeluje centralna sila odnosno da se Cestica nalazi u polju centralne sile. Samu toc¢ku
prema kojoj ili od koje je sila usmjerena zovemo centrom sile. Polje centralne sile moZemo opisati
vektorskim izrazom

Fr] = F/[r] P, (11.1)

gdje je r vektor poloZaja Cestice u odnosu na centar sile, r = |r| je udaljenost Cestice od centra sile,
F,[r] je tzv. radijalna komponenta vektora centralne sile, a ¥ = r/r je jedini¢ni vektor.

Ako je F,[r] < 0 kazemo da je centralna sila priviatna, dok za F[r] > 0 kaZemo da je sila odbojna.

Kutna kolic¢ina gibanja Cestice u odnosu na centar sile ocuvana je veli¢éina: Moment centralne sile u
odnosu na njen centar jednak je nuli, M =r x F[r] =0, jer su r i F istog ili suprotnog smjera. S obzirom
na to da uvijek vrijedi jednadzba gibanja %L = M, gdje je L = r x p kutna koli¢ina gibanja Cestice u
odnosu na centar sile, slijedi da je L o¢uvana veli¢ina.

(Takoder mozemo zakljuciti da se gibanje Cestice odvija u ravnini odredenoj vektorima r i p.)

Centralna sila je konzervativna: Svaki pomak Zestice moZemo rastaviti na radijalni pomak koji je paralelan
centralnoj sili te na tangencijalni pomak koji je okomit na silu. Centralna sila obavlja rad iskljucivo pri
radijalnom pomaku cestice, dW = F,[r]dr, te je ukupni rad obavljen na putanji koja po&inje u tocki ry
udaljenoj od centra sile r1, a zavr3ava u r, na udaljenosti r»,

ro 1p)
W12:/ dW:/ Fr[l’]dl’. (11.2)
r rn

1

S obzirom na to da rad ne ovisi o odabiru putanje, ve¢ ovisi isklju€ivo o odabiru krajnjih to¢aka, slijedi da
je centralna sila konzervativna.

Potencijalna energija u polju centralne sile: Potencijalna energija Cestice koja se nalazi na udaljenosti
r od centra sile jest rad koji bismo obavili suprotstavljajuc¢i se centralnoj sili pri pomicanju Cestice od
referentne udaljenosti ry do konacne udaljenosti r,

Ulr] = —/ F.[r']dr'. (11.3)
o
Inverzna relacija
d
Frlr] = —EU[r] (11.4)

nam omogucuje da u slu€aju u kojem je centralna sila opisana potencijalnom energijom U[r] odredimo
izraz za samu silu F,[r].

Mehanicka energija Cestice koja se giba pod djelovanjem centralne sile (11.1) je zbroj odgovarajuce po-
tencijalne energije (11.3) i njene kineticke energije.
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Primjer 11.1.1: Centralna elasti¢na sila

Centralnu silu koja je priviagna pri svim udaljenostima i &ija je jakost razmjerna udaljenosti Eestice od
centra sile opisujemo vektorskim izrazom

Flr] = —kr = —kr¥,
gdje je k pozitivna konstanta ili, krace, izrazom za radijalnu komponentu sile
Frlr] = —kr.

Takvu silu moZemo shvatiti kao elasti¢nu oprugu konstante k Cija je masa zanemariva, Cija je rav-
notezna duljina jednaka nuli i koja je razapeta izmedu Cestice i sredista sile, a zovemo ju centralnom
elasticnom silom. Opcenita putanja Cestice pod djelovanjem takve je elipsa sa sredistem u sredistu
sile (tu tvrdnju ovdje ne dokazujemo). KruZnica i segment pravca koji prolazi centrom sile posebni su
slu€ajevi elipti¢ne putanje Cestice.

/

Potencijalnu energiju koja odgovara centralnoj elasti¢noj sili ratunamo s pomocu izraza (11.3). Oda-
beremo li rp = 0 kao referentnu udaljenost dobivamo

1
Ulr] = Ekrz,

§to je od ranije poznati izraz za potencijalnu energiju opruge. Takoder uocavamo da je zadovoljena
inverzna relacija (11.4).

Tocke obrata: Pri gibanju Cestice u polju centralne sile, to¢ke obrata su one tocke na putanji Cestice u
kojima udaljavanje Cestice od sredista sile prelazi u pribliZavanje Cestice prema sredistu sile ili suprotno.
Vektor brzine Cestice v je totkama obrata okomit na vektor njenog poloZaja r, a to znadi da iznos kutne
koli¢ine gibanja koji je u polju centralne sile o€uvana veli¢ina mozemo izraziti kao

L = |L| = |robrat X (M Vobrat)| = Fobrat MVobrat - (11.5)
Koristedi gornji izraz, mehani¢ku energiju koja je takoder oCuvana veli¢ina mozemo izraziti kao

L2
sz Ulrobrat)- (11.6)

obrat

1
E=K+U= Emvgbrat + U[robrat] ==

Gornja jednadZba nam omogucuje da za poznatu mehani¢ku energiju E i poznati iznos kutne koli¢ine
gibanja Cestice L za esticu mase m u polju centralne sile opisane potencijalnom energijom U[r] odredimo
udaljenost tocaka obrata (jedne ili vise njih) od sredista sile.

Primjer 11.1.2: Tocke obrata Cestice u polju centralne elasti¢ne sile
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Odredit ¢emo udaljenosti to¢aka obrata od sredista centralne sile opisane potencijalnom energijom
1
Ulr] = Zkr?
=5

(vidi prethodni primjer) za Cesticu mase m, kutne koli¢ine gibanja iznosa L i mehanicke energije E.

Udaljenosti roprat Su rjesenja jednadzbe (11.6) koja ovdje glasi

L? 1
E=— 4 =ki?
2 brat
2mrg . 2 obra

i koju moZemo shvatiti kao kvadratnu jednadZbu u varijabli rgbrat. Dva rjeSenja te jednadZbe su

) E kL2
(robrat)1,2 - E 1=+ 1- mE2 |~

MoZe se pokazati da opéenito vrijedi mE? > kL2, a to zna&i da izraz pod korijenom ne moZe biti
negativan odnosno da su oba rjeSenja realna. Jedno od njih odgovara najmanjoj (apocentar), a
drugo najvecoj udaljenosti od centra sile (pericentar) koju Cestica postize tijekom gibanja (vidi sliku u
prethodnom primjeru). Takoder valja uotiti da su rjeSenja medusobno jednaka kad vrijedi mE? = kL2,
a taj uvjet odgovara posebnom slu€aju kada se Cestica giba kruznom putanjom zbog ¢ega nema smisla
govoriti o totkama obrata.

11.2 Gibanje dvaju tijela

Medudjelovanje dviju €estica: Pretpostavimo li da estice jedna na drugu djeluju silom koja ovisi iskljugivo
o njihovoj medusobnoj udaljenosti, silu kojom &estica 1 djeluje na Cesticu 2 mozemo opisati izrazom

Fio[rio] = Fr[ri2] P10, (11.7)

gdje je

Fio=¥F>—r (118)
vektor poloZaja Cestice 2 u odnosu na &esticu 1, r1o = |r1o| je udaljenost medu esticama, a 1o = r12/r1o
je jedini¢ni vektor. lzraz (11.7) je u skladu s tre¢im Newtonovim zakonom prema kojemu &estice jedna na
drugu djeluju suprotnim silama, F>1 = —Fq5, te prema kojemu smjerovi tih sila leZe na pravcu na kojemu
leZe same Cestice. Ako je F,[r12] < 0, sila medu Cesticama je privlatna, a ako je F,[rio] > 0, sila je
odbojna.

Potencijalna energija para cestica medu kojima djeluje sila opisana sa (11.7) i koje se nalaze na
medusobnoj udaljenosti ri» jest, prema definiciji potencijalne energije, rad potreban da Cestice s neke
referentne udaljenosti ry dovedemo na udaljenost rj». Pretpostavimo |i da je jedna Cestica nepomicna,
pri pomaku one druge udaljenost se medu njima mijenja za dri», a element rada koji obavljamo je
dW = —F,[r»2] dri2. Potencijalna energija je prema tome,

roz
Ulra] = —/ F.ri5] dris. (11.9)
I
Inverzna relacija kojom iz potencijalne energije mozemo izra¢unati silu glasi

d
Fr[ri2] :_EU["IQ]- (11.10)



192 S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.)

Vazno je uociti podudarnost gornjih izraza s izrazima (11.3) i (11.4) koji se odnose na centralnu silu. Kad
sila pri velikim meducesti¢nim udaljenostima is€ezava, prirodno je pri definiciji potencijalne energije koristiti
referentnu udaljenost rp = oo jer se takvim odabirom udaljenim cesticama pridruZuje potencijalna energija
jednaka nuli.

Primjer 11.2.1: Lennard-Jonesova meducesticna sila

Cesto se uzima da medu Cesticama djeluje tzv. Lennard-Jonesova sila koja je opisana izrazom za

potencijalnu energiju
a\ 12 a\ 06
r r

gdje je r = ri» udaljenost medu Cesticama, a € | a su pozitivne konstante. Zbog prepoznatljivih
eksponenata 12 i 6 u izrazu za silu, zovemo ju jos i “silom 12-6". Slika prikazuje ovisnost potencijalne
energije o udaljenosti medu cesticama.

Izraz za Lennard-Jonesovu silu dobivamo primjenom inverzne relacije (11.10),

i =- 2o =5 ((2)+ 2))

Slika prikazuje jakost Lennard-Jonesove sile u ovisnosti o udaljenosti medu Zesticama.

FLlr]

\
0 a
| |
[
Promatrajuci jakost Lennard-Jonesove sile te odgovaraju¢u potencijalnu energiju, uoavamo njena
sljedeca svojstva:

e Na udaljenosti r = a Lennard-Jonesova sila iS¢ezava zbog €ega tu udaljenost zovemo rav-
noteznom udaljenoscu.

e Na udaljenostima r < a Lennard-Jonesova sila je odbojna i kad udaljenost medu Cesticama tezi
u nulu njezina jakost teZi u beskonatno. U skladu s time, potencijalna energija (koja odgovara
radu koji je potrebno obaviti kako bismo sustav doveli u neko stanje) takoder teZi u beskona&no
kad udaljenost medu Cesticama tezi u nulu. To znadi da Lennard-Jonesova sila ne dopusta
dvama Cesticama da se nadu na istom mjestu.
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e Na udaljenostina r > a Lennard-Jonesova sila je priviatna s time da njena jakost is¢ezava kad
udaljenost medu Cesticama teZi u beskona¢no. Dogovorno, potencijalna energija je napisana
tako da ona takoder i$¢ezava kad udaljenost medu Cesticama tezi u beskonacno.

e Pri ravnoteZnoj udaljenosti r = a, potencijalna energija poprima najmanju mogucu vrijednost
U yla] = —e. Dvije Cestice mogu provoditi glavninu vremena u okolini ravnoteZne udaljenosti
(titrati oko nje) te na taj nacin one mogu &initi vezanu strukturu nalik dvoatomnoj molekuli.

Jednadzba gibanja za vektor relativhog polozaja: Drugu derivaciju vektora rio = r» — r1 koji
opisuje polozaj Cestice 2 u odnosu na cesticu 1 moZemo izraziti kao

djgz _ c:trzz - (112;21 _ %122 _ %1 _ %122 _ % _ <mi2 + m%) Fio, (11.11)
odnosno koristeci (11.7), ,
“dd;;z = F1o = F[no]fi, (11.12)
gdje je S
b= i+ m (11.13)

tzv. reducirana masa sustava.

Uocavamo da je jednadZba (11.12) po svom obliku istovjetna jednadZbi gibanja jedne jedine Cestice &ija
je masa L i koja se nalazi u polju centralne sile. Vektor poloZaja €estice 2 u odnosu na cesticu 1 moZzemo
izraziti kao

r12:r2—r1:(rcm+r§)—(rcm+r’{):r§—r’{, (1114)
gdje je rcm vektor polozaja srediSta mase sustava, a zvjezdica oznacava vektore polozaja u odnosu na
srediste mase sustava (vidi poglavlje 5.4). Nadalje, koristeCi opce svojstvo

mar] + mor; =0, (11.15)

iz gornjih dviju jednadZbi dobivamo relacije
m m
> 1o, rh=——"—rp. (11.16)

*
rn=--—
1

my + mo my + mo

Primjer 11.2.2: Gibanje dvaju Cestica koje medudjeluju elasticnom silom

Razmotrit ¢emo sustav dviju Cestica Cije su mase m1 i my i medu kojima djeluje privlatna sila razmjerna
udaljenosti medu Cesticama ry»>. Takvu silu moZemo shvatiti kao oprugu Cija je ravnotezna duljina
jednaka nuli, a koriste¢i notaciju kao u (11.7) moZemo ju opisati izrazom

Filno) = —knio,

gdje je k > 0 konstanta opruge. Odredit ¢emo kutnu brzinu w jednolike vrtnje ovog sustava oko
njegovog sredista mase.

Koristedi jednadZbu gibanja (11.12), razmatramo gibanje Cestice &ija je masa jednaka reduciranoj masi
sustava (11.13) na koju djeluje centralna sila F, (takvo gibanje smo susreli u primjeru 11.1.1). Prema
(11.12), akceleracija te Cestice je

d? 1 1 k k
——=to = —F/[noltio = —(—kno)fio = ——rofio = ——rpo.
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S druge strane, prema pretpostavci o jednolikoj vrtnji sustava kutnom brzinom w, akceleracija Cestice
sastoji se isklju¢ivo od njezine centripetalne akceleracije

d2

2
—d t2 Fio —Wro.

Iz jednakosti akceleracije dobivene iz jednadZbe gibanja i akceleracije dobivene na osnovu pretpostav-
lienog gibanja (centripetalne akceleracije) slijedi traZena kutna brzina

ml + m2
w =
myms
Primje¢ujemo da kutna brzina vrtnje Cestice ne ovisi o udaljenosti ris.

Na primjer, ako je my> = 2my, polumjeri kruZnica duZ kojih se Cestice gibaju u referentnom okviru
sredista mase su prema (11.16)

f*:7m2 r12:2r12 f*—iml f12:1f12
1 my + mo 3 2 my + mop 3

§to mozemo prikazati slikom.

rn»

Vazno je uociti da se Cestica ve¢e mase giba duz kruZnice manjeg polumjera.

U slu¢ajevima u kojima je jedna masa znatno veca od druge, npr. ako m; > my odnosno ako ms/my; — 0,
vrijedi

mﬂliﬂrgﬂou = mo, mz/Iinr;!O r; =0, m2/IinrjlbO r; = rio. (11.17)
To znati da u takvim sustavima reduciranu masu moZemo poistovjetiti s masom manje masivne Cestice,
a gibanje Cestice ve¢e mase mozemo zanemariti odnosno uzeti da se njen polozaj podudara s polozajem
sredista mase. Nadalje, vektor relativog polozaja €estice 2 u odnosu na esticu 1 mozemo poistovjetiti s

poloZajem Cestice 2 u odnosu na srediSte mase sustava.

Primjer 11.2.3: Polumjer orbite Sunca

Pretpostavimo li da se Suncev sustav sastoji iskljucivo od Sunca ¢ija je masa m; = Mg = 1.9891 x
103%kg i od Zemlje &ija je masa mo, = Mg = 5.9742 x 10?4 kg, koja se giba du? kruZnice polumjera
priblizno jednakog jednoj astronomskoj jedinici (1 au = 1.49598 x 10! m), moZemo odrediti polumjer
kruznice duz koje se giba srediste Sunca,

« Mg

T T T Mo+ M 2T M,

Dobiveni polumjer kruzne putanje sredista Sunca znatno je manji od polumjera Suncevog ekvatora

© (1au) = --- = 449km.
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koji iznosi Rz = 6.96 x 108 m, a to objadnjava zbog €ega je u mnogim situacijama posve opravdano
zanemariti gibanje Sunca i jednostavno rec¢i da ono “miruje” .

11.3 Gravitacijska sila i gravitacijsko polje

Newtonov zakon gravitacije (gravitacijska sila): Medu &esticama &ije su mase my i mo i koje su
jedna od druge udaljene r» djeluje privliacna sila ¢ija je jakost (iznos)

myimo

(n2)?’

gdje je Gy = 6.67428 x 10~ Nm2kg~2 tzv. gravitacijska ili Newtonova konstanta, a samu silu
nazivamo gravitacijskom silom.

Fgrav[r12] = Gn (11-18)

Uocavamo da je jakost te sile razmjerna masama Cestica te da je obrnuto razmjerna kvadratu udaljenosti
medu njima. To znadi da se iznos gravitacijske sile smanjuje s udaljenos¢u medu Cesticama te da tezi u
nulu kad ta udaljenost tezi u beskonacno. S druge strane, kad udaljenost tezi u nulu, jakost sile teZi u
beskona¢no, zbog ¢ega izbjegavamo govoriti o gravitacijskoj sili pri pretjerano malim udaljenostima.

Gravitacijska sila jedna je od Cetiriju temeljnih sila u prirodi, a gravitacijska konstanta jedna je od temeljnih
konstanti.
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Primjer 11.3.1: _akost gravitacijske sile kojom medudjeluju Zemlja i Sunce

Silu koja osigurava Zemljino gibanje oko Sunca moZemo izratunati (a) mnoZeci Zemljinu centripetalnu
akceleraciju masom Zemlje ili (b) racunajuci jakost gravitacijske sile kojom medudjeluju Zemlja i Sunce.
Ocekujemo podudaranje dobivenih vrijednosti za jakost sile.

(a) U jednoj godini (T = 365.25 x 24 x 60%s = 3.15576 x 10 s) Zemlja (Mg = 5.9742 x 10%*kg)
¢ini jedan okret oko Sunca, pri ¢emu je srednja udaljenost Zemlje od Sunca a jednaka tzv.
astronomskoj jedinici (engl. astronomical unit, 1 au = 1.49598 x 10*' m). Zanemarimo li gibanje
Sunca i pretpostavimo li da je putanja Zemlje savrsena kruZnica (vidi raniji primjer), moZemo
odrediti iznos centripetalne sile koja osigurava Zemljino kruzno gibanje,

Fep = /\/I@wza = Mg (27r/T)2 a
2T
3.15576 x 107 s

2
= (5.9742 x 10%*kg) x ( ) x (1.49598 x 10 m)

= 3.54288 x 1022 N.

b) Sila kojom medudjeluju Zemlja i Sunce (Ms = 1.9891 x 103%kg) jest gravitacijska sila dana
o)
izrazom (11.18). Njena je jakost
Mg Mo
32

Fgrav = GN

(5.9742 x 10%* kg) x (1.9891 x 1030 kg)
(1.49598 x 1011 m)2

= (6.67428 x 10711 Nm? kg™?) x

= 3.54397 x 10%°N.

Uotavamo da smo u oba racuna dobili vrlo sli¢nu vrijednost.

Gravitacijsko polje: Neka se Cestice Cije su mase m; nalaze u to¢kama r;, 1 = 1,..., N. Kad bismo
Cesticu mase m doveli u tocku r, na nju bi djelovala ukupna gravitacijska sila koju mozemo izraziti kao
zbroj gravitacijskih sila svih &estica,

grav[r] _ZGN > ‘ mGNZL;) (11-19)
P —~ e

Prvi razlomak u prvom koraku opisuje jakost gravitacijske sile kojim /-ta Cestica privia¢i masu m, dok

razlomak (r; —r)/|r; — r| predstavlja jedini¢ni vektor usmjeren od toc¢ke u kojoj se nalazi masa m prema

tocki u kojoj se nalazi i-ta Cestica, Sto znaci da njegov smjer odgovara smjeru gravitacijske sile koja djeluje

na Cesticu mase m. U idu¢em smo koraku pojednostavili izraz izlu€ivsi masu m i gravitacijsku konstantu

Gy ispred znaka sumacije.? Istu silu sada mozemo krace napisati kao

Fyrav[r] = m[r], (11.20)
gdje vektorsku veli¢inu

LG DG (1121)

8U nazivniku kona¢nog izraza u (11.19) pojavljuje se tre¢a potencija udaljenosti medu Cesticama §to na prvi
pogled nije u skladu s prirodom gravitacijske sile €ija je jakost obrnuto razmjerna drugoj, a ne trecoj potenciji te
udaljenosti. Dakako, uzme li se u obzir da se u brojniku istog izraza nalazi vektor relativnhog poloZaja jedne Cestice
u odnosu na drugu koji je sam po sebi razmjeran udaljenosti medu Cesticama, uocava se da je Citav razlomak
obrnuto razmjeran kvadratu udaljenosti, Sto je oCekivano. Ista opaska se odnosi se na tre¢u potenciju udaljenosti u
nazivinicima u izrazima (11.21) i (11.22).
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zovemo gravitacijskim poljem u tocki r. MoZe se reéi da je gravitacijsko polje vektorsko polje odnosno
funkcija koja svakoj toc¢ki prostora pridruzuje vektor &iji smjer odgovara smjeru u kojem bi, u danoj tocki

prostora, djelovala ukupna gravitacijska sila €iji je iznos razmjeran jakosti te sile. Fizicka dimenzija gravi-
tacijskog polja jednaka je dimenziji akceleracije, LT 2, a odgovara joj mjerna jedinica ms=2 ili N kg_l.

Kad je raspored mase u prostoru opisan volumnom gusto¢om mase p, umjesto zbrajanjem doprinosa svake
pojedine Cestice, gravitacijsko polje moZemo izraziti integralom

r—r , r—r .,

gdje je p[¢'] volumna gusto¢a mase u okolini tocke ¥ a dV’ je element volumena po kojemu se provodi
integracija.

Teorem o sfernim ljuskama: Kad je masa m rasporedena u prostoru tako da Cini jednoliku sfernu ljusku,
gravitacijsko polje izvan te ljuske jednako je gravitacijskom polju €estice mase m koja se nalazi u sredistu
ljuske, dok gravitacijsko polje unutar ljuske i5¢ezava. Dokaz ovog teorema se, zbog matematicke sloZenosti,
nalazi u dodatku E.

S obzirom na to da bilo koje sferno tijelo poput Zemlje ili Sunca moZemo shvatiti kao niz sfernih ljuski
koje su smjestene jedna unutar druge, a kako je ukupno gravitacijsko polje zbroj doprinosa svih ljuski,
primjenom teorema o sfernim ljuskama zaklju€ujemo da je gravitacijsko polje izvan sfernog tijela jednako
gravitacijskom polju koje bismo imali kada bi se sva masa tijela nalazila u njegovu sredistu.

Primjer 11.3.2: _Jakost gravitacijskog polja pri Zemljinoj povrsini

Prema teoremu o sfernim ljuskama, jakost (iznos) gravitacijskog polja na povrsini sfernog planeta

mase M i polumjera R je opcenito
M
7=Cnge

T Na povrdini Zemlje (Mg = 5.9742 x 10°* kg, Re, = 6.378km) to je

5.9742 x 10%* kg
(6.378 x 103 m)?

Mg

= = (6.67428 x 107" Nm?kg™?) x =9.802Nkg™!
S

Yo = GN

ili 9.802ms~2, &to je priblizno jednako akceleraciji slobodnog pada pri Zemljinoj povr3ini (vidi primjere
3.3.1112.3.2).
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11.4 Gravitacijska potencijalna energija i gravitacijski potencijal

Gravitacijska potencijalna energija para cestica: Ako su Cestice ¢ije su mase m; i mo jedna od druge
udaljene r1», njihovu gravitacijsku potencijalnu energiju mozemo napisati kao

Ulr] = —Gy 1272, (11.23)
rn»

Gravitacijska potencijalna energija tezi u nulu kad udaljenost medu Cesticama teZi u beskonacno, dok je
pri svim kona&nim udaljenostima ona negativna.

lzraz (11.23) za gravitacijsku potencijalnu energiju para Cestica mozemo izvesti racunajuéi rad koji obav-
llamo dovodedi Cestice s referentne beskonacne udaljenosti na konacnu udaljenost r. MoZemo pretpostaviti
da Cestica mase my sve vrijeme miruje u ishodistu, dok Cesticu mase m», pomitemo duz x-osi od x = oo
do x = r. Pri tome na Cesticu m» djeluje gravitacijska sila F = —GN% X, dok mi djelujemo silom
suprotnog smjera. Rad je

X=r r r
W = (—F)-dr—/ Gy 2 g - gy T2 g, T2 (11.24)

2
X—=00 0o X X 0o r

Sto je upravo izraz (11.23). Potencijalna energija pri udaljenosti r odnosno rad potreban da Cestice s
beskonatne (referentne) udaljenosti dovedemo na udaljenost r negativan je jer je gravitacijska sila sama
po sebi privla¢na.

Gravitacijski potencijal: Ako su &estice Cije su mase m; rasporedene u to¢kama r;, potencijalna energija
koju bi Cestica mase m imala u tocki r jednaka je zbroju potencijalnih energija te estice u odnosu na sve
ostale Cestice sustava. Koristeci izraz (11.23) imamo

m m;
Ul = > ~Gn o (11.25)
]

§to jo§ moZzemo moZemo napisati kao

Ulr] = m®lr], (11.26)
gdje skalarnu veli¢inu
mj 1 ,

®lr] = -G =-G —aedV 11.27
= ~Gn 3 2 = =6 [ gy (1120

nazivamo gravitacijskim potencijalom u tocki r. MoZe se reci da je gravitacijski potencijal u danoj tocki
prostora jednak omjeru gravitacijske potencijalne energije koju bi €estica imala u toj tocki i mase Cestice.

Racunanje gravitacijskog polja iz gravitacijskog potencijala: Napravi li Cestica mase m u gravitacijskom
polju v pomak dr, promjena njene gravitacijske potencijalne energije je

dU = —Fgray - dr = —mry - dr, (11.28)

(negativni predznak je prisutan jer je potencijalna energija, prema definiciji, jednaka radu koji mi obavljamo
pomicuci Cesticu, pritom djelujuci silom koja je suprotna gravitacijskoj sili). Istu promjenu gravitacijske
potencijalne energije moZemo izraziti i odgovaraju¢om promjenom gravitacijskog potencijala d®,

dU = mdo. (11.29)
Usporedbom gornjih dviju izraza za dU nalazimo d® = — - dr te samo gravitacijsko polje 4 moZemo
izraziti kao
_ 40 (11.30)
T= " '
ili raspisano po komponentama pravokutnog koordinatnog sustava,
do do do
Ty = vy = Vy=——. (11.31)

Cdx S dy’ dz
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S obzirom na to da je gravitacijski potencijal (11.27) skalarna veli¢ina, za razliku od gravitacijskog polja
(11.22) koje je vektorska veli¢ina, u mnogim je situacijama jednostavnije najprije izraunati gravitacijski
potencijal te s pomocu izraza (11.30) izratunati gravitacijsko polje, nego izravno raunati gravitacijsko
polje.

11.5 Keplerovi zakoni i gibanje nebeskih tijela

Newtonovom otkri¢u zakona gravitacije prethodila su tri zakona u kojima je Johannes Kepler sazeo pravil-
nosti koje je uocio u astronomskim opazanjima gibanja planeta Sun&evog sustava. |z moderne perspektive,
naravno, Keplerovi zakoni ne sadrZe nista sto ne slijedi iz Newtonovih zakona i iz Newtonovog zakona gra-
vitacije. Ovdje ih navodimo zbog njihovog povijesnog znacaja.

Prvi Keplerov zakon:

Orbite planeta su elipse sa Suncem u jednom od Zarista.

Analiza gibanja sustava dviju Cestica koja se temelji na Newtonovim zakonima i koja uzima u obzir gravita-
cijsko medudjelovanje Cestica u skladu s Newtonovim zakonom gravitacije (potpunu analizu spomenutog
problema zbog sloZenosti ovdje ne provodimo) pokazuje da su putanje Cestica kruZnice, elipse, parabole ili
hiperbole. Time se pokazuje da je Newtonova fizika u skladu s prvim Keplerovim zakonom. Naravno, u
prvom Keplerovom zakonu se prikriveno podrazumijeva da Sunce miruje, $to je samo priblizno to¢no. U
sustavu koji se sastoji od dvije Cestice, one se nalaze na suprotnim stranama u odnosu na srediste mase
te ako se giba jedna od njih (npr. Zemlja), mora se gibati i ona druga (npr. Sunce).

Drugi Keplerov zakon:

Vektor poloZaja planeta u odnosu na Sunce prebrisuje jednake povrsine u jednakim inter-
valima vremena.

Lako je pokazati da je drugi Keplerov zakon istovjetan tvrdnji da je kutna koli¢ina gibanja planeta u odnosu
na Sunce ocuvana veli¢ina. PovrSinu dS koju vektor r prebrise u intervalu vremena dt moZemo napisati
kao polovicu povrsine paralelograma sto ga razapinju vektori r i vdt, a potom ju moZemo izraziti s pomocu
kutne koli¢ine gibanja planeta,

1 1 1 1
dS = E‘r x vdt| = %‘r X mv{ dt = %‘r X p{ dt = %‘L{ dt. (11.32)
Iz gornjeg izraza vidimo da ako je dS/dt konstanta (drugi Keplerov zakon), onda je iznos kutne koli¢ine

gibanja planeta |L| takoder konstantan. Do istog zaklju¢ka smo dogli izravnim razmatranjem gibanja
Cestice u polju opcenite centralne sile (vidi poglavlje 11.1).

Treci Keplerov zakon:

Kvadrat ophodnog vremena planeta razmjeran je trecoj potenciji velike poluosi orbite.

Iz ovog zakona slijedi da je jakost sile koja djeluje na planet obrnuto razmjerna kvadratu njegove udaljenosti
od Sunca. Kad se planet mase m giba duz kruZne orbite polumjera r, sto je posebni slucaj elipse, privia¢na
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centralna sila ima ulogu centripetalne sile te vrijedi jednakost
—F[r] = mw?r, (11.33)

gdje je F,[r] < 0 radijalna komponenta centralne sile, a w je kutna brzina kruZenja. Napisemo li kutnu
brzinu kao w = 2% gdje je T ophodno vrijeme planeta i napisemo li prema tre¢em Keplerovom zakonu
T2 = kr3, gdje je k konstanta, dobivamo

27\ 2 42 4mm? 1
Frlr] = —m <?7r> r=-— 7 r:——m7r (11.34)

m-— .
kr3 k r?
8to je privlatna centralna sila s jako3¢u obrnuto razmjernom kvadratu udaljenosti od njena sredista. Upravo
takvo svojstvo prema Newtonovom zakonu gravitacije ima gravitacijska sila (vidi poglavlje 11.3).
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Zadaci

Z.11.1: lzvedite (a) izraz koji opisuje jakost privlatne centralne sile te (b) izraz za odgovarajucu poten-
cijalnu energiju, ako period gibanja tijela u kruznoj orbiti ne ovisi o polumjeru orbite, ali ovisi 0 masi tijela
m, a dan je izrcazom T = 2mw+/m/k, gdje je k > 0 konstanta. Zatim (c) odredite ukupnu energiju tijela u
kruznoj orbiti polumjera r.

Ri: (a) F[r] = kr, (b) U[r] = 2kr?, (c) E = kr?

Z.11.2: Odredite udaljenost pri kojoj je Lennard-Jonesova sila (vidi primjer 11.2.1) privlagna i poprima
najveci iznos.

Rj: r=(13/7)"/%a~1.109a

Z.11.3: Cestica mase m giba se u polju neke privlaéne centralne sile. Neka su r; i r> najmanja i najveca
udaljenost od centra sile koje Cestica postiZe tijekom gibanja (totke obrata), a v» neka je iznos brzine
Cestice u trenutku u kojem se ona nalazi na udaljnosti rn. Odredite rad koji centralna sila obavi nad
Cesticom od trenutka u kojem se Cestica nalazi na udaljenosti r» do trenutka u kojem se ona nalazi na
udaljenosti rq.

Ri: W=mv3 ((rn/n)*-1) /2

Z.11.4: |zvedite izraz koji opisuje jakost gravitacijskog polja u tocki koja se nalazi na osi tankog prstena
mase M i polumera R na udaljenosti z od njegova sredista. Zatim odredite udaljenost z pri kojoj jakost
gravitacijskog polja poprima najvecu vrijednost te samu jakost polja u toj tocki.

Ri: 92[z] = GNMz(2% + R?)73/2, z = a=2GNyM/3\/3r?

r
\@'
Z.11.5: |zvedite izraz koji opisuje jakost gravitacijskog polja u tocki koja se nalazi na osi tankog homo-
genog diska mase M i polumjera R na udaljenosti z od njegova sredista.

Ri: glz] =2MGNR™2(1 - 1/y/1+4 (R/z)?)

Z.11.6: Dvije se zvijezde gibaju po kruznim orbitama oko sredista mase Citavog sustava brzinama stalnih
iznosa vi i v». Polumjer jedne od orbita je r;. Odredite polumjer druge orbite i mase obiju zvijezda.
(Rezultate izrazite preko vy, vo i r.)

Rj: o= vari/vi, my = ri(va/vi)(vi + v2)?/Gn, ma = ri(vi + v)?/Gy

Z.11.7: Pretpostavljajuéi da je jakost “modificirane gravitacijske sile” razmjerna s r—(2+9) gdje je r
udaljenost Cestice od sredista sile, a € > —1 je konstanta (¢ = 0 odgovara Newtonovoj gravitaciji),
izvedite izraz koji opisuje odgovarajuc¢i “modificirani gravitacijski potencijal”, ako je pri udaljenosti ry od
centra sile iznos “modificiranog gravitacijskog polja” gp.

Rj: glr] = — 51+
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12 Neinercijski referentni okvir

Inercijski referentni okviri su referentni okviri u kojima vrijede Newtonovi zakoni, dok u bilo kojem refe-
rentnom okviru koji se u odnosu na neki inercijski referentni okvir giba ubrzano Newtonovi zakoni u onom
obliku u kojem ih obi¢no navodimo ne vrijede (vidi poglavlje 3.1). Takve referentne okvire zovemo ne-
inercijskim referentnim okvirima. Promatramo li gibanje u neinercijskom referentnom okviru, u jednadzbi
gibanja Cestice osim stvarnih sila pojavljuju se i ¢lanovi koje zovemo prividnim silama. Ovdje ¢emo upoznati
prividne sile u neinercijskom referentnom okviru koji se u odnosu na neki inercijski referentni okvir giba
ubrzano translacijski i u onom koji se jednoliko vrti.

12.1 Stvarne i prividne sile

Podsjetimo se sljedecih Cinjenica (vidi poglavlje 3.1):

e Akceleracija Cestice ovisi o odabiru referentnog okvira u kojem promatramo njezino gibanje. Kao
primjer koji to jasno pokazuje moZzemo razmotriti gibanje neke Cestice u dva referentna okvira koji
se jedan u odnosu na drugog vrte oko neke osi.

e Stvarna sila koja djeluje na neku Cesticu proizlazi iz temeljnog fizickog medudjelovanja te Cestice
s drugim Cesticama (npr. gravitacijsko ili elektromagnetsko medudjelovanje) te ni na koji nacin ne
ovisi 0 nasem odabiru referentnog okvira.

e Referentni okvir u kojem vrijedi
ma = Fgvarna, (12.1)

gdje su m i a masa i akceleracija Cestice, a Fstvarna j€ Stvarna sila koja na nju djeluje, zovemo iner-
cijskim referentnim okvirom. Gornju jednadzbu zovemo Newtonovom jednadZbom gibanja (NJG).

Podsjetimo se takoder da smo primjenom Galilejevih transformacija (vidi poglavlja 2.7 i 3.1) pokazali da
je svaki referentni okvir koji se u odnosu na bilo koji inercijski referentni okvir giba translacijski stalnom
brzinom, takoder inercijski referentni okvir. To znacdi da ako postoji jedan inercijski referentni okvir, onda
postoji i beskona&no mnostvo inercijskih referentnih okvira.

Neinercijski referentni okvir i prividne sile: Kad gibanje Cestice promatramo u neinercijskom re-
ferentnom okviru, ono nije u skladu s NJG u njenom izvornom obliku, ve¢ je u jednadzbu gibanja
potrebno ukljugiti i €lan koji zovemo prividnom silom (engl. fictious force).? JednadZba gibanja
Cestice mase m u neinercijskom referentnom okviru opcenito glasi

ma/ = Fstvarna + Fprividnav (12-2)

gdje je a’ akceleracija Cestice, a s desne strane se uz stvarnu nalazi i prividna sila. Ona ovisi o nacinu
na koji se neinercijski okvir giba u odnosu na inercijski referentni okvir, a u nekim slu¢ajevima takoder
i 0 brzini €estice u odnosu na koristeni neinercijski referentni okuvir.



204 S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.)

12.2 Ubrzano translacijsko gibanje referentnog okvira

Slika prikazuje Cesticu mase m i vektor njenog poloZaja r[t] u referentnom okviru S za koji pret-
postavljamo da je inercijski referentni okvir. JednadZzba gibanja Cestice u tom referentnom okviru
glasi ma = Fstyama, gdje je a = d°r/dt?. Slika takoder prikazuje vektor poloZaja r'[t] iste estice u
neinercijskom referentnom okviru S’ za koji pretpostavljamo da se u odnosu na S giba translacijski.
Vektor R[t] opisuje poloZaj ishodista referentnog okvira 8’ u odnosu na ishodiste referentnog okvira
S.

S m

r[t]

S v[t]
R[t]

JednadZba gibanja Cestice u neinercijskom referentnom okviru S’ glasi
ma’ = Fstvarna — mA, (12-3)

gdje je A = d’R/dt? akceleracija referentnog okvira &’ u odnosu na S, a a’ = d°r'/dt? je akceleracija
Cestice u odnosu na &’. Drugi ¢lan na desnoj strani gornje jednadzbe gibanja prepoznajemo kao
prividnu silu Fpivigna = —mA.
Jednadzbu gibanja (12.3) moZemo izvesti uotimo li da medu vektorima R, r i ¥’ (vidi sliku) vrijedi relacija
r[t] = R[t] +¥[t]. (12.4)
Dvostrukim deriviranjem te relacije po vremenu dobivamo a[t] = A[t] 4 a’[t], $to jos moZemo napisati kao
ma’ = ma — mA. (12.5)

Prema jednadZbi gibanja u inercijskom referentnom okviru S, prvi ¢lan na desnoj strani odgovara stvarnoj
Sili Fstyarna, dok je drugi €lan prividna sila Fprividna = —mA.

Primjer 12.2.1: Prividna teZina putnika u dizalu

Pocevsi od trenutka u kojem se dizalo po¢ne uspinjati pa sve do trenutka u kojem dizalo postigne
stalnu brzinu uspinjanja, akceleracija dizala A usmjerena je uvis. Za to vrijeme putnik ima dojam da
on svojim nogama pritis¢e pod dizala silom koja je ve¢a od one kojom pritis¢e mirnu podlogu odnosno
da je on “teZi nego inace” .

Ispravnost putnikova dojma moZemo pokazati razmatranjem opisane situacije bilo u inercijskom refe-
rentnom okviru S vezanom uz zgradu, bilo u neinercijskom referentnom okviru S’ vezanom uz dizalo
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koje se giba ubrzano.

e U inercijskom referentnom okviru S vezanom uz zgradu, akceleracija putnika a jednaka je ak-
celeraciji dizala, a = A = AX, a stvarne sile koje djeluju na putnika su sila podloge N = NX i
gravitacijska sila mg = —mgXx, gdje je m masa putnika. Newtonovu jednadZzbu gibanja

ma = Fstvamma = N + mg

moZemo napisati kao
mAXx = NX — mgx,

iz ¢ega slijedi iznos sile kojom podloga djeluje na putnika
N=m(g+ A).
Silom istog iznosa, ali suprotnog smjera, putnik djeluje na podlogu.

e Situaciju moZemo razmotriti i u neinercijskom referentnom okviru 8’ vezanom uz dizalo koje se
u odnosu na inercijski referentni okvir S giba translacijski s akceleracijom A = AX. S obzirom
na to da putnik u dizalu miruje imamo a’ = 0, a u jednadZbi gibanja (12.3) osim stvarnih sila
N = NX i mg = —mgX koje djeluju na putnika imamo i prividnu silu Fyvidna = —mA. To znadi
da jednadzba gibanja

ma’ = Fstyarna + Forividna

ovdje glasi
0=N+ mg— mA = NX — mgx — mAx,

$to daje iznos sile N = m(g + A).
U oba razmatranja nalazimo da putnik i pod medudjeluju silom iznosa N = m(g + A) koji je veci od

iznosa sile mg kojom putnik i pod medudjeluju u mirnom dizalu ili u dizalu koje se uspinje ili spusta
stalnom brzinom.
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12.3 Referentni okvir u jednolikoj vrtnji, centrifugalna i Coriolisova sila

Referentni okvir u jednolikoj vrtnji: Ovdje razmatramo gibanje Cestice u neinercijskom referentnom
okviru 8’ koji se u odnosu na mirujuéi inercijski referentni okvir S vrti stalnom kutnom brzinom Q oko
nepomicne osi. Slika prikazuje koordinatne sustave vezane uz ta dva referentna okvira. Oni su orijentirani
tako da se njihove z i Z’ osi podudaraju s osi vrtnje, a x’-os rotirajuceg koordinatnog sustava zatvara s x-osi
mirujuéeg koordinatnog sustava kut Qt. Vektor kutne brzine Q vrtnje 8’ u odnosu na S nije prikazan jer
je okomit na ravninu slike, a usmjeren je prema C&itatelju. Slika takoder prikazuje Cesticu mase m i vektor
njenog poloZaja p u odnosu na os vrtnje.

Ako Cestica miruje u odnosu na referentni okvir S’, njena udaljenost o’ od osi vrtnje i kut ¢’ koji vektor
p’ zatvara s x’-osi su stalni u vremenu. Ista Cestica u odnosu na mirni inercijski referentni okvir S opisuje
Kruznicu.

Jednadzba gibanja i prividne sile: Kad gibanje Cestice mase m opisujemo u referentnom okviru S’ koji
se vrti stalnom kutnom brzinom u odnosu na inercijski referentni okvir S, jednadzba gibanja &estice glasi

ma’ = Fstvarna + Fprividnav Fprividna = Fer + Feor. (12‘6)

Na desnoj strani osim stvarne sile Fstyama imamo prividnu silu Fyividna koju shvacamo kao zbroj dviju
prividnih sila koje zovemo centrifugalnom prividnom silom F¢¢ i Coriolisovom prividnom silom Fcor. U
posebnom slutaju u kojem Cestica u odnosu na referentni okvir S8’ miruje ili se giba paralelno sa z-osi,
Coriolisova prividna sila jednaka je nuli.

Centrifugalna prividna sila je dana izrazom
Fer = mQ2p, (12.7)

gdje je m masa Cestice, €2 je kutna brzina vrtnje neinercijskog referentnog okvira u odnosu na inercijski
(mirni) referentni okvir, a p’ je vektor poloZaja Cestice u odnosu na os vrtnje.

Uocavamo da je F uvijek usmjerena ‘prema van' u odnosu na os vrtnje te da je ona prisutna neovisno o
tome giba i se Cestica u odnosu na rotirajuci referentni okvir ili ne.

Mirovanju Zestice u neinercijskom referentnom okviru S’ koji se jednoliko vrti u odnosu na mirni inercijski
referentni okvir S odgovara jednolika vrtnja Cestice u S. Vrtnju Cestice u inercijskom referentnom okviru
objasnjavamo djelovanjem stvarne sile koja je usmjerena prema osi vrtnje i ima ulogu centripetalne sile.
Mirovanje iste estice u rotirajuéem referentnom okviru objasnjavamo ponistavanjem stvarne sile usmjerene
prema osi vrtnje i centrifugalne prividne sile F. usmjerene ‘prema van'.
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Fprividna = Fcf

Fstvarna = Fcp '\ Fstvarna |

Mirovanje Cestice
u neinercijskom referentnom okviru S’
koji se jednoliko vrti u odnosu na &

Jednolika vrtnja Cestice
u mirnom inercijskom referentnom okviru &

Primjer 12.3.1: Medvjed u perilici za rublje

Odredit ¢emo stvarnu silu kojom medudjeluju kovanica od 5 kuna (tzv. “medvjed”) koja se nasla u
bubnju perilice za rublje i stijenka bubnja u fazi rada perilice koju obi¢no zovemo “centrifugom”. Masa
medvjeda (kovanice) je 7.45 g, promjer bubnja je 40 cm, a za vrijeme “centrifuge” on €ini 600 okretaja
u minuti. Gibanje ¢emo najprije razmotriti u inercijskom referentnom okviru u kojem perilica miruje,
a zatim u neinercijskom okviru vezanom uz bubanj perilice.

e U inercijskom referentnom okviru & u kojem perilica miruje, a njen bubanj se vrti, medvjed se
giba po kruznici polumjera r = 20 cm kutnom brzinom w = 600 x 27 rad min~—!. To znati da
medvjed ima centripetalnu akceleraciju iznosa ac, = w?r odnosno da na njega djeluje stvarna
sila iznosa

2
Fstvarna = Mdacp = Fcp = mw-r

= (7.45 x 1072 kg) x (600 x 27 rad (60s)"1)? x (0.2m) ~5.9N.

Zanemarimo i prisutnost gravitacijske sile, centripetalna sila je ostvarena isklju¢ivo kroz
medudjelovanje medvjeda i bubnja perilice.

e U neinercijskom referentnom okviru S’ vezanom uz bubanj perilice, nas medvjed miruje na
udaljenosti r’ = 20cm od osi vrtnje. To zna&i da je njegova akceleracija u S’ jednaka nuli,
a’ = 0. Zanemarimo li gravitacijsku silu, jedina stvarna sila koja djeluje na medvjeda je sila
kojom na njega djeluje stijenka bubnja. Nju moZemo napisati kao Fstyama = —NFP, gdje je ¥
jedini¢ni radijalni vektor usmjeren ‘prema van’ u odnosu na os vrtnje. Centrifugalnu prividnu silu
(12.7) piemo kao For = mQ2r, a kako medvjed u bubnju miruje, Coriolisova prividna sila nije
prisutna. Kutna brzina vrtnje 8’ u odnosu na S je Q = 600 x 2 rad min~*. JednadZba gibanja
u referentnom okviru 8’ nam daje

0 = ma’ = Fsvama + For = — NP+ mQ2r,

iz ¢ega dobivamo iznos sile kojom medudjeluju bubanj perilice i medvjed koji se u njemu vrti
N = mQ?r. (Rezultat se otekivano podudara s onim koji smo dobili razmatrajuéi isti problem
u inercijskom referentnom okviru.)

U ovom primjeru je jakost sile kojom medudjeluju medvjed i bubanj oko 80 puta vec¢a od teZine mirnog
medvjeda. Isto vrijedi i za molekule vode u mokrom rublju, $to objasnjava zasto one prilikom vrtnje
bubnja izlaze iz mokrog rublja, kao i to da mi sami ne bismo prezivjeli vrtnju u bubnju takvom kutnom
brzinom.
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Coriolisova prividna sila je dana izrazom
Fcor = —2mQ x V/, (12.8)

gdje je Q vektor kutne brzine vrtnje referentnog okvira S8’ u odnosu na inercijski referentni okvir S, a
v/ je brzina Cestice u odnosu na S'.

Coriolisova sila nije prisutna kad je brzina Cestice paralelna s osi vrtnje ili kad Eestica miruje.

lzvod izraza (12.7) za Centrifugalnu silu i izraza (12.8) za Coriolisovu silu se zbog sloZenosti nalazi u
dodatku C.

Primjer 12.3.2: Ucinak Zemljine vrtnje pri slobodnom padu tijela

Razmotrit ¢emo slobodan pad pocetno mirnog (u odnosu na Zemlju) sitnog tijela s male visine h koji
se dogada pri zemljopisnoj &irini ¢. IzraCunat ¢emo relativni polozaj to¢ke u kojoj tijelo udara u tlo u
odnosu na to¢ku u kojoj bi tijelo udarilo u tlo kad se Zemlja ne bi vrtjela oko svoje osi.

Koristit ¢emo referentni okvir vezan uz Zemlju, a koordinatni sustav ¢emo razapeti tako da x-os gleda
prema sjeveru, y-o0s prema zapadu, a z-0s suprotno smjeru gravitacijskog polja.

Kutnu brzinu vrtnje Zemlje moZemo izraziti kao

_ o | i a - 27 rad B _5 1
Q =Q(cospX+singd2), Q—m—7.272x10 rads—*.

Zanemarujuéi promjene poloZaja tijela tijekom pada, polozaj tijela u odnosu na os vrtnje Zemlje
moZemo priblizno izraziti vektorom

R
p=Rcosp(—sinpk+cos¢2) = ) sin2¢ X + R cos? ¢ 2,

gdje je R = 6.371 x 10° m polumjer Zemlje. Djelovanje stvarne gravitacijske sile na tijelo mase m

mozemo opisati s

F:,’m, ’y:—"yi’ 7’:92981"“5_2,

pri ¢emu zbog male visine s koje tijelo pada zanemarujemo ovisnost gravitacijskog polja o visini.

e Kad bi Zemlja mirovala, referentni okvir vezan uz Zemlju bio bi inercijski referentni okvir, jed-
nadZbu gibanja tijela u slobodnom padu napisali bismo kao

ma=-—-myz,
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a njeno rjesenje za tijelo koje u pocetnom trenutku t = 0 miruje u tocki r[0] = hZ bilo bi
v[t] = —yt2, r[t] = <h — %t2) 7.

Slobodni pad tijela odvijao bi se duz z-osi te bi tijelo udarilo u tlo u samom ishodistu koordinatnog
sustava. Trajanje pada iznosilo bi 7 = +/2h/.

e Uzmemo li u obzir Zemljinu vrtnju, referentni okvir vezan uz Zemlju postaje neinercijski referentni
okvir. U jednadZbi gibanja tijela u slobodnom padu se osim stvarne gravitacijske sile pojavljuju
centrifugalna i Coriolisova prividna sila,

ma = my 4+ mQ%p — 2mQ x v.

Brzinu moZemo pribliZzno izraziti kao v = —gt Z, a koristenjem ranije navedenih izraza za p i Q
dobivamo

R
a::_724-Q2(—Esm2¢ﬁ+-Ran2¢i>-—29(a5¢ﬁ4—9n¢2)x(—gta

Q2Rsin?2
— _% % — 2Qgtcospy — (v — Q>R cos® p) 2,
odnosno rastavljeno po komponentama,
Q2Rsin?2
2 = _+¢, ay = —2Qgtcos ¢, a = —g,

gdje je

g=v—°Rcos® ¢
akceleracija slobodnog pada. RjeSenje jednadZzbe gibanja za tijelo koje poCetno miruje na visini
h moZe se napisati rastavljeno po komponentama kao

Q2R9n2¢t2

Qgcos ¢ /3
4

3 , 2] =h— 22

x[t] = — 5

y[t] = -

Uvrstavanjem trajanja pada T = \/2h/g u gornje rjesenje dobivamo x i y-koordinatu tocke u
kojoj tijelo udara u tlo,
Q2Rhsin 2¢

Q(2h)3/2 cos ¢
2g '

39

Zaklju€ujemo da se ucinak Zemljine vrtnje pri slobodnom padu tijela s male visine sastoji od

x = x[r] = .y =yl =-

1. otklona prema ekvatoru (x[1] < 0 za ¢ > 0) koji i5¢ezava na samom ekvatoru (¢ = 0) i
na polovima (¢ + 7/2), najizraZeniji je pri srednjim zemljopisnim 3irinama (¢ ~ w/4), a
moZemo ga povezati s prisutnos¢u centripetalne prividne sile te od

2. otklona prema istoku (y[T] < 0) koji je najveci na ekvatoru, is¢ezava na polovima, a
povezujemo ga s prisutno$¢u Coriolisove prividne sile.

Kao primjer uzmimo pad sitnog tijela s visine h = 10 m u Zagrebu koji se nalazi na sjevernoj geografskoj
girini od priblizno ¢ = w/4. Totka u kojoj tijelo udara o tlo je u odnosu na totku u kojoj bi isto tijelo
udarilo kad se Zemlja ne bi vrtjela pomaknuta priblizno 1.7 cm prema jugu te 0.5 mm prema istoku.

Kad se radi o tijelu koje mirno visi na niti, Zemljina vrtnja dovodi isklju¢ivo do otklona niti prema
ekvatoru koji objasnjavamo prisutnos¢u centrifugalne prividne sile (Coriolisova prividna sila is¢ezava
ako tijelo miruje). Taj u€inak je prema dogovoru ugraden u uobiajenu definiciju akceleracije slobodnog
pada g te o njemu ne moramo posebno voditi racuna.
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Zadaci

Napomena: Neke od ovdje navedenih zadataka moguce je rijesiti koristenjem inercijskog i koristenjem
neinercijskog referentnog okvira. Poku%ajte zadatke rijesiti na oba nacina.

Z.12.1: Kautija klizi niz kosinu uz faktor trenja w, a u kutiji na niti visi sitno tijelo. Odredite kut koji nit
zatvara s okomicom na kosinu ako tijelo u odnosu na kutiju miruje (ne njise se).
Rj: tgB=pu

Z.12.2: Na podu mirnog vagona miruje homogena kugla. Ako vagon po&ne ubrzavati duZ vodoravne
pruge akceleracijom stalnog iznosa A i ako se kugla po podu vagona kotrlja bez klizanja, kolika ¢e biti
akceleracija sredista kugle u referentnom okviru vagona?

Rj: @ =5A/7
Z.12.3: U automobilu koji se kre¢e duZ zavoja brzinomjer pokazuje stalan iznos brzine v = 100 kmh~1,

a dinamometar, na kojem “mirno” visi uteg mase m = 1kg, pokazuje silu iznosa F = 12N. Odredite
polumjer zakrivljenosti zavoja.

Rj: R=mv?/y/F2 —(mg)2 ~111.6m
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13 Specijalna teorija relativnosti

Specijalna teorija relativnosti uskladuje nase poimanje prostora, vremena i zakona fizike s €injenicom da ni
materija, ni energija, ni informacija, ne mogu putovati brzinom koja je veca od brzine kojom u vakuumu
putuje svjetlost, kao i s ¢injenicom da iznos te brzine ne ovisi o brzini kojom se giba sam izvor svjetlosti, tj.
da je on jednak u svim inercijskim referentnim okvirima. NajvaZniji element specijalne teorije relativnosti su
tzv. Lorentzove transformacije koje povezuju inercijske referentne okvire. Za razliku od Galilejevih transfor-
macija koje smo upoznali u odjeljku 2.7, Lorentzove transformacije osim prostornih zahvacaju i vremensku
koordinatu. Time specijalna relativnost objedinjuje trodimenzionalni prostor i jednodimenzionalno vrijeme
u Cetverodimenzionalno prostorvrijeme (engl. spacetime). Specijalna teorija relativnosti donosi i novi izraz
za koli¢inu gibanja Cestice te promijenjeno poimanje mase i energije Cestice.

13.1 Opcenito o nacelu relativnosti

Nacelo relativnosti u fizici: Dok je samo po sebi razumljivo da izgled neke fizi¢ke pojave, npr. mirovanje
ili gibanje neke Cestice, ovisi o odabiru referentnog okvira u kojem pojavu promatramo, nacelo relativnosti
u fizici nalaZe da sami zakoni koji opisuju fizicke pojave ne smiju ovisiti o odabiru referentnog okvira.
Razli¢ite teorije u fizici su nacelu relativnosti uspjele udovoljiti u vecoj ili manjoj mjeri, a skup referentnih
okvira u kojima u okviru neke teorije zakoni fizike poprimaju jednak i najjednostavniji moguéi oblik zovemo
inercijskim referentnim okvirima.

Klasi¢na ili Galilei-Newtonova relativnost odnosi se na Newtonovu jednadZbu gibanja ¢iji je oblik jed-
nak u inercijskim referentnim okvirima medusobno povezanim Galilejevim transformacijama (2.32)-(2.34).
Naime, pokazuje se da se oblik Newtonove jednadzbe gibanja pod djelovanjem Galilejevih transformacija
ne mijenja te jos kazemo da je ona invarijantna u odnosu na Galilejeve transformacije. Galilei-Newtonova
relativnost osim same Newtonove jednadzbe gibanja obuhvaca i sve zakone mehanike koji iz te jednadzbe
slijede, ali ona ne vrijedi za pojave iz podrugja elektromagnetizma kao Sto je npr. Sirenje svjetlosti.

Brzina svjetlosti: Eksperimentalno je utvrdeno da iznos brzine kojom svjetlost (elektromagnetski val)
putuje u vakuumu ne ovisi o brzini kojom se izvor svjetlosti giba u odnosu na opazaca koji u svom
inercijskom referentnom okviru tu brzinu mjeri. Zbog toga kazemo da je iznos brzine svjetlosti u vakuumu
jednak u svim inercijskim referentnim okvirima, a prema definiciji (vidi dodatak A) iznos te brzine je

c=299792458 ms™!. (13.1)

Cinjenica da je iznos brzine svjetlosti u vakuumu jednak u svim inercijskim referentnim okvirima nije u
skladu s intuicijom vedine nas i ne uklapa se u okvir Galilei—Newtonove relativnosti. Prihvatimo i tvrdnju
da svjetlost u svim referentnim okvirima putuje brzinom ¢ kao temeljni zakon fizike, lako je pokazati da on
nije invarijantan na Galilejeve transformacije. Dovoljno je razmotriti Sirenje svjetlosti nastale vrlo kratkim
bljeskom koji se u referentnom okviru S dogodio u trenutku t = 0 u ishodistu pravokutnog koordinatnog
sustava. Ako se ta svjetlost nesmetano $iri brzinom iznosa ¢ u svim smjerovima prostora, nakon 3to
protekne vrijeme t ona se nalazi na sferi polumjera r = ct.
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Izrazimo |i udaljenost svjetlosti od ishodista r s pomocu koordinata x, y i z, sferu na kojoj se svjetlost
nalazi moZemo opisati jednadZbom

r’ =x?+y? 4 2% = (ct)? (13.2)

Istu pojavu mozemo promotriti u referentnom okviru S’ koji se u odnosu na S giba stalnom brzinom
iznosa V' u smjeru x-osi. Postavimo li koordinatni sustav u &’ tako da se on u trenutku bljeska podudara
sa koordinatnim sustavom u S, pojava bljeska u S’ nije ni po €emu razli¢ita od iste pojave u S. Nadalje,
ako se u referentnom okviru S’ Sirenje svjetlosti pokorava istom zakonou fizike kao i u S, poloZaj svjetlosti
u trenutku t > 0 mora biti opisan jednadZbom koja je istovjetna jednadzbi (13.2) i koja glasi

r/2 — X/2 +y/2 + Z/2 — (Ctl)z. (133)
Medutim, napisemo li Galilejevu transformaciju poloZaja (2.32) u obliku
x'=x—-Vt, y =y, 7 =z, t =t (13.4)

(uzeli smo da se 8§’ u odnosu na S giba brzinom iznosa V' u pozitivnom smjeru x-osi) i primijenimo li ju
na jednadzbu bljeska (13.2), umjesto otekivanog izraza (13.3) dobivamo (x’ 4+ Vt)? + y"? 4+ 2”2 = (ct')?,
§to nije jednadzba sfere sa sredistem u ishodistu. Time smo pokazali da fizi¢ki zakon prema kojemu se
svjetlost Siri jednakom brzinom u svim referentnim okvirima nije invarijantan na Galilejeve transformacije.

Specijalna teorija relativnosti je teorija prostora i vremena, ili kako se to u fizici kaze prostorvremena
(engl. spacetime), koja problem neinvarijantnosti zakona Sirenja svjetlosti u odnosu na Galilejeve transfor-
macije rjeSava napustanjem Galilejevih i prihva¢anjem novih, tzv. Lorentzovih transformacija. Specijalnu
teoriju relativnosti razvio je A. Einstein 1905. g., a upoznat ¢emo ju u nastavku ovog poglavlja.

Opca teorija relativnosti je teorija prostorvremena koja u sebi sadrZi specijalnu relativnost, a zakrivljeno3¢u
prostorvremena opisuje ucinke gravitacije kao $to su npr. crne rupe. Opcu teoriju relativnosti razvio je A.
Einstein 1915. g. te ju jo$ nazivamo | Einsteinovom teorijom gravitacije. U ovom se tekstu ne¢emo baviti
op¢om relativnoscu.

13.2 Lorentzove transformacije i neka njihova svojstva

Lorentzove transformacije: Neka je S inercijski referentni okvir, a referentni okvir S’ neka se u
odnosu na S giba stalnom brzinom iznosa v. U tim referentnim okvirima moZemo uvesti pravokutne
koordinatne sustave tako da su im osi paralelne i da se gibanje referentnog okvira &’ u odnosu S
odvija u smjeru x-o0si.

® @

V4 Z/

I vt |

Lorentzove transformacije koordinata u tom slu¢aju glase

/ / /

x"=(x — vt), y' =y, Z'=z t' =y(t — vx/c?), (13.5)
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gdje je ¢ brzina svjetlosti, a tzv. Lorentzov faktor «y i parametar potiska B dani su izrazima

e p=Yon (13.6)

i c

S obzirom na to da se u ni u jednom referentnom okviru niti jedna Cestica s masom, a time niti jedan
opaZac¢, ne moze gibati brzinom iznosa jednakog ili ve¢eg od brzine svjetlosti, nema smisla razmatrati
gibanje referentnog okvira 8’ u odnosu na referentni okvir S brzinom v > c. Inverzne transformacije
mozemo dobiti izravno iz (13.5) ili jednostavnije zamjenom ‘crtanih’ koordinata ‘necrtanima’ te, s obzirom
na to da se S giba u negativnom smjeru x’-osi, promjenom predznaka brzine v. One glase

x =vy(x"+ vt'), y=y, z=17, t=q(t + vx'/c?). (13.7)
Izvod samih Lorentzovih transformacija dan je u dodatku D.

U poglavlju 13.1 smo pokazali da ‘zakon 3irenja svjetlosti’ izraZen jednadzbom (13.2) nije invarijantan
na Galilejeve transformacije. Sada moZemo pokazati da taj zakon jest invarijantan na Lorentzove tran-
sformacije. Na izraz (13.2) koji opisuje 3irenje svjetlosti u referentnom okviru S primjenjujemo tran-
sformacije (13.7). Dobivamo y?(x’' + vt')? + y? + 2/ = ?4?(t' + vx’/c?)? odnosno nakon sredivanja
x"? + y”? 4 22 = (ct')?, §to je po obliku istovjetno polaznom izrazu (13.2). Zaklju€ujemo da je zakon
girenja svjetlosti invarijantan na Lorentzove transformacije.

Korespondencija s Galilejevim transformacijama: Kad je brzina gibanja &’ u odnosu na S znatno manja
od brzine svjetlosti, tj. kad v/c — 0, u (13.6) imamo B8 — 0 i v — 1 te se Lorentzove transformacije
(13.5) i (13.7) time svode na Galilejeve transformacije. To zna&i da je pri malim brzinama opravdano
umjesto Lorentzovih koristiti Galilejeve transformacije, a ujedno nam to objadnjava i zasto Newtonova
mehanika i Galilei-Newtonova relativnost daju prihvatljive rezultate pri dovoljno malim brzinama.

Prostorvrijeme i dogadaji: Vjerojatno najzanimljivije svojstvo Lorentzovih transformacija je to da one
osim prostornih koordinata djeluju i na vremenske koordinate t i t’. To zna&i da svaki referentni okvir ima
svoje vrijeme odnosno da vremenska koordinata nije zajedni¢ka svim referentnim okvirima kao $to je to
slu¢aj u Galilei-Newtonovoj relativnosti. Zbog toga je u specijalnoj relativnosti uvrijezeno trodimenzionalni
prostor i vrijeme shvacati kao Cetverodimenzionalno prostorvrijeme. Takoder je uvrijezeno o polozaju u
prostoru i trenutku u vremenu govoriti kao o dogadaju u prostorvremenu. Dogadaj u prostorvremenu je
odreden s pomocu njegove Cetiri koordinate. To su, na primjer, u referentnom okviru S koordinate ¢, x,
yiz.

Transformacija prostorvremenskog razmaka medu dvama dogadajima: Svojstva Lorentzovih transfor-
macija je najlak3e razumjeti razmotrimo li njihovo djelovanje na prostorvremenski razmak medu dvama
dogadajima. Neka je taj razmak u referentnom okviru S dan razlikama koordinata At, Ax, Ay i Azteu S’
neka je razmak medu istim dogadajima dan s At’, Ax’, Ay’ i AZ'. Razlike koordinata tih dvaju dogadaja
u S i 8’ povezane su transformacijama

Ax" = y(Ax — v At), Ay' = Ay, AZ = Az, At = y(At — v Ax/c?), (13.8)
odnosno inverznim transformacijama

Ax = y(AX" + v AY), Ay = Ay’ Az =NZ, At = y(At + v AX'/c?). (13.9)

Neistovremenost dogadaja: Dogadaji koji su istovremeni u jednom referentnom okviru, nisu nuZno
istovremeni u nekom drugom referentnom okviru. Neka su u referentnom okviru 8’ dva dogadaja u
prostoru razmaknuta za Ax’, a vremenski razmak medu njima neka je jednak nuli, At’ = 0. Kazemo da se
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u referentnom okviru 8’ radi o dvama istovremenim dogadajima. Izracunamo li s pomocu transformacija
(13.9) vremenski razmak medu tim dogadajima u referentnom okviru S, dobivamo

At = yv AX'/c? (neistovremenost). (13.10)

To znati da se istovremenost dogadaja u jednom referentnom okviru narusava prelaskom u drugi referentni
okvir razmjerno razmaku tih dogadaja duz osi relativhog gibanja jednog referentnog okvira u odnosu na
drugi. Razmak medu dogadajima duZ poprecnih osi ne utje¢e na gubitak istovremenosti.

Vlastito vrijeme i dilatacija vriemena: Vrijeme koje protjete za opazaca koji miruje u nekom inercijskom
referentnom okviru zovemo vlastitim vremenom tog opaZata. Opazac koji miruje u inercijskom referent-
nom okviru opaza da za bilo kojeg opaZzaca koji se u odnosu na njega giba vrijeme tece sporije. Tu pojavu
zovemo relativistickom dilatacijom vremena.

Ako mirni opazac u referentnom okviru S’ u nekom trenutku pokrene i ubrzo nakon toga zaustavi svoj
sat, vremenski razmak At’ medu tim dogadajima koje on izmjeri odgovara njegovom vlastitom vremenu,
a s obzirom na to da on miruje, prostorni razmak medu tim dogadajima je Ax’ = 0. Sada s pomocu
transformacija (13.9) moZemo izracunati vremenski razmak medu istim dogadajima u referentnom okviru
S. Dobivamo

At
At =y At = ——— (dilatacija vremena), (13.11)

1—(v/c)?

$to pokazuje da je vremenski razmak At u referentnom okviru S dulji od vremenskog razmaka At' u §'.

Primjer 13.2.1: Paradoks blizanaca

Blizanci Bobi i Rudi proslavili su svoj 18. rodendan. lduceg jutra Bobi odlazi na putovanje svemirskim
brodom, a Rudi ostaje kod kuce. Bobi najprije putuje brzinom iznosa v = 0.8 ¢ u nekom smjeru, a
kad prema njegovu satu (vlastitu vremenu) protekne 6 mjeseci, on mijenja smjer i poCinje se brzinom
istog iznosa vracati prema Zemlji kako bi s Rudijem proslavio njihov 19. rodendan. Medutim, prema
Rudijevu vlastitu vremenu, Bobi je na Rudijev 19. rodendan zakasnio punih 8 mjeseci.

Objasnjenje ove neobitne pojave nalazimo u dilataciji vremena. Prema Bobijevu vlastitu vremenu
odnosno prema vremenu u referentnom okviru S’ vezanom uz Bobijev brod, Bobijevo putovanje je
trajalo At’ = 12mj. Prema Rudijevu vlastitu vremenu odnosno prema vremenu u referentnom okviru
S vezanom uz Zemlju, vrijeme koje protjeCe od Bobijeva polaska do njegova povratka dobivamo
izrazom za dilataciju vremena (13.11),

. At B 12mj
S VI-(v/e? /1 (08)

a to vrijeme je 8 mjeseci dulje od onoga 5to je Bobi otekivao.

=20mj,

Vlastita duljina i kontrakcija duljine: Predmet koji se giba pri¢inja se kra¢im od istog predmeta kad on
miruje. Zamislimo mirni Stap poloZen paralelno s x’-osi u referentnom okviru S’. S obzirom na to da stap
miruje, x’-koordinate njegovih krajeva su stalne u vremenu, a razliku tih koordinata Ax’ smatramo vlastitom
duljinom &tapa. Nasuprot tomu, u referentnom okviru & u odnosu na koji se taj stap giba, smisleno je
govoriti o duljini $tapa Ax jedino ako njegove krajeve shvatimo kao istovremene dogadaje. To znadi da je
u S vremenski razmak medu krajevima 3tapa jednak nuli, At = 0. Sada s pomocu transformacija (13.8)
kao vlastitu duljinu stapa dobivamo Ax’ =« Ax. To znadi da je duljina tapa Ax u referentnom okviru S
u odnosu na koji se on giba brzinom iznosa v dana s

1
Ax = ~ Ax' = +/1—(v/c)2 AX (kontrakcija duljine), (13.12)

gdje je Ax’ vlastita duljina stapa. Skracenje ili kontrakcija duljine tijela opaZa se iskljutivo u smjeru
njegovog gibanja, dok u popre¢nom smjeru opazamo jednake dimenzije kao i kod mirnog tijela.
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13.3 Relativisticko zbrajanje brzina

Relativisticka transformacija brzina: Komponente brzine €estice u referentnom okviru S su

_ _dx _dy _dz (13.13)
“- = e Yz = r '
dok u referentnom okviru &’ imamo
dx’ dy’ dz’
l,I/: U)/(:W’ U)//:W’ UIZ:W (1314)

(Za brzinu Cestice koristimo simbol u kako bismo izbjegli preklapanje sa simbolom v koji koristimo
za iznos brzine relativnog gibanja referentnih okvira.) Ako se referentni okvir S’ u odnosu na S giba
brzinom iznosa v u smjeru osi x, na osnovi Lorentzovih transformacija slijedi da su komponente brzine
Cestice povezane relacijama

/ Ux =V / Uy / Uz

— - = Y = 13.1
Ux 1—ugv/c?’ Yy ¥(1 — uxv/c?)’ vz ¥(1 — uxv/c?)’ (13.15)

gdje je Lorentzov faktor <y dan izrazom (13.6). Inverzne transformacije su

/ / /
U, + v Uy Uz

_ e s 13.16
1+ uv/c?’ Yy ¥(1 + u,v/c?)’ vz v(1 + uv/c?) ( )

Ux

Prepoznajemo da u limesu v — 0 transformacije (13.15) i (13.15) prelaze u Galilejeve transformacije
za komponente brzina (2.33).

Transformacije (13.15) moZemo izvesti iz transformacija razlika koordinata (13.8). Najprije nalazimo izraz
za omjer At'/At,

At y(At — v Ax/c? Uy V
_ / ):fy(l )

Ar I - = (13.17)

2
gdje smo omjer Ax/At prepoznali kao komponentu brzine uy. Taj rezultat nam sluzi kako bismo omjer
Ax'/At' koji prepoznajemo kao komponentu brzine v izrazili s pomocu komponente uy,

Ax"  AX' At y(Ax — v At) (A -1 B Uy v —1 Uy — V
/ _ — (7)< > :fy(ux—v)’y 1<1— 2)

YT A T At A At At T 1 ugv/c?’
(13.18)
¢ime smo izveli prvu transformaciju u (13.15). Sli¢an postupak daje nam
Ay’ Ay At Ay (At ~ vy —1 u
7 -7 " _ 7 [ — 1 _ X7 e A
T Ar T At AP Bt \ At e <1 c2 > ¥(1 — uyv/c?)’ (13.19)

i analogno za komponentu u, $to su preostale dvije transformacije u (13.15). Inverzne transformacije
(13.16) mozemo dobiti koristenjem transformacija (13.9), izravno algebarski iz (13.15), ili koristenjem
(13.15) u suprotnom smjeru (premijestanje oznaka ’ i promjena predznaka brzine v).

Primjer 13.3.1: Brzina rakete ispaljene iz broda u gibanju

Zamislimo svemirski bojni brod koji se priblizava Zemlji tako da se u odnosu na Zemlju giba brzinom
iznosa 0.5c¢. Kad bi taj brod u nekom trenutku prema Zemlji ispalio raketu koja se u odnosu na njega
samog giba brzinom iznosa 0.75c¢, koliki bi bio iznos brzine te rakete u odnosu na Zemlju?

Jednostavnim zbrajanjem brzina odnosno primjenom Galilejevih transformacija dobili bismo iznos brzine
rakete koji je veci od brzine svjetlosti, a to je fizicki nemogucée. Kako bismo primijenili relativisti¢ke
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transformacije brzine uzimamo da Zemlja miruje u referentnom okviru S, a da se brod uz koji je vezan
referentni okvir &’ giba brzinom iznosa v = 0.5¢ u smjeru x-osi. U referentnom okviru 8" imamo brod
koji miruje i raketu koja se giba u smjeru x’-osi brzinom ¢ije su komponente v}, = 0.75c i u;, = u, = 0.
Transformacijama (13.16) dobivamo x-komponentu brzine rakete u odnosu na Zemlju

u,+v (0.75¢) + (0.5¢) 10

1+ v/ 1+ (0.75¢) x (0.5¢)/c2  11° ¢

Ux

Da je svemirski brod prema Zemlji umjesto rakete poslao svjetlosni signal, imali bismo brzinu signala
uj, = c. lIsti iznos brzine svjetlosnog signala imali bismo i u referentnom okviru Zemlje,

U, +v (1c) + (0.5¢)

T 1+udv/c2 1+ (1c) x (0.50)/c2

Ux

13.4 Relativisticka koli¢ina gibanja i energija Cestice

U nacelu, proizvoljno jaka sila moZe djelovati na Cesticu tijekom proizvoljno dugog vremena, a prema
Newtonovoj jednadzbi gibanja to znaci da koli¢ina gibanja Cestice p moZe biti proizvoljno velika. Osim
toga, bududi da ta sila djelujuéi na Cesticu moZze obaviti proizvoljno velik rad, i kineti¢ka energija Cestice
K moZze biti proizvoljno velika. Prema nerelativisti¢kim izrazima za koli¢inu gibanja p = mu i za kineti¢ku
energiju K = %muQ, kad bi te veli¢ine bile proizvoljno velike, iznos brzine Cestice u bi takoder mogao biti
proizvoljno velik, ali to nije u skladu sa ¢injenicom da iznos brzine masivne €estice niti u kojem inercijskom
referentnom okviru ne moze doseéi brzinu svjetlosti. Taj problem rjeSavaju tzv. relativisti¢ki izrazi za
koli¢inu gibanja i za kineti¢ku energiju Cestice.

Relativisticki izraz za koli¢inu gibanja €estice: Ako se Cestica mase m giba brzinom u kojoj odgovara
Lorentzov faktor

. (13.20)
V= .
V1= (u/c)?
koli¢ina gibanja Cestice dana je izrazom
p = ymu. (13.21)

Izraz (13.21) proizlazi iz zahtjeva da Newtonova jednad?ba gibanja Cestice u relativistitkoj fizici zadrZi
oblik koji ona ima u nerelativisti¢koj fizici,

dp
Ey
gdje je F sila koja djeluje na Cesticu, te da oblik jednadZbe bude invarijantan u odnosu na Lorentzove
transformacije. Umjesto dokaza spomenute invarijantnosti razmotrit ¢emo samo najvaZnija svojstva rela-
tivisticke koli¢ine gibanja.

F— (13.22)

e Kad se iznos brzine Cestice priblizava brzini svjetlosti, u — ¢, vrijednost Lorentzovog faktora (13.20)
teZi u beskonatno. Time relativisticka koli¢ina gibanja moZe biti proizvoljno velika bez da iznos brzine
Cestice dosegne brzinu svjetlosti.

e Kad iznos brzine Cestice tezi u nulu, v — 0, Lorentzov faktor teZi u jedinicu, v — 1, a time se izraz
za relativisti¢ku koli¢inu gibanja svodi na nerelativisti¢ki oblik p = mu.

Na taj je nacin izraz za relativisti¢ku koli¢inu gibanja (13.21) u skladu s &injenicom da masivne Cestice ne
mogu dosedi brzinu svjetlosti kao i s nerelativistickom definicijom koli¢ine gibanja.
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Primjer 13.4.1:

Pretpostavimo da na pocetno mirnu Cesticu mase m u nekom trenutku pocne djelovati stalna sila
iznosa F. Zelimo odrediti ovisnost brzine Cestice o proteklom vremenu t koristeéi relativisti¢ki izraz
za koli¢inu gibanja Cestice.

S obzirom na to da Cestica pofetno miruje te da je sila stalna, prema Newtonovoj jednadzbi gibanja
imamo
plt] = Ft

gdje je t vrijeme koje je proteklo od trenutka u kojem je sila poCela djelovati, dok koristeci (13.21)
moZemo napisati

"o mu(t] .
A==
Iz gornjih dviju jednadzbi slijedi
Ft/m
uft] =

V1+ (Ft/mc)?

Sto je trazena ovisnost brzine o proteklom vremenu. Lako je uociti da vrijedi lim;—oo u[t] = ¢, §to
znadi da se s vremenom iznos brzine priblizava brzini svjetlosti, ali je nikad ne dosize.

Nerelativisti¢ki izraz v = Ft/m vodio bi na pogresan zakljutak da Cestica nakon vremena t = mc/F
dosiZe brzinu svjetlosti, a nakon toga ju prema3uje. Uvrstavanjem tog vremena u relativisti¢ki rezultat
za u[t] dobivamo ispravnu vrijednost u[mc/F] = c/v/2.

Relativisticki izraz za kineticku energiju cestice mase m koja se giba brzinom kojoj odgovara
Lorentzov faktor 7y je
K = (v —1)mc?. (13.23)

Uocavamo sljedeca svojstva relativistiCkog izraza za kineti¢ku energiju Cestice:

e U limesu u — ¢ imamo v — oo, 5to znaci da kineti¢ka energija moZe biti proizvoljno velika, bez da
pritom brzina Cestice dosegne brzinu svjetlosti.

e Kad vrijedi u/c < 1, tj. kad je brzina &estice znatno manja od brzine svjetlosti, vodeci &lanovi u
razvoju Lorentzovog faktora v u red potencija omjera u/c u okolini vrijednosti u/c =0 su

1u?

=14 13.24

1

Uvrstavanjem gornjeg razvoja u relativisticki izraz za kineti¢ku energiju (13.23) dobivamo K =

%mu2 + .-+, gdje vodedi ¢lan prepoznajemo kao nerelativisti¢ki izraz za kineti¢ku energiju Cestice.

Na taj je nacin izraz za relativisti¢ku koli¢inu gibanja (13.21) u skladu s &injenicom da masivne Cestice ne
mogu dosedi brzinu svjetlosti kao i s nerelativistickom definicijom koli¢ine gibanja.

Relativisticki izraz za kineti¢ku energiju (13.23) slijedi iz zahtjeva da teorem o radu i kineti¢koj energiji
uveden u nerelativisti¢koj mehanici (vidi odjeljak 4.2) u nepromijenjenom obliku vrijedi i u relativisti¢koj
mehanici. lzjednac¢imo li element kineti¢ke energije dK i element rada dW koji sila F obavlja pomicudi
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U gornjem racunu smo koristili jednadZbu gibanja (13.22) i nakon toga definiciju brzine u = dr/dt.
Pretpostavimo li sada, zbog jednostavnosti, da sila djeluje u smjeru gibanja Cestice, moZemo pisati u-dp =
udp te koristeci (13.21) imamo

mu mudu
— (U/C)2> — = (13.26)

(1= (u/c)?)3/?
gdje tri tockice oznacavaju korake racunanja diferencijala izraza u okruglim zagradama. Kona¢no, kineti¢ku
energiju K dobivamo integracijom dK od pocetnog stanja u kojem Cestica miruje do kona¢nog stanja u
kojem je iznos njene brzine u,

u mu' du/
K= /dK _/0 A= (/D) = =(y—1)mc®. (13.27)

dK = udp = ud(

Crtica na simbolu ¢/ uvedena je kako bismo varijablu integracije razlikovali od gornje granice integracije,
a tri to¢kice ovdje oznacavaju izostavljeni postupak rjeSavanja integrala i algebarsko sredivanje dobivenog
izraza.

Relativisticka energija ¢estice mase m definirana je izrazom
E =mc®+ K =ymc?, (13.28)

gdje je mc? tzv. energija mirovanja Cestice, K je njena kinetitka energija dana izrazom (13.23), a
izraz se moZe saZeto napisati koristenjem Lorentzovog faktora <y iz (13.20). Takoder vrijedi jednakost

E? = (mc?)? + (pc)?, (13.29)

gdje je p iznos koli¢ine gibanja &estice dan izrazom (13.21).

Primjer 13.4.2: RelativistiCki savrSeno neelasti¢an sudar

Razmotrit ¢emo savrSeno neelasti¢an sudar Cestice mase m i brzine iznosa u (projektil) s mirnom
Cesticom jednake mase (meta) u kojem nastaje jedna Cestica mase M. Podrazumijevajuci da je
relativisticka energija promatranog sustava oCuvana veli¢ina, tj. da relativisti¢ka energija projektila
I mete u cijelosti prelazi u relativisticku energiju Cestice nastale sudarom, koristenjem relativistickih
izraza za koli¢inu gibanja (13.21) i energiju (13.28), odredit ¢emo masu M i brzinu U Cestice koja
nastaje u sudaru.

e Ocuvanje koli¢ine gibanja u sudaru ovdje daje uvjet
ymu =T MU,

gdje s lijeve strane imamo koli¢inu gibanja projektila, s desne strane imamo koli¢inu gibanja
testice mase M nastale u sudaru, ay = (1 —(u/c)?)"2i T = (1—(U/c)?)Y/2 su pripadajuci
Lorentzovi faktori.

e Ocuvanje relativisticke energije daje uvjet
fymc2 + mc? =TMc?,

gdje je lijeva strana ukupna relativisticka energija Cestica projektila i mete, a desna strana je
relativisti¢ka energija Cestice nastale u sudaru.
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Dijeljenjem gornjih jednadzbi dobivamo
Yu

U= ——,

y+1
$to se u nerelativistickom limesu (v; < ¢, y1 =~ 1) svodi na ocekivanu brzinu sredista mase sustava
Uen = /2, dok za u — ¢, odn. v — oo, prepoznajemo U — u. Masu M rac¢unamo uvrstavanjem
dobivenog izraza za brzinu U bilo u uvjet oCuvanja koli¢ine gibanja, bilo u uvjet oCuvanja relativisti¢ke

energije. Dobivamo
M=2m\/(1+7)/2,

gdje uotavamo da je masa Cestice nasale neelasti¢nim sudarom veca od zbroja masa Cestica koje su
se sudarile. PiSuéi uvjet o¢uvanja energije u obliku

(mc® + K) +mc? = Mc® + K/,

gdje je K kineti¢ka energija projektila, a K’ je kineticka energija Cestice nastale u sudaru, lako je
uvjeriti se da je gubitak kineti¢ke energije u sudaru jednak razlici energije mirovanja Cestice nastale u
sudaru, Mc?, i zbroja energija mirovanja projektila i mete, 2mc?.

U nerelativistitkom razmatranju sli¢nog sudara (vidi primjer 5.2.3) podrazumijevali smo da je masa
oCuvana veli¢ina, a gubitak kineti¢ke energije objasnili smo njenom pretvorbom u druge oblike energije
(npr. u toplinu).

Relaciju (13.29) koja povezuje relativisticku energiju E, energiju mirovanja mc? i iznos koli¢ine gibanja
Cestice p mozemo prikazati kao duljine stranica pravokutnog trokuta gdje je relativisticka energija Cestice
E odgovara duljini hipotenuze, a energija mirovanja mc? i umnozak iznosa koli¢ine gibanja p i brzine
svjetlosti odgovaraju duljinama kateta.

Bezmasene cestice: Dok o €esticama bez mase u klasi€noj mehanici nema smisla govoriti, relativisti¢ka
mehanika dopusta postojanje takvih Cestica. Relacija (13.29) i njen grafi¢ki prikaz trokutom govore nam
da za pc > mc? vrijedi E ~ pc, odnosno da za m = 0 imamo

E = pc. (13.30)

Najpoznatiji primjer bezmasenih Cestica u prirodi su fotoni odnosno Cestice elektromagnetskog zragenja.

Primjer 13.4.3: Sudar fotona i elektrona (Comptonovo rasprsenje)

Razmotrit ¢emo elasti¢an sudar fotona (Eestice bez mase) i mirnog elektrona (Eestice s masom) koji je
u fizici poznat kao Comptonovo rasprsenje. |zvest c¢emo izraz koji opisuje ovisnost energije koju foton
poprima nakon sudara o kutu pod kojim se on u sudaru otklonio (rasprsio) od pravca svog prvobitnog
gibanja.

Uzet ¢emo da se foton poletne koli¢ine gibanja p, u sudaru otklanja sa svog pravca gibanja za kut
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6 1 da poprima koli¢inu gibanja pfy (7 je uobitajena oznaka za foton), dok se potetno mirni elektron
mase me nakon sudara giba duz pravca koji s pravcem prvobitnog kretanja fotona zatvara kut 6 i
ima koli¢inu gibanja p., (e je oznaka za elektron). Slika prikazuje pravce gibanja fotona i elektrona i
kutove 6.y | 0e.

v (foton)

e~ (elektron)
Pocetne relativisticke energije fotona i elektrona su
Ey = pyc i Ee = moc?,

dok nakon sudara imamo

Ey=phc i Ei=y/(mec®?+ (pho)2.

Uvjet otuvanja relativisticke energije, Ey + E. = E/, + E{, daje nam

pyc + mec® = plyc + 1/ (mec2)2 + (phe)?,

a zadrZavanjem samo korijena na desnoj strani, kvadriranjem i dijeljenjem s c> moZemo ga napisati u
obliku
Py + Y +2cme(py — py) = 2ppy = P2

Uvjet oCuvana koli¢ine gibanja u sudaru raspisujemo po komponentama duZ osi prvobitnog gibanja
fotona te duz osi koja je okomita na tu os, a leZi u ravnini u kojoj se Cestice gibaju nakon sudara.
Dvije jednadzbe koje proizlaze iz tog uvjeta su

Py = Pr, COS By + Pl COS B, 0 = plysinfy — pesinbe.

Napisemo li te jednadZbe tako da na lijevim stranama imaju samo &lanove p. cos 8. i p. sin 6., kvadri-
ramo li ih i zbrojimo, dobivamo

pe = p5 + P — 2pypl, cos bs.
Uvrstimo li gornji izraz za p? u uvjet ocuvanja relativisticke energije nalazimo
mec(py — py) = Pypy(1 — cosbly),
a koristeci Ey = pyC i E% = p,,yC konac¢nu energiju fotona moZemo izraziti kao

E/ — E’Y
T 14 (Ey/mec?)(1 —cosby)

Gornji izraz poznat je kao “formula za energiju fotona pri Comptonovom rasprsenju” . Uocavamo da je
energija fotona nakon sudara najmanja kad se on od elektrona “odbije unazad” (6, = ), §to ujedno
znadi da je elektron u tom slu¢aju primio najve¢u mogucu energiju.
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Zadaci

Z.13.1: Ako putovanje od Zemlje do planeta udaljenog 10 godina svjetlosti (Ax) prema vlastitom
vremenu putnika traje samo 5 godina (At’), kolikom brzinom se u odnosu na Zemlju giba svemirski brod?

—1/2

Rj: v=c (14 (cAt'/Ax)?) ~0.894c [P]

Z.13.2: Gusarski svemirski brod prolazi pored Zemlje brzinom iznosa 0.5 ¢, a sat vremena kasnije (prema
zemaljskom vremenu) policajci sa Zemlje prema gusarima odasilju svjetlosni signal i kreCu u potjeru za
njima brodom ¢ija je brzina u odnosu na Zemlju 0.75 c. Potjera traje sve dok policajci ne dostignu gusare.
Koliko ¢e (a) prema vlastitom vremenu policajaca u brodu trajati njihova potjera za gusarima? Koliko
¢e (b) prema vlastitom vremenu gusara trajati interval od trenutka u kojem oni prime svjetlosni signal sa
Zemlje do trenutka u kojem ih policajci dostignu?

Rj: (a) 7 =1.323h, (b) T=10.866h [P]

Z.13.3: U referentnom okviru vezanom uz Zemlju, dva svemirska broda se udaljavaju od Zemlje brzinama
iznosa u = 0.75 ¢ duZ medusobno okomitih pravaca. Odredite iznos brzine jednog svemirskog broda u
odnosu na drugi.

Rj: v =uy/2—(u/c)?~0.899c [P]
Z.13.4: Odredite iznos brzine Cestice &ija je relativistitka energija k puta ve¢a od njene energije mirovanja.
Rj: u=cvl—k=2 [P]

Z.13.5: Na mirnu Cesticu mase m = 1kg u nekom trenutku poc¢ne djelovati stalna sila iznosa F = 1 N.
Koliko dugo bi ta sila morala djelovati da Cestica postigne brzinu iznosa u = ¢/2 i koliki bi put Cestica
prevalila do tog trenutka?

Rji: t=mc/V3F ~559, s=mc?(-1+2/v3)/F~15gs [P]

Z.13.6: Cestice mase my i brzine iznosa 1y (projektil) savrseno neelasti¢no se sudara s mirnom cesticom
mase my (meta). Pretpostavljajuéi ofuvanje relativisti¢ke energije sustava odredite masu M i brzinu U
Cestice koja nastaje u tom sudaru.

Ri: M= /m +2yimumo + m3, U=yrmyun/(yums + mo), gdie je 41 = (1— (u1/)?)" Y2 [P]


http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/generalturist.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/strgusari.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/strbrzineokomito.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/strenergija.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/streom.pdf
http://sail.zpf.fer.hr/labs/foobarzad/strsudar2.pdf

222 S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.)



S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 223

Literatura

[1]
2]
[3]

[4]

[5]

[6]
[7]

(8]

[9]
[10]

Antonia Bozi¢ i Goran BoZi¢, Fizika na drzavnoj maturi, Skolska knjiga, Zagreb, 2010.
Dubravko Horvat, Fizika 1: mehanika i toplina, Hinus, Zagreb, 2005.

Dubravko Horvat, Fizika 2: titranje, valovi, elektromagnetizam, optika | uvod u modernu fiziku,
Neodidacta, Zagreb, 2011.

Petar Kulisi¢, Mehanika i toplina: udZbenik fizike za studente Fakulteta elektrotehnike i racunarstva,
9. izd., Skolska knjiga, Zagreb, 2005.

Vidnja Hen&-Bartoli¢ i Petar Kulisi¢, Valovi i optika: udZbenik fizike za studente Fakulteta elektro-
tehnike i racunarstva, 3. izd., Skolska knjiga, Zagreb, 2004.

Vjera Lopac, Leksikon fizike, Skolska knjiga, Zagreb, 20009.

Nathan Newburry, Michael Newman, John Ruhl, Suzanne Staggs i Stephen Thorsett, Princeton
Problems in Physics, Princeton University Press, 1991.

Peter Gnadig, Guyla Honyek i Ken Riley, 200 Puzzling Physics Problems, Cambridge University Press,
2001.

Robert B. Leighton i Rochus E. Vogt, Exercises in Introductory Physics, Addison—Wesley, 1969.

V. Lopac i D. Hrupec, “What exactly are the new definitions of kilogram and other Sl units?”, The
Physics Teacher, 2019., ¢lanak prihvaéen za objavljivanje



224 S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.)



S. lliji¢: Mehanika (15. travnja 2025.) 225

A Mijerne jedinice sustava Sl

Medunarodni sustav jedinica (sustav Sl) odabire sedam fizi¢kih veli¢ina kao osnovne veli¢ine (engl. base
quantity) i pridruzuje im sedam osnovnih mjernih jedinica (engl. base unit of SI) Eije definicije propisuje
tako da one proizlaze iz vrijednosti sedam prirodnih konstanti.

Sve ostale fizitke veli¢ine smatraju se izvedenim velicinama (engl. derived quantity), a u sustavu Sl se za
svaku od njih koristenjem osnovnih mjernih jedinica moZe konstruirati tzv. izvedena mjerna jedinica (engl.
derived unit of SI).

Osnovne fizitke veli¢ine potrebne za formulaciju mehanike i elektromagnetizma su vrijeme, duljina, masa i
elektri¢na struja. Odgovarajuce osnovne mjerne jedinice u sustavu Sl su sekunda, metar, kilogram i amper,
a definirane su na sljededi nadin:

Sekunda je mjerna jedinica za vrijeme, simbol sekunde je s, a definirana je jednadZbom
Avecs = 9192631770 Hz, (A1)

gdje je Avcs frekvencija elektromagnetskog zracenja emitiranog pri tzv. hiperfinim prijelazima u

osnovnhom stanju neperturbiranog atoma cezija 133, a Hz (herc) je izvedena mjerna jedinica za

frekvenciju, pri ¢emu je Hz = s 1.

Metar je mjerna jedinica za duljinu, simbol je m, a definiran je jednadZbom
c=299792458 ms™!, (A.2)

gdje je ¢ brzina svjetlosti u vakuumu, ms~! (metar u sekundi) je izvedena mjerna jedinica za brzinu,
a sekunda je definirana jednadzbom (A.1).

Kilogram je mjerna jedinica za masu, simbol je kg, a definiran je jednadZbom
h=6.62607015 x 1073* Js, (A.3)

gdje je h tzv. Planckova konstanta, J (dZul) je izvedena mjerna jedinica za energiju, pri emu je
J=kgm?s72, a sekunda i metar su definirani jednadZbama (A.1) i (A.2)

Amper je mjerna jedinica za jakost elektri¢ne struje, simbol ampera je A, a definiran je jednadZbom
e=1.602176634 x 1071° C, (A.4)

gdje je e elementarni elektri¢ni naboj (naboj elektrona je —e), C (kulon) je izvedena mjerna jedinica
za elektri¢ni naboj, pri ¢emu je C = Ass, a sekunda je definirana jednadzbom (A.1).

Numeritke vrijednosti u definicijama (A.1), (A.2), (A.3) i (A.4) smatraju se egzaktnim vrijednostima.!®

ODefinicije (A.2)—(A.4) postale su sluzbene 20. svibnja 2019. g., a vise o samom sustavu Sl te o promjenama
koje su tom prilikom stupile na snagu moZe se pro&itati u ¢lanku [10].
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B Necentralni sudar projektila i mirne mete

Razmatramo sudar Cestica u referentnom okviru laboratorija (ROL) u kojem Cestica mase my, koju zovemo
projektilom, brzinom iznosa v; nalije¢e na mirnu Cesticu mase m», koju zovemo metom. Prikazano slikom:

Kutove a; | as zovemo kutovima otklona &estica u ROL, a brzine &estica prije sudara i brzinu sredista
mase mozemo napisati kao
mivy mvy

Vi = 1 X, vo =0, Ve = = X, B.1
1 1 2 cm m1+m2 m1+m2 ( )

gdje smo uzeli da se gibanje odvija duZ x-osi pravokutnog koordinatnog sustava.

Zanima nas odrediti iznose brzina i kutove otklona koje Cestice imaju nakon sudara u ROL u ovisnosti o
koeficijentu restitucije k i o kutu otklona a* u referentnom okviru sredista mase (ROSM).

Polazimo od prikaza sudara u ROSM gdje vrijedi p] = —p5 = g* X, odnosno
mvi = —movs = 'K, (B.2)

gdje je g* iznos koli¢ine gibanja koju prva i druga Cestica (pojedinacno) imaju prije sudara. Poslije sudara
mozemo pisati
mvi = —movd’ = kg* (cosa* X+ sina* §), (B.3)

gdje smo uzeli da se Cestice otklanjaju u x, y-ravnini te da se projektil otklanja u pozitivnom smjeru y-osi.
Koristeci transformacije (5.11) i izraze za brzine (B.1), iz (B.2) mozemo dobiti iznos koli¢ine gibanja g*,

mymsy mymsy

*X=mvi =mi(vy — v = —" X, Fe —— 2 g, B.4
q 1V 1(v1 em) m1+m21 q m1+m21 ( )
a to nam omogucuje da iz (B.3) izlu¢imo brzine vi 5 i napisemo ih u obliku
kg* . km2 11 .
viS =+ cosa* X+sina*y)=+—="=(cosa®* X +sina*y). B.5
o=t 9) = el 9) (B.5)

Ponovo koristeci transformaciju (5.11) dobivamo brzine &estica nakon sudara u ROL,

Vi

Vio =Vem +Vi, = e ((my £ kmo 1 cosa®) X 4 kmp 1sina™y) . (B.6)
Iznose brzina mozemo napisati kao

my v

V)| = —21 142k mo/my) cos a* + k2(mo/mq)2?, B.7
1
mi + mo

’ mivi
v,| = ————+/1 — 2kcosa* + k2, B.8
Vol = (8.3)

a kutevi otklona projektila i mete u odnosu na smjer gibanja projektila prije sudara dani su izrazima

k sina* ¢ k sina*
, ay=——.
my/my + k cos a* g 1— k cosa*

tga; = (B.9)
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C lzvod izraza za centrifugalnu i Coriolisovu prividnu silu

Centrifugalna i Coriolisova sila su prividne sile koje se pojavljuju u jednadZbi gibanja Cestice koju proma-
tramo u neinercijskom referentnom okviru koji se u odnosu na neki inercijski referentni okvir jednoliko vrti
oko neke osi (vidi poglavlje 12.3).

Newtonova jednadZba gibanja Cestice u inercijskom referentnom okviru S (akceleracija a) i jednadzba
gibanja iste Cestice u opéenitom neinercijskom referentnom okviru 8’ (akceleracija a’) glase

’
ma = Fstyarna, ma’ = Fstvarna + Fprividna. (C.1)

gdje je m masa Cestice, a Fstyarna | Fprividna Su stvarna i prividna sila. Slijedi da prividnu silu moZemo izraziti
kao
Fprividna = m(a’ — a). (C2)

Kako bismo s pomocu gornje jednadzbe izraunali prividnu silu u slu¢aju jednolike vrtnje S’ u odnosu na
S, upotrijebit ¢emo tzv. cilindri¢ni koordinatni sustav.

Cilindri¢ni koordinatni sustav: Slika prikazuje &esticu mase m te vektor njenog poloZaja r koji moZemo
prikazati kao zbroj vektora p koji opisuje poloZaj €estice u odnosu na z-os i vektora zZ koji opisuje polozaj
Cestice u odnosu na ravninu z = 0.

Z 5
<¢

m
/ ﬁ

r

zZ
y

o

X

Osim njenim koordinatama u pravokutnom koordinatnom sustavu, poloZaj Cestice moZzemo opisati i tzv.
cilindri¢nim koordinatama

0, ©, z (C.3)

gdje je p = |p| udaljenost Cestice od z-osi, ¢ je kut koji vektor p zatvara s x-osi, a z-koordinata je preuzeta
iz pravokutnog koordinatnog sustava.

Jedini¢ni vektori: Cilindri¢ni koordinatni sustav nam omogucuje da u svakoj tocki prostora definiramo tri
medusobno okomita jedini¢na vektora koja oznatavamo s

b, @ Z (C.4)

Njihov smjer je odreden smjerom u kojem bi se Cestica pomakla kada bi neka od triju koordinata (C.3)
infinitezimalno povecala svoju vrijednost, a zadovoljavaju relacije

pXx@=2 Gxz=p  Ixp=@. (C.5)

Vazno je uotiti da smjer jedini¢nih vektora p i @ ovisi o @p-koordinati to¢ke u kojoj ih promatramo. Pri
infinitezimalnoj promjeni -koordinate, jedini¢ni vektori p i ¢ se zakrecu za kut de. Iz slike se moze
zaklju&iti da pri tom zakretu infinitezimalna promjena p gleda u smjeru @, dok infinitezimalna promjena @
gleda u smjeru —p, odnosno da su infinitezimalne promjene jedini¢nih vektora

dp = @ do, dg = —pdep. (C.6)
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Podijelimo li gornje relacije diferencijalom vremena dt u kojem se promjena dy dogodila, slijede relacije

Wb _do, b do
ac _ dt ¥ ac . dc ”

U nastavku ¢emo, zbog preglednosti, vremenske derivacije oznacavati to¢kicom iznad simbola. Na primjer,

(C.7)

P=0@,  O=¢=—0p (C.8)

Polozaj, brzina i akceleracija cestice: Polozaj Cestice u cilindricnom koordinatnom sustavu mozemo
izraziti kao
r=p+zz=pp+zz (C.9)

gdje je ovisnost o koordinati ¢ sadrZzana u jedini¢nom vektoru g &iji smjer ovisi 0 toj koordinati. Deriviranjem
izraza za poloZaj (C.9) po vremenu dobivamo izraz za brzinu Cestice

V=t=pp+pp+22=0pp+ppp+22, (C.10)
(koristili smo pravilo za deriviranje umnoska funkcija te izraze (C.8)), a deriviranjem brzine po vremenu
dobivamo akceleraciju

A=V=pp+0P+pPP+ PP+ oo+ 22

=pPp+p(¢@)+00@+pp@+pp(—pp)+22

= (65— pp*) b+ (209 + pP) @ + 72 (C.11)
(i ovdje smo koristili pravilo za deriviranje umnoska funkcija te izraze (C.8)).

Referentni okviri u jednolikoj vrtnji: Slika prikazuje Cesticu mase m te koordinatne sustave vezane uz
referentne okvire S i &’ koji se jedan u odnosu na drugog vrte kutnom brzinom iznosa 2 oko z odnosno
z'-osi.

X
Koordinate u dvama cilindri¢nim koordinatnim sustavima povezane su relacijama
o=7r, 0 =Qt+¢, z=7. (C.12)

Jednakost p i p’-koordinata te z i z’-koordinata za sobom povlaci i jednakost njihovih vremenskih derivacija,
dok za vremenske derivacije ¢ i ¢’-koordinata imamo

p=0+¢, o=q¢. (C.13)

Nadalje, jedini¢ni vektori u dvama cilindri¢nim koordinatnim sustavima se podudaraju jer infinitezimalna
promjena odgovarajucih koordinata (npr. de i de’) pomite Cesticu u istom smjeru,

A~/ ~l

p=p, o=, 2=7. (C.14)
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Akceleracija Cestice u odnosu na referentni okvir 8’ je dana izrazom koji je oblikom istovjetan izrazu (C.11),
s time da se u njemu pojavljuju koordinate r’, ¥ i z’ i jedini¢ni vektori p’, ¢’ i 2’ cilindritnog koordinatnog
sustava vezanog uz S’,

!/

a=(p

/

— 090 + (200 + 099 + 27 (C.15)

Akceleracija Cestice u odnosu na referentni okvir S je dana izrazom (C.11), a koriste¢i transformacije
(C.12), (C.13) i (C.14), nju takoder moZemo izraziti s pomocu koordinata i jedini¢nih vektora koordinatnog
sustava vezanog uz &',

a=(p—pp°)p+ (200 + o) @+ 22
=0 -0 (Q+¢)) 0+ Q+¢)+0) @ +27. (C.16)

Centrifugalna i Coriolisova prividna sila: Uzmemo |i da je referentni okvir S inercijski referentni okvir te
da je 8’ neinercijski referentni okvir koji se u odnosu na S jednoliko vrti, koristeéi izraz (C.16) za akceleraciju
Cestice u S iizraz (C.15) za akceleraciju Cestice u §’, s pomocCu izraza (C.2) moZemo izratunati ukupnu
prividnu silu,

Fprividna = m(a/ - a) = frl(Q2 + Qle)p’ ﬁ/ — Qme/ (f)/
— mQ2p/pA/ 4 2mQ(p/(p/p\/ o pl ‘ﬁ/) (Cl?)

Prvi €lan na desnoj strani je centrifugalna prividna sila,
Fee = mQ° o, (C.18)

gdje je m masa Cestice, Q je iznos kutne brzine kojom se neinercijski okvir u kojem promatramo gibanje
Cestice vrti u odnosu na inercijski okvir, a p’ je vektor koji opisuje poloZaj Cestice u odnosu na os vrtnje.
Drugi ¢lan u (C.17) je Coriolisova prividna sila koju jos moZemo napisati kao

Feor = 2mQ(p'¢' (@' x 2') — ¢'(2' x §))
= —2m(QZ) x (¢ B + 09 @)
=-2mQx (v —2'2)
=-2mQ x V. (C.19)
U ratunu smo najprije koristili relacije (C.5). Zatim smo izlucili vektor kutne brzine Q = QZ’, a izraz u

okruglim zagradama smo prepoznali kao vektor brzine Cestice u odnosu na referentni okvir S’ u kojem
nedostaje z’-komponenta. U posljednjem koraku smo izostavili ¢lan —z'2" jer vrijedi Q x 2’2’ = 0.

Izrazi (C.18) i (C.19) se podudaraju s izrazima (12.7) i (12.8) iz poglavlja 12.3.
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D lIzvod Lorentzovih transformacija

Lorentzove transformacije povezuju prostorvremenske koordinate dogadaja u razli¢itim inercijskim refe-
rentnim okvirima odnosno u referentnim okvirima koji se jedan u odnosu na drugog gibaju translacijski
stalnom brzinom. Osnovna svojstva Lorentzovih tansformacija su:

e Za razliku od Galilejevih transformacija, Lorentzove transformacije su sukladne s postulatom spe-
cijalne relativnosti prema kojemu je iznos brzine svjetlosti u vakuumu ¢ jednak za svakog opaZzaca
koji se u inercijskom referentnom okviru giba stalnom brzinom, bez obzira na brzinu izvora svjetlosti
u odnosu na samog opaZaca.

e Poput Galilejevih transformacija, Lorentzove transformacije su linearne transformacije prostorvre-
menskih koordinata, ali osim prostornih koordinata one djeluju i na vremensku koordinatu.

e U limesu u kojem brzina svjetlosti u vakuumu ¢ teZi u beskona¢no, Lorentzove transformacije postaju
istovjetne Galilejevim transformacijama.

Uzet ¢emo da su u inercijskim referentnim okvirima S i &’ koji se jedan u odnosu na drugog gibaju brzinom
iznosa v razapeti pravokutni koordinatni sustavi tako da se relativno gibanje referentnih okvira odvija duz
x odnosno x’-osi te da se u trenutku t = t’ = 0 ishodi$ta podudaraju.

/

y y

® ©

V4 Z/

I vt |

Lorentzove transformacije moZemo izvesti u sljedeca &etiri koraka:

1. Razmatranjem koordinata Cestice koja miruje u jednom od dva referentna okvira dolazimo do
opcenitog oblika transformacije x, x/, t i t’ koordinata. Ako Cestica miruje u S&’, njena je x'-
koordinata konstantna, dok se ista €estica u S giba brzinom iznosa v u pozitivhom smjeru x-osi, a
to znadi da je veli¢ina x — vt konstantna. S obzirom na to da Lorentzova transformacija mora biti
linearna transformacija, zaklju¢ujemo da ona mora imati oblik

x"'=v(x —vt), (D.1)

gdje je v za sada nepoznati koeficijent koji ne ovisi o koordinatama, ali moZe ovisiti o iznosu relativne
brzine v. Ponavljajudi isti argument za Cesticu koja miruje u S, a u S’ se giba brzinom iznosa v u
negativnom smjeru x’-osi, nalazimo

x =v(x"+ vt'), (D.2)

gdje je «y isti za sada nepoznati koeficijent kao i u (D.1).

2. Razmatranjem koordinata fotona (&estice koja se u svim referentnim okvirima giba brzinom svjetlosti
¢) koji je u trenutku t = t’ = 0 iz ishodista emitiran u smjeru x odnosno x’-osi odredujemo koeficijent
v u transformacijama (D.1) i (D.2). Koordinate fotona su

X = ct, x' = ct. (D.3)

S obzirom na to da opcenite transformacije (D.1) i (D.2) moraju vrijediti i za foton koji razmatramo,
koordinate (D.3) uvrstavamo u (D.1) i (D.2) te nakon algebarskih manipulacija nalazimo v =
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+1/4/1—(v/c)?, gdje odabiremo pozitivan predznak kako bi transformacije (D.1) i (D.2) teZile
prema Galilejevim transformacijama kad ¢ — oo. Zaklju€ujemo da je koeficijent v dan izrazom

1
RV e e

¢ime je je oblik transformacija (D.1) i (D.2) u potpunosti odreden.

(D.4)

3. Transformaciju vremenske koordinate nalazimo eliminacijom x odnosno x’-koordinate iz sustava
(D.1) i (D.2), sto vodi na

t'=v(t—(1—72)x/v), t=v(t'+(1—7"2)x/v). (D.5)
Koristeci (D.4), gornje se izraze moZe saZetije napisati u obliku

t' =y(t — vx/c?), t=(t' +vx'/c?). (D.6)

4. Transformacije y i y’ koordinata nalazimo razmatranjem fotona koji se u S giba u smjeru pozitivne
y-osi. Ako je foton emitiran u trenutku t = t’ = 0 iz ishodista, koordinate njegovog polozaja u S
su

x =0, y = ct, z =0, (D.7)

dok u 8" mora vrijediti
VX2 4 y? =ct, Z'=0. (D.8)

Koriste¢i transformacije (D.1) i (D.6) koordinate x’ i t' u gornjem izrazu moZemo izraziti preko
koordinata x i t sto vodi na y’ = ct te nakon usporedbe s (D.7) zaklju€ujemo

y'=y. (D.9)

S obzirom na to da se istovjetno razmtranje moZze provesti i za foton koji se giba u smjeru z-osi,
takoder mora vrijediti
7=z (D.10)

Lorentzove transformacije su sadrzane u relacijama (D.1), (D.2), (D.4) (D.6), (D.9) i (D.10), koje ovdje
ponavljamo zbog preglednosti. Transformacije kojima su koordinate u S’ izraZene preko koordinata u S su

x"'=v(x —vt), y =y, 7=z, t' = (t —vx/c?), (D.11)
dok inverzne transformacije glase

x =vy(x"+ vt'), y=y, z=17, t =t +vx'/c?). (D.12)
Koeficijent 7y, poznat kao Lorentzov faktor, dan je izrazom

1

gdje je v iznos brzine kojom se S i &’ gibaju jedan u odnosu na drugog.

(D.13)
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E Teorem o gravitacijskom polju sfernosimetri¢ne raspodijele
mase

Newtonov teorem o gravitacijskom polju sfernosimentri¢ne raspodjele mase se moze izreci sljede¢im dvjema
tvrdnjama:

1. Gravitacijsko polje u toc¢ki koja se nalazi izvan sfernosimetri¢no rasporedene mase m jednako je
gravitacijskom polju cestice mase m koja se nalazi u sredistu simetrije.

2. Gravitacijsko polje u tocki koja se nalazi u praznom prostoru unutar sfernosimetri¢ne raspodjele
mase jednako je nuli.

Teorem se takoder moZe izre¢i tvrdnjama da je gravitacijski potencijal izvan sfernosimetri¢ne raspodjele
mase istovjetan potencijalu Cestice te da je unutar raspodjele potencijal konstantan.

Teorem ¢emo dokazati racunanjem gravitacijskog potencijala mase m koja je jednoliko rasporedena na
tankoj sfernoj ljusci polumjera R. Slika prikazuje element ljuske oblika kruznog vijenca polumjera Rsin6 i
girine Rd¥ te totku P koja se nalazi na udaljenosti r od sredista ljuske.

~
0

’ A
/ ¢, R
/ /,’ \ ~<
| 7 7-9 | \\\
| o— — — —1 -4-———-———== > P
\ : —r |
\ /

\ /

AN

\\ //

Povrsinu prikazanog elementa ljuske mozemo izraziti kao umnoZak njenog opsega 2mRsin ¥ i Sirine R d,
dS = 2wR?sin 9 dv, (E.1)

a povrdinsku gusto¢u mase ljuske kao omjer ukupne mase ljuske m i njene ukupne povriine S = 4R?m,

dm m m
CTdS T S T iR (E2)
Slijedi da je masa elementa ljuske prikazanog na slici
dm=0dS = 4/;”27r 2R sin 9 d9 = gsinﬁdz‘}. (E.3)

Neovisno o tome nalazi li se tocka P izvan ljuske (r > R, kao na slici) ili unutar ljuske (r < R), udaljenost
promatranog elementa ljuske od tocke P je

p=+/(r— Rcos®)2 + (Rsin )2 (E.4)
te odgovarajuci element gravitacijskog potencijala u to¢ki P moZemo izraziti kao

d G in 9 dd
dU = —Gy 2 — =N > I (E.5)
p 2 \/(r— Rcos®)? + (Rsin )2

Gravitacijski potencijal Citave ljuske dobivamo integracijom gornjeg diferencijala od 8 = 0 do 8 = 7, a
koristedi varijablu
u = cos v, du = —sin9d¥9, (E.6)
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potencijal moZemo napisati u obliku

Gym ' du . r’ + R?
_ _ _ _ E.
U /dU SE ) v Ydele o= (E.7)
Integral u gornjem izrazu daje
L du
/ = u:—2\/a—u‘ \/a—l—\/a—i—l)
_1 —
VI +R242r(R— 2+ R2 + 2rR>
\/QrR <
2
= —— (Vr+RP - V(r —R?)
2
= o= (r R Ir =R (E.8)

te za potencijal dobivamo

Gnym —Gnm/r za r>R,
Ulr r+R—|r—R|) = E.Q
= " 2V2rRV2rR ek | Y {—GNm/R za r<R. (E9)
Izraz za potencijal U[r] = —Gnm/r koji vrijedi kad se to¢ka P nalazi izvan ljuske (r > R) je istovjetan

izrazu za potencijal Cestice mase m na udaljenosti r. Izraz —Gym/R koji vrijedi kad se to¢ka P nalazi
unutar ljuske (r < R) jest konstanta 5to znaci da je gravitacijsko polje unutar sferne ljuske jednako nuli.
Kona¢no, uzimajudi u obzir da se bilo koju sfernosimetri¢nu raspodjelu mase moZze shvatiti kao niz sfernih
ljuski razli¢itih masa i razli¢itih polumjera, ali sa zajednickim srediStem, te da je ukupno gravitacijsko polje
zbroj doprinosa svih ljusaka, gornjim razmatranjem smo dokazali Newtonov teorem o gravitacijskom polju
sfernosimetri¢ne raspodjele mase.
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F lzvod Poiseuilleovog zakona protjecanja

Poiseuilleov zakon (vidi poglavlje 9.5, izraz (9.24)) opisuje laminarni i stacionarni tok viskoznog fluida kroz
cijev kruznog presijeka. lzvest ¢emo taj zakon tako $to ¢emo najprije odrediti raspodjelu brzine fluida u
ovisnosti o udaljenosti od osi cijevi, a zatim ¢emo integracijom preko &itavog popre¢nog presijeka cijevi
odrediti ukupan volumni tok.

Slika prikazuje cijev promjera 2R kroz koju fluid koeficijenta dinamicke viskoznosti u tec¢e pozitivnom smjeru
x-osi te element fluida oblika valjka promjera 2r i duljine Ax koji ¢emo posebno promatrati. Razlika tlaka
fluida pri straZznjoj i prednjoj bazi valjka je Ap.
p+Ap p
LSS

T
2R O — ) 2r —_— X
12

[ Ax |
S obzirom na to da fluid tefe stalnom brzinom, rezultantna sila koja djeluje na valjak je jednaka nuli, a
sastoji od sile koja proizlazi iz razlike tlaka koji djeluje na baze valjka te od viskozne sile koja djeluje na
njegov plast zbog nejednake brzine fluida pri razli¢itim udaljenostima od osi cijevi (fluid je najbrzi u sredistu
cijevi, dok uz njene stijenke on miruje). MoZemo pisati

d
O:AFX:rQWAp—u,‘d—‘;‘erAX. (F.1)

Prvi ¢lan na desnoj strani je umnoZak povrdine baze valjka r?m i razlike tlaka Ap koji djeluje na straZnju
i tlaka koji djeluje na prednju bazu valjka. Drugi ¢lan je sila viskoznog otpora izraZena u skladu s (9.20)
kao umnoZak koeficijenta w, derivacije brzine fluida po koordinati r koja opisuje udaljenost od osi cijevi te
povrsine plasta valjka 2rm Ax. VaZno je naglasiti da je derivacija dv/dr negativna jer se brzina fluida u
cijevi smanjuje s rastom varijable r, a u gornjem izrazu je napisana u znacima apsolutne vrijednosti kako
bi Citav ¢lan imao negativni predznak karakteristi¢an za silu otpora. Samu derivaciju moZzemo izraziti kao

dv. rlAp

- =F F.2
dr 2u Ax’ (F-2)

§to prepoznajemo kao diferencijalni jednadzbu koja dopusta separaciju varijabli. MoZemo ju napisati u
obliku

__Ap
dv__QMAxr dr (F.3)
te integrirati od ruba cijevi ' = R do neke vrijednosti r' < R u unutradnjosti cijevi 5to daje
Ap [(r> R?
—V[R] = - AT F.a
- vkl =55 (5 - 5 (F.4)

S obzirom na to da fluid pri rubu cijevi miruje imamo v[R] = 0 te zaklju€ujemo da je ovisnost brzine o
udaljenosti od osi cijevi dana izrazom

(R? = 12), (F5)

Element volumnog toka dgy se moZe izraziti kao umnozak elementa povrsine popretnog presijeka dS i
brzine toka fluida v, a ukupni tok fluida kroz cijev moZemo izracunati integrirajuéi dg po ¢itavom popre¢nom
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presijeku cijevi,

R R Ap
qV:/qu:/vdS:/o v[r]2r7rdr:/0 4IMLAX(R2—r2)2r7rdr

_ R*mAp
- 8uAx

(F.6)

Koristili smo izraz za raspodjelu brzina (F.5), a element povrsine popretnog presijeka dS smo izrazili kao
povrsinu kruznog vijenca polumjera r odnosno opsega 2rm i Sirine dr. Konac¢ni rezultat je u skladu s
izrazom (9.24) iz poglavlja 9.5.
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G Postupci rjeSavanja jednadzbi gibanja oscilatora

G.1 Jednostavni harmonijski oscilator
Jednadzba gibanja jednostavnog harmonijskog oscilatora (6.4) jest diferencijalna jednadzba oblika
X+ wix =0, (G.1)

gdje je w3 > 0 konstanta, x = x[t] je nepoznata funkcija vremena t, a X = %X[t] je njena druga
derivacija. Rije¢ je o obi¢noj, homogenoj linearnoj diferencijalnoj jednadZzbi drugog reda s konstantnim

koeficijentima. Probno rje3enje

x = eM (G.2)
vodi na karakteristi¢nu jednadzbu
A2 +wd =0, (G.3)
¢ija su dva rjedenja karakteristi¢ne vrijednosti
>\1,2 = :|:in. (G4)

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (G.1) je linearna kombinacija tih dvaju rjesenja,
x[t] = ajeM?t 4 ape*2t = aye'Wot 4 gpeTiwot, (G.5)

gdje su a; i a» opcenito kompleksne konstante, a x[t] je opcenito kompleksna funkcija. Odaberemo i
konstante a; i a» kao medusobno kompleksno konjugirane brojeve, a to znaci da ih moZzemo zapisati kao

A L
a2 = Eei'd’, (G.6)

gdje su A > 0 i ¢ realni brojevi, opce rjesenje (G.5) postaje realna funkcija,
A A A A
_ i aiwet | T —ip—iwet 7 Li(wot+¢) T o—i(wot+e)
x[t] Sevet + Sem%e 5e +5e Acos|wot + ¢] (G.7)

(koristili smo Eulerovu formulu e = cos @ + isin ¢). Konstante A i ¢ u konatnom izrazu prepoznajemo
kao amplitudu i pocetnu fazu harmonijskog titranja kutnom frekvencijom wg, a sam izraz je istovjetan
izrazu (6.5) koji smo pri razmatranju harmonijskog oscilatora naveli kao opce rjeSenje jednadzbe gibanja
(6.4), odnosno diferencijalne jednadzbe (G.1).

Napomena: Odabir kompleksnih koeficijenata a; i a» u (G.6) kao medusobno kompleksno konjugiranih
brojeva proizlazi iz zahtjeva da kompleksna funkcija x[t] dana s (G.5) bude realna funkcija. Naime, izrazimo
li kompleksne koeficijente a7 i a» kao

ap=oa12+ 10612, (G.8)

gdje su a2 i B1,2 realni brojevi, izraz (G.5) nam daje
x[t] = (o1 +iB1)(coswot +isinwpt) + (ox + iB2)(coswot — isinwpt). (G.9)
Uotavamo da je imaginarni dio gornje funkcije,
Im[x] = (B1 + B2) coswgt + (a1 — as)sinwpt, (G.10)

jednak nuli ako vrijedi a1 = as i B1 = —0», a $to upravo znaci da a; i a» moraju biti medusobno
kompleksno konjugirani brojevi.
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G.2 Harmonijski oscilator s prigusenjem
Jednadzba gibanja harmonijskog oscilatora s prigusenjem (6.23) glasi
X 4 20% + wix = 0, (G.11)

gdjesud>0i w% > 0 konstante, x = x[t] je nepoznata funkcija vremena t, a x i X su njena prva i druga
derivacija. Radi se o obi¢noj, homogenoj linearnoj diferencijalnoj jednadZbi drugog reda s konstantnim
koeficijentima. Probno rjedenje x[t] = e* vodi na karakteristi¢nu jednadzbu

A2+ 26\ + w3 =0, (G.12)

¢ija su rjeSenja karakteristi¢ne vrijednosti

)\1,2:—51\/52—1*18. (G13)

Opce rjesenje razmatramo posebno za slutaj § < wg, za slutaj 6 = wg te za slutaj d > wy.

e Podkriticno prigusenje: Kad je § < wq, karakteristi¢ne vrijednosti su kompleksni brojevi koje
moZemo napisati kao

>\1’2 = -0+ iw, gdje je W = w% — 2. (G_14)
Opce rjesenje je kompleksna funkcija
X[t] — aleht + azekzt — efét (aleiwt + azefiwt) Y (G.15)

gdje su a1 i a» kompleksni koreficijenti. Odaberemo li te koeficijente kao medusobno kompleksno
konjugirane brojeve

A L
a2 = Eei'd’, (G.16)
gdje su A > 0 ¢ realni brojevi, opCe rjeSenje poprima oblik
x[t] = Ae™% coswt + @) (G.17)

u kojem prepoznajemo priguseno titranje frekvencijom w koja je dana s (G.14) i amplitudom Ae 0t

koja eksponencijalno trne u vremenu.

e Kriticno prigudenje: Kad je § = wpg, karakteristi¢ne vrijednosti su degenerirane (medusobno jed-
nake) i iznose A1 = —d. U takvom slucaju, opce rjegenje pisemo kao

x[t] = (a1 + axt)e* = (ay + axt)e OF, (G.18)
8to je uz odabir a; » € R realna funkcija koja eksponencijalno trne u vremenu.

e Nadkritiéno prigusenje: Kad je § > wq, karakteristi¢ne vrijednosti su realne, a moZemo ih napisati

kao
A2=-0+gq gdje je q=1/6%—ws. (G.19)

x[t] = 7% (a1e9t + are™ ") . (G.20)

Opce rjesenje je

Uz odabir a; 5> € R, to je realna funkcija, a s obzirom na to da vrijedi § > g, ona eksponencijalno
trne u vremenu.
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G.3 Oscilator s vanjskom silom

Jednadzba gibanja harmonijskog oscilatora s prigusenjem i s vanjskom harmonijskom silom (6.36) je dife-
rencijalna jednadzba oblika
X + 20X + wix = f,cos Qt, (G.21)

gdje je x = x[t] nepoznata funkcija vremena, a 8, w3, fy i Q su pozitivne konstante. To je obi¢na,
linearna, nehomogena diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima. Njeno opce
rjeSenje se sastoji od opceg rjesenja odgovarajuce homogene jednadzbe (G.11) te od partikularnog rjesenja
nehomogene jednadzbe. S obzirom na to da rjeSenje homogene jednadZbe opisano u poglavlju G.2, ovdje
se bavimo samo partikularnim rjeSenjem nehomogene jednadzbe.

Kao partikularno rjeSenje otekujemo harmonijsko titranje frekvencijom vanjske sile €2 te probno rjeSenje

pisemo kao
x[t] = Acos[Q2t — ¢], (G.22)

gdje je A > 0 amplituda, a ¢ je fazni kut koji opisuje kasnjenje oscilacije za vanjskom silom. Cilj nam
je odrediti veli¢ine A | ¢ u ovisnosti o parametrima 0, wg, fo 1 Q. Zbog jednostavnije provedbe racuna
koristimo kompleksni zapis titrajucih veli¢ina. Diferencijalnu jednadZbu (G.21) pisemo u obliku

X+ 20% + wax = f,e %, (G.23)

a probno rjesenje (G.22) kao .
x[t] = Ael(?t=9) (G.24)

Uvrstavanjem (G.24) u (G.23) dobivamo
(=2 +i26Q + wi)Ae ™ = f, (G.25)
iz Eega mozemo izraziti amplitudu _
foel®
w3 — Q2 +i26Q°

S obzirom na to da je prema pretpostavci A > 0, isto mora vrijediti i za desnu stranu gornje jednadzbe, a
to znati da brojnik i nazivnik razlomka imaju isti argument (kut u kompleksnoj ravnini). Iz toga slijedi

A= (G.26)

2002
tgd):m, 0<¢<7T, (627)
a samu amplitudu mozemo jednostavnije izraziti kao
f'
A= d (G.28)

V(W3 - 92)2 + (28Q)2
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H Izvod vektorske formule za Dopplerovu pojavu
Polazimo od sljedecih pretpostavki:
e Signal (zvuk) u svim smjerovima putuje brzinom iznosa v,.

e Signal odaslan iz tocke r; u trenutku ¢ (izvor) primljen je u tocki rp u trenutku t, > t (prijamnik).

e Signal odaslan iz tocke r; + v; At; u trenutku & + At; primljen je u tocki rp, + v, Aty u trenutku
t, + At,. Podrazumijeva se At , < tp, — t;.

Izravno slijede jednakosti

Vo(tp — &) = [rp —ril, (H.1)
Vo((tp + Aty) — (t + At)) = [(rp 4+ vp Atp) — (ri + vi At)]. (H.2)
Jednadzbu (H.2) zapisujemo u obliku
Vo((tp — 6) + (Atp — At)) = [(rp — 1) + (vp Aty — vi AL)] (H.3)
te koriste¢i (H.1) imamo
o —ril + vz (At — Ati) = |(rp — 1) + (vp Aty — vi Aty)]. (H.4)

Gornju jednadZbu kvadriramo te odbacujemo &lanove koji su kvadrati¢ni u At; ili At,, nakon ¢ega dobivamo
Vo(Aty — Ati)[rp —ri| = (rp —1i) - (vp Aty — vi Afy). (H.5)
Uvedemo i jedini¢ni vektor ¥, koji je usmjeren od tocke r; prema tocki rp,

rp — I

~

I’ip

“Tonl (1)

jednadzbu (H.5) mozemo napisati kao
At R At
Vz (1 — A—f_'p> =Trp- (Vp — ViA—tp> (H7)

o _Ye— TV (H.8)
Atp VZ_?ip'Vi ' .

te iz nje izlu¢iti omjer Atj/At,,

Shvatimo li intervale At; | At, kao reciprotne vrijednosti frekvencija f; i f, kojima izvor odagilje, a prijamnik

prima signale, dobivamo
vy — Fip - V

=—=—Fr ° (H.9)
Vz — Fip * Vi

sto je formula (7.63).
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kruZno gibanje, 25 viskozna, 171
poloZaj, brzina i akceleracija, 12 skalarna veli¢ina, 5
priguseni oscilator skalarno mnozenje, 6
riesevanje jednadZbe gibanja, 237 slobodni pad
priguseno titranje, 96 pri Zemljinoj povrsini, 36
prisilno titranje, 99 ucinak Zemljine vrtnje, 208
riesavanje jednadZbe gibanja, 238 snaga, 52
putanja Cestice, 11 mehani¢kog vala, 128
pri vrtnji krutog tijela, 150
Q-faktor, 96 Srediste mase
Rad, 51 Jvednadiba gibanja, 74
srediste mase, 74
rad . .
pri vrtnji krutog tijela, 150 .referer'mtm okv?r, 75
stacionarni tok fluida, 166
raketa, 73

stati¢ka ravnoteZa krutog tijela, 141
Steinerov teorem, 146
stojni val, 124
¢vorovi | brjegovi, 124
Stokesov zakon (sila), 171
stoZasto njihalo, 36
sudar, 77
koeficijent restitucije, 77
kut otklona, 77
necentralni, 226
projektila i mirne mete, 79
superpozicija titranja, 103

razina jakosti buka, 133
reducirana duljina fizickog njihala, 153
reducirana masa, 193
referentni okvir, 3
inercijski i neinercijski, 33, 203
laboratorija (ROL), 75
sredista mase (ROSM), 75
refleksija | transmisija transverzalnog vala, 129
refleksija transverzalnog vala, 121
relativisticka energija, 218
relativna deformacija, 177
popre¢na, 179
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superpozicija valova, 121 vlastito vrijeme, 214
sustav Cestica vodoravni hitac, 13

koli¢ina gibanja, 70 volumni tok, 166

srediSte mase, 74

unutarnje i vanjske sile, 69 zvuk, 132

brzina, 132

tangencijalna akceleracija, 21 intenzitet, 133

kruzno gibanje, 25 razina jakosti buke, 133
tangencijalna sila, 34 _

Cestica, 1

teorem o okomitim osima, 146
teorem o paralelnim osima, 146
teorem o radu i kineti¢koj energiji, 54
teorem o sfernim ljuskama
dokaz, 232
teZina, 36
teZiste tijela, 141
titranje, 87
tlak
fluida, 161
hidrostatski, 162
Torricellijev zakon istjecanja, 169
to¢ka obrata, 190
transverzalni val, 116
refleksija, 129
valna jednadZzba, 116
trenje
dinamicko, 40
na kosini, 40, 41
stati¢ko, 41

uzgon, 164

val
energija, 127
harmonijski, 115, 123
snaga, 128
stojni, 124
transverzalni, 116
upadni, reflektirani i transmitirani, 129
valna duljina harmonijskog vala, 123
valna fronta, 115
valna jednadzba
longitudinalni val u Stapu, 118
opce rjesenje, 117, 119
transverzalni val na uZetu, 116
valni broj, 123
vektorska veli¢ina, 5
vektorsko mnozenje, 6
vezani oscilatori, 107
viskoznost fluida, 171
vlastita duljina, 214
vlastiti modovi i frekvencije titranja, 107
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