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Predgovor

Ovaj udZbenik namijenjen je studentima Fakulteta elektrotehnike i raunarstva Sveudilista u Zagrebu,
a bavi se temama iz podru&ja mehanike koje se obraduju u predmetima Fizika 1 i Fizika 2.' Gradivo
je obradeno uzimajuéi u obzir sljedece:

e Prije upisa Fakulteta studenti su poloZili ispit drZavne mature iz fizike, a to znadi da su upoznati
s osnovnim pojmovima mehanike (vidi npr. [1]).

e Prije upisa predmeta Fizika 1 studenti su odslusali predmet Matematika 1 u okviru kojega su
upoznali osnovne pojmove diferencijalnog racuna (limes, derivacija i integral).

Cilj udzbenika je pojmove i nalela mehanike koji su studentima poznati od ranije obraditi na vioj,
sveudilisnoj razini koriste¢i vektorski i diferencijalni racun.

U usporedbi s udZbenicima sa sluzbenog popisa literature predmeta Fizika 1 i Fizika 2, a to su
prvenstveno udZbenici profesora Dubravka Horvata [2] i [3] te udZbenici starije generacije nastavnika
sa Zavoda za primijenjenu fiziku FER-a [4] i [5], ovaj udZbenik prikazuje gradivo mehanike na saZetiji
nacin, a razmjerno velika paZznja posvecena je primjerima koji ilustriraju primjenu raunskih tehnika
u analizi fizi¢kih pojava.

Iskreno zahvaljujem kolegi doc. dr. sc. Zoranu Narant¢i¢u, dugogodiSnjem koordinatoru predmeta
Fizika 1 i Fizika 2, kao i svim kolegama sa Zavoda za primijenjenu fiziku i studentima FER-a koji su
tijekom proteklih akademskih godina svojim primjedbama i prijedlozima doprinjeli unapredenju ovog
udzbenika.

Saga lliji¢, Zagreb, proljece 2018.

!Prema nastavnom programu FER2, prvih deset poglavlja ovog udZbenika sadr?i gradivo predmeta Fizika 1 (pri-
blizno prvih 11 od ukupno 13 tjedana nastave u drugom semestru studija), dok preostala tri poglavlja sadrze gradivo
predmeta Fizike 2 (prvih 5 od ukupno 13 tjedana nastave u tre¢em semestru studija). Izgledno je da ¢e se gradivo
mehanike u vrlo slicnom obimu predavati i u predmetima Fizika i Fizika 2 buduceg nastavnog programa FER3.
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Napomena citatelju

Velik broj studenata FER-a pri svom prvom susretu s predmetom Fizika, temeljem iskustva koje
proizlazi iz pristupa fizici u nekim srednjim $kolama, olekuje da ¢e gradivo svladati rjeSavanjem
velikog broja jednostavnih, medusobno sli¢nih zadataka te da e teorijski dio gradiva biti dovoljno
konzultirati tek u krajnjoj nuzdi. Medutim, na fakultetu se od studenata olekuje drugadiji odnos
prema gradivu fizike. Gradivo fizike nije dovoljno samo “vjeZbati", ve¢ ga je potrebno prouditi sa $to
je moguce dubljim razumijevanjem.

Kroz predmete iz matematike studenti FER-a se najprije upoznaju s novim matemati¢kim alatima
medu kojima su vektorski i diferencijalni ra¢un, a upravo nam oni omogucuju da zakone fizike izrazimo
na stroZi i opcCenitiji nain od onog kakav je bio mogu¢ u srednjoj Skoli. Kad su zakoni fizike
izraZeni koristenjem vektorskog i diferencijalnog racuna, moguce je objasniti povezanosti medu njima.
Umjesto pukog iznoSenja zakona fizike u obliku “formula”, u ovom se udzbeniku nastojalo pokazati
da neke sloZenije tvrdnje slijede iz ranijih, jednostavnijih tvrdnji. Kao primjer uzmimo studentima
od ranije poznat zakon oluvanja mehanicke energije. Dio gradiva fizike na fakultetu odnosi se na
objasnjenje ¢injenice da taj zakon slijedi iz svojstva konzervativnosti sile koje se izraZava integralima
ili derivacijama vektorskog polja, iz teorema o radu i kineti¢koj energiji koji dokazujemo pokazujudi
jednakost diferencijala tih dviju fizi¢kih veli¢ina, te iz definicija potencijalne energije i rada koje same
po sebi koriste elemente diferencijlnog ratuna. Razumijevanje pozadine zakona ofuvanja mehanicke
energije moZda nije nuZno za njegovu primjenu pri rjeSavanju vrlo jednostavnih zadataka, ali ono
jest nuZno pri primjeni opcenitog nalela o€uvanja energije u sloZenijim situacijama, primjerice kad
su osim konzervativnih sila prisutne i sile koje nemaju to svojstvo. Nadalje, razumijevanje pozadine
tog zakona studentima olakSava usvajanje daljnjih nacela i poglavlja fizike, kao $to je to npr. odnos
elektri¢nog polja i elektri¢nog potencijala u elektromagnetizmu.

Na putu prema razumijevanju fizike pomoc¢i ¢e vam primjeri i zadaci razli¢ite sloZenosti. Neki od
njih vrlo su jednostavni i sluZze samo kako biste upoznali novu mjernu jedinicu, dok se u nekima
napredna nacela mehanike primjenjuju u posve neocekivanim situacijama. Svakom sloZenijem zadatku
pristupite s ozbiljno3¢u i shvatite ga kao inZenjerski problem koji je postavljen pred vas. Sredstva
koja su vam na raspolaganju za rjeSavanje problema su nalela fizike i sve raunske tehnike koje ste
do sada upoznali. Na vama je da steeno znanje fizike i matematike primijenite u za vas novoj
situaciji. Ne uspijete li “od prve” rijesiti zadatak, procitajte teoriju jo$ jednom i poku3ajte ponovo, a
ako je potrebno, potraZite pomoc¢ kolega i nastavnika. Imajte na umu da je mnoge zadatke moguce
rijesiti na razli¢ite nacine, pri ¢emu je uputno provjeriti biste |i rjeSavajuci zadatak na razli¢ite nadine
dobili isti, to¢an rezultat. Neovisno o tome jesu li u zadatku navedene konkretne vrijednosti zadanih
fizi¢kih veli¢ina ili su navedeni samo njihovi simboli, traZenu fizi¢ku veli¢inu poku$ajte najprije izraziti
opcenitim matematickim izrazom i proudite oblik tog izraza. Prodiskutirajte nacin na koji veli¢ina
koju ste izracunali ovisi o zadanim veli¢inama. Razmislite o tome koje vrijednosti zadanih veli¢ina su
dopustene, a koje nisu, odnosno koje biste vrijednosti zadanih veli¢ina vi odabrali kako biste pojavu
koju ste proucavali u€inili, ovisno o situaciji, najbrzom, najefikasnijom ili vama najzanimljivijom.

Uceci fiziku na predloZeni nadin ostvarit ¢ete moZda najvrjedniji ishod ucenja fizike, a to je unaprjedenje
vade vjestine rjeSavanja inZenjerskih problema primjenom nacela fizike i matemati¢kog modeliranja.
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Matematicka notacija i mjerne jedinice

U ovom udZbeniku najve¢im se dijelom koristi matemati¢ka notacija kakva je uobiajena u nastavnoj
literaturi iz fizike i matematike te mjerne jedinice Medunarodnog sustava jedinica (SI, Systéme in-
ternational d'unités). lpak, naj¢esce s ciljem izbjegavanja dvosmislenosti, notacija ponegdje odstupa
od uobi¢ajene. Osim toga, ponegdje se pojavljuju i jedinice izvan sustava Sl. Kroz tekst udZbenika
je dosljedno provedeno sljedece:

Skalarne veli¢ine obiljeZavamo uko%enim simbolima poput a, A ili «, a vektorske veli¢ine
obiljeZavamo uspravnim masno otisnutim simbolima poput b, B ili 3. Module vektora obilje-
Zavamo kao i skalare, npr. a = |a], a jedini¢ne vektore obiljezavamo “kapicom”, npr. & = a/a.
Iznimka su jedini¢ni vektori i, j i k pravokutnog koordinatnog sustava kod kojih izostavljamo
kapice.

Kao operator skalarnog mnoZenja vektora koristimo “tockicu”, npr. a-b = abcosf. Kao
operator vektorskog mnoZenja vektora koristimo “krizi¢", npr. a x b. Pri mnoZenju vektora
skalarom ne piSemo simbol operatora, npr. ab.

Imaginarnu jedinicu obiljeZavamo uspravnim simbolom i, a kompleksno konjugiranje broja
oznatavamo ‘“zvjezdicom"”, npr. z*. Bazu prirodnog logaritma obiljezavamo uspravnim sim-
bolom e, npr. ¥ = cos ¢ + isin .

Uglate zagrade u matemati¢kim izrazima koristimo kao funkcijske, a okrugle zagrade koristimo
kao algebarske.? Time se npr. u izrazu poput f[z & vt], gdje funkcija f jedne varijable kao svoj
argument ima dvo€lani izraz x + vt (vidi poglavlje 13 o valnom gibanju), otklanja opasnost
od pogresnog tumacdenja tog izraza kao umnoska veli¢ina f i x — vt, koja bi bila moguca kad
bismo koristili isklju¢ivo okrugle zagrade.

Kad se decimalni brojevi pojavljuju u matemati¢kim izrazima, kao decimalni separator koristimo
to¢ku. Zarez u matemati¢kim izrazima ima ulogu odvajanja. Time se osigurava jednoznacna
interpretacija izraza poput n = 1,2,... kao varijable n koja poprima pozitivne cjeloborojne
vrijednosti ili npr. izraza f[1,2] kao funkcije dvaju argumenata, pri &emu prvi ima vrijednost 1,
a drugi ima vrijednost 2.

Mjerne jedinice izvan sustava Sl koriste se iskljucivo u primjerima koji se odnose na situacije
u kojima je koristenje takvih jedinica uvrijeZeno ili obavezno (npr. koridtenje nauti¢kih milja u
primjeru 1.5.1 u kojem se radi o akciji spasavanja na moru). U svim takvim slu€ajevima dani
su potrebni podaci za prelaz u sustav SI.

?Konvencija o koristenju uglatih zagrada kao funkcijskih i okruglih zagrada kao algebarskih je takoder prisutna u
sluzbenom Pregledu formula iz Fizike 1 i Fizike 2 (tzv. “Zute formule” dostupne u Skriptarnici FER-a) koji studenti
FER-a koriste na pismenim ispitima iz tih predmeta.
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1 Materija, prostor, vrijeme i fizicke veli¢ine

Mehanika je podrugje fizike koje proucava gibanje materijalnih tijela i sile koje medu njima djeluju.
Ovo poglavlje se bavi nizom temeljnih pojmova koji su nam potrebni kako bismo o mehanici mogli
govoriti na sustavan naéin. Osim toga, ovo poglavlje pojasnjava neke potankosti matematicke notacije
koju koristimo u ostalim poglavljima.

1.1 Tijela, Cestice i gusto¢a mase

Materijalna tijela u mehanici prikazujemo kao kruta tijela nepromjenjivog oblika, kao elasti¢na tijela
koja pri naprezanjima mijenjaju svoj oblik te kao fluide (tekuéine i plinove) koji nemaju vlastiti oblik
ve¢ poprimaju oblik nekog drugog tijela u kojemu se nalaze.

Koncept Cestice i njena masa: Materiju od koje su izgradena tijela moZemo shvatiti kao mnostvo
Cestica (engl. particle) medu kojima djeluju tzv. medulesti¢ne sile. Smatramo da su meducesti€ne
sile odgovorne za svojstva tijela kao $to su elasti¢nost, viskoznost i sl. U strogom okviru mehanike,
jedino svojstvo Cestice je njena masa m koju smatramo nepromjenjivom veli¢inom, dok o veligini
Cestice ili o bilo kojem drugom njenom svojstvu nema potrebe govoriti. U fizickom sustavu koji se
sastoji od N Cestica, mase Cestica obiljeZavamo s mq, ms, ..., my odnosno

m;,  i=1,2,...,N. (1.1)

Masa Cestice ima sredidnju ulogu pri izraZavanju zakona gibanja Cestice kao i pri opisu gravitacije
kao jedne od temeljnih sila u prirodi. Napustimo li strogi okvir mehanike, opis elektromagnetske sile
koju takoder smatramo temeljnom prirodnom silom zahtijeva da estici pridruZimo elektri¢ni naboj
q kao njeno dodatno svojstvo. Nadalje, pri opisu prirode na mikroskopskoj razini, kvantna mehanika
pridruZuje Cestici jo$ jedno svojstvo poznato kao spin Cestice.

Masa tijela koje se sastoji od N &estica Cije su mase mq, mso, ..., my je zbroj masa tih estica,

N
m:m1+m2+~-~+mN:Zmi. (1.2)
i=1

Volumna gusto¢a mase (gustoca): Kad je broj Zestica koje Cine neko tijelo velik, neprakti¢no je
govoriti o pojedinim &esticama. Raspored materije u prostoru jednostavnije je opisati s pomocu
velitine koju zovemo volumnom gustotom mase (engl. mass density) ili jednostavno gustoéom.
Gustoca p je definirana kao limes omjera koli¢ine mase Am i volumena AV u kojem se ta masa
nalazi, kad AV — 0, odnosno
1 Am  dm
P=dm 3y~ ar
To znati da element mase dm koji se nalazi u elementu volumena dV' mozemo izraziti kao dm = pdV,
a masu tijela m moZemo izraziti kao integral gustoée p po volumenu koji tijelo zauzima,

m:/dm:/pdV. (1.4)

Homogeno tijelo je tijelo unutar kojega je gustoéa p svuda jednaka. Masa homogenog tijela moZe
se izraziti kao umnozak gustoce p i volumena tijela V/,

m = p/dV =pV (p = konst). (1.5)

(1.3)
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Primjer 1.1.1:  Aluminijska kuglica i broj atoma (&estica) u njoj

Atome aluminija od kojih je kuglica izgradena moZemo shvatiti kao Cestice. Najprije ¢emo odrediti
masu aluminijske kuglice polumjera 2R = 1cm i broj atoma aluminija (Zestica) u njoj. Zatim
¢emo procijeniti udaljenost medu atomima (&esticama).

e Masa: S obzirom na to da kuglicu moZemo smatrati homogenim tijelom, njenu masu
moZemo izraunati prema izrazu (1.5) koristeéi gustoéu aluminija p = 2.7gcm ™ i izraz za
volumen kugle V = 3 R®m,

4 4 4
m=pV = pgR?’ﬁ = ?W/)R3 = ?ﬂ x (2.7gem™®) x (0.5cm)* = 1.41g.

e Broj atoma (Zestica): Shvatimo li atome aluminija kao &estice od kojih je kuglica izgradena,
moZemo odrediti od koliko se Cestica ona sastoji. Masa atoma aluminija iznosi m; = 27,
gdje je u = 1.66 x 10727 kg tzv. atomska jedinica mase (jedna dvanaestina mase neutralnog
atoma ugljika-12). Prema tome je broj atoma aluminija u na3oj kuglici

m 1.41 x 10~3kg

= = 3.15 x 10%.
ma 27 x (1.66 x 10~27 kg) 8

N =

e Udaljenost medu atomima (&esticama): Sada moZemo odrediti volumen koji pripada jed-
nom atomu,

V. 3R7 47 R* 47 (0.5cm)?
Va=—+= = ==

- = 7:1 1723 3.
N N 3N 3 X3i5xi0z  00x10Tem

Izra€unamo li duljinu brida kocke &iji je volumen Vjy,
an = (Va)"? = (1.66 x 1072 cm®)/3 = 2.55 x 108 cm = 2.55 x 1070,

mozemo ju shvatiti kao grubu procjenu udaljenosti medu sredistima (jezgrama) susjednih
atoma aluminija.

Tijela velikih dimenzija, kao $to su npr. Sunce ili Zemlja (vidi poglavlje 7.5), u mehanici je ponekad
opravdano prikazivati kao Cestice. Suprotno tomu, npr. kad razmatramo kotrljanje tijela (vidi poglavlje
6), potrebno je neovisno o veli¢ini tijela voditi ratuna o njegovu obliku te o rasporedu mase unutar
njega.
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1.2 Prostor, vrijeme i odabir referentnog okvira

Prostor i vrijeme: Gibanje Cestica i materijalnih tijela se odvija u prostoru i u vremenu. S obzirom
na to da Cesticu iz bilo koje totke u prostoru moZemo pomaknuti duz tri razli¢ite medusobno okomite
osi, kazemo da prostor ima tri dimenzije, odnosno da je trodimenzionalan. Vrijeme tee u jednom
jedinom smjeru te ga smatramo jednodimenzionalnim.

Referentni okvir: Zelimo li smisleno govoriti o mirovanju ili o gibanju nekog tijela, potrebno je
re¢i u odnosu na Sto ono miruje ili se giba. U tu svrhu se u fizici koristi koncept referentnog okvira
(engl. frame of reference). Referentni okvir je odreden odabirom triju to¢aka u prostoru koje ne leze
na istom pravcu i medu kojima se udaljenosti ne mijenjaju u vremenu. Za &esticu &ija se udaljenost
niti od koje od tih triju to¢aka tijekom vremena ne mijenja, kazemo da miruje u odnosu na odabrani
referentni okvir. Ako se udaljenost promatrane &estice od bilo koje od triju to¢aka koje odreduju
referentni okvir u vremenu mijenja, kaZzemo da se Cestica giba u odnosu na odabrani referentni okvir.

Referentni okvir se moZe odabrati na mnostvo razli¢itih na¢ina. U vecini situacija prirodno je referentni
okvir vezati uz neko kruto tijelo koje se nalazi u blizini fizicke pojave koju promatramo. To kruto
tijelo je vrlo Cesto Zemljska kugla (zgrada, prostorija) ili neko vozilo u u kojem se nalazi promatrag
fizitke pojave.

Primjer 1.2.1: Referentni okvir vezan uz vrtuljak

Klinci se na dje¢jem igralistu zabavljaju vrteéi se na vrtuljku, dok njihovi roditelji sjede na obliznjoj
klupi. Vrtuljak napravi 10 okretaja u minuti, a najbliZa zgrada udaljena je » = 100 m od vrtuljka.
Lako je zamisliti da ce roditelji i klinci pri opisu iste situacije odabrati razli¢ite referentne okvire.

e /a olekivati je da Ce roditelji, bez mnogo razmisljanja, kao referentni okvir odabrati dje¢je
igraliste. Smatrat ¢e da je samo po sebi jasno da oni miruju, dok se njihovi klinci gibaju
ne prevelikom brzinom duz kruznih putanja.

e Klinci bi svoj referentni okvir mogli vezati uz vrtuljak u odnosu na koji oni miruju. Uz takav
odabir referentnog okvira, njihovi roditelji na klupi ne miruju, ve¢ zajedno s klupom kruze
oko vrtuljka prili¢éno velikom brzinom. Isto vrijedi i za zgradu. Nade li se na vrtuljku neki
malo stariji klinac (npr. iz sedmog be), s lakotom bi mogao izralunati iznos brzine zgrade,

Y (opseg putanjeﬂzgrade) _ 2.r7r - 628 m ~ 105ms ! ~ 377 km b,
(ophodno vrijeme) (1 min)/10 6s

i zadiviti mlade klince.

Izgled nekog gibanja u velikoj mjeri ovisi o odabiru referentnog okvira. Prakti¢nim odabirom refer-
entnog okvira mozemo znadajno pojednostaviti izgled gibanja i time olak3ati njegovu analizu.
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1.3 Fizitke dimenzije (masa, duljina i vrijeme) i mjerne jedinice
Temeljne fizicke dimenzije: Masu, duljinu i vrijeme smatramo temeljnim fizickim dimenzijama,?
a obiljezavamo ih simbolima M, L i T. Fizi¢ka dimenzija fizi¢kih veli¢ina koje susreéemo u mehanici
moZe se izraziti kao umnoZak potencija temeljnih fizi¢ckih dimenzija. Opcenito moZemo napisati

[fizitka velitina] = M“L°T7, (1.6)

gdje uglate zagrade znade da se jednakost odnosi iskljuivo na fizi¢ku dimenziju fizicke velicine, a
ne na njen iznos ili smjer, a eksponenti «, 3 i 7y su realni brojevi. Uzmemo li brzinu kao primjer, s
obzirom na to da je ona omjer duljine i vremena, njena je fizicka dimenzija [v] = LT~!, odnosno
a=0,5=1,~v=—1. Za fizitke veli¢ine &ija dimenzija je 1 (odnosno o = # = v = 0) kaZemo da
su bezdimenzionalne.

Mjerna jedinica: Fizi¢ka dimenzija nam govori kakvu je mjernu jedinicu potrebno odabrati za
iskazivanje iznosa neke fizicke veli¢ine. S obzirom na to da sustav S| (vidi dodatak A i [10]) propisuje
kilogram, metar i sekundu kao mjerne jedinice za masu, duljinu i vrijeme, kao mjernu jedinicu za
fizicku veliginu iz (1.6) moZemo koristiti kg®m?s?.

Primjer 1.3.1: Fizi¢cka dimenzija sile

Pri odredivanju Fizi¢ke dimenzije fizi¢kih veli¢ina nerijetko se moramo posluZiti definicijama ili
zakonima fizike. Kao primjer fizi¢ke veli¢ine uzmimo silu,

duljina/vrijeme — MIT-

vrijeme

: . brzina
[sﬂa] = [masa X akceleracua] = |masa X -
vrijeme

= [masa X

Podrazumijevamo da je sila umnoZak mase i akceleracije te da je akceleracija po definiciji omjer
brzine i vremena. Slijedi da je odgovarajuéa mjerna jedinica u sustavu Sl kgms~2 koja je jo¥
poznata kao njutn (engl. newton), odnosno

IN=1kgms 2

Osim fizi¢kih dimenzija M, L i T u elektromagnetizmu se pojavljuje i elektriéni naboj @) kao Cetvrta
temeljna fizitka dimenzija. Mjerna jedinica za naboj u sustavu SI je kulon (C).

3Rijet dimenzija u fizici poprima barem tri razli¢ita znaZenja, $to mo¥e biti zbunjujuc¢e. Dimenzija prostora govori o
broju medusobno okomitih smjerova koje on dopusta, dimenzije tijela govore o njegovoj veli¢ini, dok u ovom poglavlju
govorimo o tzv. fizitkim dimenzijama fizi¢kih veli¢ina, $to nije izravno povezano s prva dva znadenja.
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1.4 Skalarne i vektorske fizicke velic¢ine i polja

Skalarne fizicke velicine: Fizi¢ke veli¢ine koje nose informaciju iskljuéivo o iznosu neke pojave, ali
ne i o smjeru u prostoru, zovemo skalarnim fizickim veli¢inama. Primjeri skalarnih fizi¢kih veli¢ina
odnosno veli¢ina kod kojih nema smisla govoriti o njihovu smjeru su masa m, rad W, temperatura
T, tlak p itd. U matematit¢kom zapisu ih obiljezavamo ukosenim (obi¢nim) simbolima.

Vektorske fizicke veli€¢ine osim o iznosu neke veli¢ine sadrze i podatak o njenu smjeru. Primjeri
vektorskih fizi¢kih veli¢ina su brzina v, akceleracija a, sila F itd. U ovom tekstu vektorske fizi¢ke
veli¢ine obiljeZzavamo masno otisnutim uspravnim simbolima, a na slikama ih prikazujemo strelicama
Cija je duljina razmjerna njihovu iznosu. Slika prikazuje sile F'; i Fy koje djeluju na &esticu mase m.

Fy

.

m

Kad nas zanima iskljucivo iznos neke vektorske fizi¢ke veli¢ine, a ne i njen smjer, koristimo znakove
apsolutne vrijednosti ili samo obian ukoSeni simbol. Na primjer, iznos vektorske fizitke veli¢ine a
obiljezavamo s |a| ili jednostavno a.

Kad nas zanima isklju¢ivo smjer, a ne i iznos neke vektorske fizicke veli¢ine, koristimo tzv. jedini¢ni
vektor odnosno vektor ¢&iji je iznos jednak jedinici. Jedini¢ni vektor koji odgovara nekom vektoru
obiljezavamo dodavanjem kapice iznad odgovarajuceg simbola. Na primjer, jedini¢ni vektor koji
odgovara vektorskoj fizi¢koj veli¢ini a obiljezavamo s a.

Svaki vektor moZe se napisati kao umnoZak njegovog iznosa i jedini¢nog vektora koji odreduje smjer,
na primjer
a=oaa. (1.7)

Racunske operacije: Pri izrazavanju fizi¢kih zakona koristimo matematitke relacije u kojima se
fizicke veli¢ine pojavljuju kao skalari i vektori. NajvaZnije ralunske operacije koje pritom koristimo su
sljedece:

e Zbrajanje skalara daje skalar, a + 8 = v, a zbrajanje vektora daje vektor, a + b = c.
Operacije zbrajanja imaju smisla samo ako pribrojnici imaju jednaku fizi¢ku dimenziju, a fizi¢ka
dimenzija zbroja jednaka je fizi¢koj dimenziji pribrojnika. Zbrajanje vektora provodi se prema
poznatom “pravilu paralelograma” prikazanom na slici.

e Mnozenje vektora skalarom: MnoZenje vektora a skalarom \ daje vektor Aa. Smjer umnoska
Aa jednak je smjeru vektora a ako je A > 0, a suprotan je ako je A < 0. lznos vektora A\a jednak
je umnosku apsolutne vrijednosti skalara A i iznosa vektora a odnosno |Aa| = |A||a|] = |A|a.
Fizi¢ka dimenzija vektora Aa jednaka je umnosku fizi¢kih dimenzija skalara A i vektora a.
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e Skalarno mnoZenje vektora a i vektora b daje skalar,
a-b =abcos, (1.8)

gdje je v kut medu vektorima a i b, a a = |a| i b = |b| su njihovi iznosi. Pisanje totkice kao
operatora skalarnog mnoZenja je obavezno. Iz definicije (1.8) slijedi da je skalarni umnozak
okomitih vektora jednak nuli, dok je skalarni umnoZak vektora istog smjera jednak jednostavnom
umno$ku njihovih modula. Skalarni umnoZak omogucuje da se modul vektora napise kao korijen
iz skalarnog umnoska vektora sa samim sobom,

la| =a=+a-a. (1.9)

e Jedini¢ni vektor koji odgovara vektoru a dobiva se mnoZenjem tog vektora reciprotnom
vrijedno$éu njegova iznosa,

. 1 1
Aa=-—a=-a (1.10)
la|  a
e Vektorsko mnozenje vektora a vektorom b,
axb, (1.11)

daje vektor. Pisanje operatora X je obavezno jer se po tome zapis vektorskog umnoska razlikuje
od skalarnog umnoska. Iznos vektorskog umnoska dan je s

|a x b| = absin~, (1.12)

gdje je v kut medu vektorima a i b, a fizicka dimenzija je jednaka umnos$ku fizi¢kih dimenzija a
i b. Smjer vektorskog umno$ka je odreden “pravilom desnog vijka". To znali da je vektor ax b
okomit na ravninu u kojoj leZe vektori a i b te da je usmjeren onako kako bi napredovao desni
vijak kad bismo ga okretali u smjeru u kojem se a najkra¢im putem zakreée prema b. Slika
prikazuje vektore a i b koji leZe u ravnini naznacenoj plavim &etverokutom i njihov vektorski
umnoZak a X b.

Vektorski umnoZak je antikomutativan,
axb=-bxa, (1.13)
a opcenito vrijede jednakosti
a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb), (1.14)

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c. (1.15)
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Skalarna i vektorska fizicka polja: Fizi¢ke veli¢ine koje opisuju pojave koje su sve vrijeme prisutne
u svim to¢kama prostora i pritom u razli¢itim to¢kama prostora mogu poprimiti razli¢ite vrijednosti
(iznos ili smjer) zovemo fizi¢kim poljima. U ovom udZbeniku ¢emo susresti skalarna i vektorska fizi¢ka
polja (engl. scalar and vector physical fields). Primjeri skalarnih polja su gustoca, temperatura i tlak
fluida, a primjeri vektorskih polja su brzina toka fluida, jakost gravitacijskog polja ili, u elektromagne-
tizmu, elektri¢no i magnetsko polje. Najjednostavnija polja koja susreCemo su ona koja svim to¢kama
prostora pridruZuju istu skalarnu ili vektorsku vrijednost. Takva polja zovemo homogenim poljima.

Primjer 1.4.1: Lorentzova sila

Vjerojatno najpoznatiji izraz u fizici u kojem susre¢emo vektorski umnoZzak je izraz za Lorentzovu
silu. Radi se o sili F koja djeluje na &esticu naboja ¢ kada se ona brzinom v giba kroz prostor u
kojem je prisutno elektri¢no polje E i magnetsko polje B. Lorentzovu silu opisujemo izrazom

F =q¢(E+v xB).

Uo¢avamo da prisutnost elektri¢nog polja E dovodi do sile ¢E koja djeluje u smjeru samog polja
ako je ¢ > 0, odnosno u suprotnom smjeru ako je ¢ < 0. Nasuprot tomu, prisutnost magnetskog
polja B dovodi do sile gv x B koja je okomita kako na smjer polja, tako i na vektor brzine &estice
v odnosno na njenu putanju.

Kao primjer uzmimo slu¢aj u kojem elektri¢no polje nije prisutno, E = 0, a magnetsko polje B
je homogeno 3to znadi da svuda u prostoru ima isti iznos i smjer. Brzina v naboja ¢ > 0 neka
leZi u ravnini koja je okomita na B.

Sila F = ¢qv x B prikazana na slici okomita je na brzinu estice $to dovodi do njena skretanja u
smjeru sile te do kruZnog gibanja Cestice u ravnini naznaéenoj plavim pravokutnikom.
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1.5 Pravokutni koordinatni sustav

Koordinatni sustav (engl. coordinate system) svakoj tocki prostora u odabranom referentnom okviru
jednoznaéno pridruZuje tri broja koje zovemo koordinatama te to¢ke. On nam omogucuje da poloZaj
Cestice u prostoru izrazimo trima koordinatama tocke prostora u kojoj se ona nalazi. Ako se Cestica
giba, koordinate njenog poloZaja se u vremenu mijenjaju, a ako ona miruje, njene su koordinate u
vremenu stalne.

Koordinatni sustav je moguée konstruirati na razli¢ite nadine, a najjednostavniji medu njima je tzv.
pravokutni koordinatni sustav.

Pravokutni koordinatni sustav (engl. rectangular coordinate system) koristi tri medusobno okomite
usmjerene osi koje se sijeku u tocki O koju zovemo ishodistem te tri jedini¢na vektora koji gledaju u
smjeru tih osi. Uobi¢ajene oznake za osi su x, y i z-o0s, dok jedini¢ne vektore obiljeZavamo simbolima
i, j i k. Takoder se podrazumijeva tzv. “desna orijentacija” pravokutnog koordinatnog sustava $to
znati da vrijedi i x j = k.

Yy

Vektor r4 prikazan na gornjoj slici opisuje poloZaj totke A u odnosu na ishodiste, a moZzemo ga
izraziti kao
TA:{EAi+ij+ZAk, (116)

gdje su veli¢ine x4, ya i z4 koordinate totke A. Udaljenost to¢ke A od ishodista jest modul tog
vektora,
ra=|ral =\/2% + 4+ A (1.17)
Polozaj totke B u odnosu na totku A opisujemo vektorom
rap=rp—ra=(rp—xa)i+ (yp —ya)j+ (2B — 2a) k, (1.18)

a udaljenost medu tim to¢kama je

rap = |tp —ta| = (23 — 24)? + (yp — ya)? + (2B — 2a)*. (1.19)
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Primjer 1.5.1: Akcija spasavanja na moru

M/B (motorni brod) Lokarda traZi pomo¢ zbog havarije, a nalazi se 2NM (NM je kratica za
nauti¢ku milju, engl. natuical mile, 1NM = 1852m) juzno i 1 NM isto¢no u odnosu na hrid.
Dva najbliza broda mjestu havarije su M/B Sku3a koji se nalazi 2 NM zapadno i 2 NM sjeverno i
M/B Plavica koji se nalazi 1 NM isto&no i 3 NM sjeverno u odnosu na istu hrid. Najveca brzina
koju postiZze Sku%a iznosi 10kn (kn je oznaka za &vor, engl. knot, 1kn = 1 NM/h), a najveca
brzina Plavice je 8kn. Koji od ta dva broda moZe u kra¢em vremenu sti¢i u pomo¢ posadi
Lokarde?

Uvodimo pravokutni koordinatni sustav tako da mu se ishodiste podudara s hridi, z-os neka je

usmjerena prema istoku, a y-os prema sjeveru. PoloZaje brodova prikazujemo to¢kama L, S'i P.
y/NM )

1 J

I P

/ Sjever

S \ T2l | i

rs

:\ . . . aj/NM
1

iry
AN

PoloZaje brodova u odnosu na ishodiste sada moZemo prikazati vektorima

r, =(INM)i+ (=2NM)j, rs=(—2NM)i+ (2NM)j, rp=(1NM)i+ (3NM)j.
PoloZaj Lokarde u odnosu na Sku3u i poloZaj Lokarde u odnosu na Plavicu dani su vektorima
rs =r; —rg=---=(3NM)i+ (—4NM)j, rp, =1, —rp=---=(=5NM)]j,
a moduli tih vektora su udaljenosti medu brodovima,
rsp =/ (BNM)2 + (—ANM)2 = 5NM,  rp, = /(=5 NM)2 = 5NM.

Kako su brodovi Skusa i Plavica jednako udaljeni od mjesta havarije broda Lokarde, na mjesto
havarije ¢e u kra¢em vremenu stiéi brzi od tih dvaju brodova. To je ovdje M/B Sku3a koji na
mjesto havarije moZe sti¢i za 30 min.

Ako vektor a opisuje neku fizi¢ku veli€¢inu, u pravokutnom koordinatnom sustavu ga moZemo prikazati
kao
a=azi+a,j+ak, (1.20)

gdje veli¢ine a,, a, i a, zovemo z, y i z-komponentom vektora a. Zbroj vektora i umnoZak vektora
i skalara dani su izrazima

a+b=(a,+b;)i+ (ay+0by)j+ (a.+0.)k, Aa = Aa; i+ Aayj+ Aa.k. (1.21)
Skalarni umnoZak dvaju vektora moZe se izraziti kao

a-b=a.b, +a,b, + a,b,, (1.22)
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dok se vektorski umnoZak moZe izraziti kao
i j k
axb=|a a, a, |=1i(ayb, —a.by) +j(ab, —a.b,) +k (azb, — a,b,). (1.23)
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Zadaci

Z.1.1: Od kapljice sapunice ¢ija je masa m = 10mg nastao je balon oblika sfere polumjera R = 5cm.
Pretpostavljajuéi da je gustoéa sapunice jednaka gustoéi vode (p = 1 gem™3) procijenite debljinu stijenke
balona.

Rj: d = m/(4mR?p) ~ 320 nm.

Z.1.2: Brzina kojom se klinci na vrtuljku iz primjera 1.2.1 gibaju u odnosu na referentni okvir vezan uz
igraliste manja je od brzine kojom se njihovi roditelji koji sjede na klupi gibaju u odnosu na referentni okvir
vezan uz vrtuljak. Poku%ajte (bez ratunanja) objasniti zasto je to tako.

Z.1.3: Koristedi definicije koje znate iz srednje $kole, odredite fizitke dimenzije sljededih fizi¢kih veli¢ina:

. z C s 'y .. 1 2
brzina v, volumen V', gustoca p, tlak p i kineticka energija K = smv*.

Rj: ] = LT, [V] = L3, [p] = ML73, [p] = ML™'T72, [K]| = ML*T 2

Z.1.4: Postanski avion koji polijee s aerodroma A mora obiéi aerodrome B, C'i D i potom se vratiti na
aerodrom A. PoloZaji aerodroma B, C'i D u odnosu na A dani su vektorima

3' 4‘ 4-_3.
rap = (150km)i,  rac = (50km) =2, rap = (250km) =,

gdje i gleda prema istoku, a j gleda prema sjeveru. Kojim redoslijedom avion mora obiéi aerodrome B, C'i
D da putovanje bude $to je moguce krace?

Rj: C,B,Dili D,B,C, d~ 858km.

Z.1.5: Udaljenost totke C' od pravca na kojem leZe totke A i B moZe se izraziti kao

d = [rac|V/1— (Fac - #aB)?

gdje su rac i rap vektori poloZaja tofaka C' i B u odnosu na to¢ku A, a T4¢ i T4p su jediniéni vektori.
Najprije se uvjerite u valjanost gornjeg izraza (izvedite ga), a zatim s pomoéu njega odredite koliko blizu
hridi ¢e pro¢i M/B Skuga iz primjera 1.5.1 u akciji spasavanja posade M/B Lokarde.

Rj: d = 0.4NM
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2 Kinematika &estice

Kinematika €estice bavi se matemati¢kim opisom gibanja Cestice u prostoru i vremenu. U ovom
poglavlju najprije uvodimo pojmove kao 3to su putanja, vektor brzine i vektor akceleracije Cestice, a
nakon toga posebna je paZnja posveéena gibanju stalnom brzinom, gibanju stalnom akceleracijom te
kruZnom gibanju.

2.1 Polozaj, putanja, brzina i akceleracija Cestice

Polozaj i putanja Cestice: PoloZaj (engl. position) &estice u odnosu na odabranu ishodi¥nu to&ku
O opisujemo vektorom r. Kad Zelimo naglasiti da se Cestica giba odnosno da vektor njenog poloZaja
r ovisi 0 vremenu ¢, kaZemo da je poloZaj Cestice opisan vektorskom funkcijom r[t]. Krivulja koju
vektorska funkcija r|¢] tijekom vremena opisuje u prostoru jest putanja &estice (engl. trajectory). Slika
prikazuje putanju Cestice te vektor poloZaja r u trenutku ¢ i u kasnijem trenutku trenutku ¢ + At.

Y

/

putanja Cestice

rit + At]

Pomak (engl. displacement) Ar je vektor koji opisuje promjenu poloZaja Cestice koja nastupa u
vremenskom intervalu od trenutka ¢ do trenutka ¢ + At,

Ar =r[t + At] — r[t]. (2.1)

S obzirom na to da Cestica ne moZe nestati i iznenada se pojaviti na nekom drugom mjestu, kad
At — 0, onda i Ar — 0.

Brzina cestice: Neka je Ar pomak Cestice koji se dogodio u vremenskom intervalu At. Brzina
Cestice (engl. velocity) je vektorska veli¢ina definirana kao limes “omjera” Ar/At kad At teZi

u nulu, odnosno [ | .
- Ar .orlt+ At —rft d
Vi = fm o =i —a @ (22)

Sto prepoznajemo kao derivaciju poloZaja estice opisanog vektorskom funkcijom r[t] po vremenu
t.
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Slika prikazuje vektore brzine Cestice u trenucima t i t + At.

putanja Cestice

v[t + At]

Smjer brzine: Vektor brzine je u svakoj toCki putanje paralelan tangenti na putanju pa se jo$ kaZe
i da on “leZi na tangenti” ili da je “paralelan samoj putanji”. Takoder je dopusteno reci da vektor
brzine v i odgovarajudéi jedini¢ni vektor v “gledaju u smjeru gibanja" .

Iznos brzine &estice (engl. speed) moZe se povezati s duljinom puta koji estica prevaljuje duZ svoje
putanje. Diferencijal duljine puta ds jednak je iznosu diferencijala pomaka Zestice, ds = |dr|, a to
znadi da iznos brzine moZemo napisati kao

dr

dt

|dr|  ds
= W = E’ (2-3)

’U:‘V|:

$to je derivacija duljine prevaljenog puta po vremenu.

Promjena brzine Cestice koja nastupa u vremenskom intervalu od trenutka ¢ do trenutka t 4+ At je
Av = vt + At] — v[t]. (2.4)

Kad At — 0, ondai Av — 0.

Akceleracija cestice: Neka je Av promjena brzine koja je nastupila u vremenskom intervalu
At. Akceleracija (engl. acceleration) je vektorska veli¢ina definirana kao limes “omjera” Av /At
kad At — 0 teZi u nulu, odnosno

Av vit+ At —v[t] d

W=lmm=dm— = —a'l 29

Sto prepoznajemo kao derivaciju brzine &estice v[t| po vremenu t.

S obzirom na to da je brzina derivacija poloZaja po vremenu, akceleraciju moZzemo izraziti i kao drugu
derivaciju poloZaja po vremenu,

d d /d d?
alt] = —vit| = — | =r|t| | = —r|t]. 2.6
1= 5 = 5 (i) = gt (26)
Smjer akceleracije: Kad se Cestica giba duZ zakrivljene putanje, smjer vektora akceleracije nije
paralelan tangenti na putanju, vec je viSe ili manje “zakrenut” u smjeru u kojem Cestica u danom
trenutku “skreée”.
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Primjer 2.1.1: PoloZaj, brzina i akceleracija u pravokutnom koordinatnom sustavu

e PoloZaj: Koristimo li pravokutni koordinatni sustav, poloZaj estice u trenutku ¢ opisujemo
vektorskom funkcijom
rlt] = z[t]i+y[t]j + 2[t] k,

gdje funkcije z[t], y[t] i z[t] predstavljaju x, y i z-koordinatu poloZaja &estice u trenutku ¢.

e Brzina: Deriviranjem poloZaja r[t] po vremenu ¢ dobivamo vektor brzine,

od o daft],  dylt],  dz[t]
v[t]—&r[t]— ¥ T itk

$to jos zapisujemo kao

gdje funkcije v,[t] = $[t], v,[t] = Sy[t] i v.[t] = L2[t] predstavljaju z, y i z-komponentu

vektora brzine.

v[t] = v [t] 1+ v, [t]§ + v.[t] K,

e Akceleracija: Deriviranjem brzine v[t] po vremenu dobivamo vektor akceleracije,

d dvg[t] . douylt] .  dou,lt]
tl = —v[t] = k
alt] = vl = =g it g it gk

$to jos zapisujemo kao
aft] = a.[t]i+ ay[t]j + a:[t] k,

gdje su a,[t] = Sv,[t] = %x[t] itd., =, y i z-komponenta akceleracije.

e Skraceni zapis: Cesto se koristi skraleni zapis vektora poloZaja, brzine i akceleracije u
kojem se izostavlja oznaka ovisnosti funkcije o vremenu, a prva i druga derivacija funkcije
po vremenu se oznalavaju se jednom ili dvjema to¢kama iznad simbola. Polozaj, brzinu i
akceleraciju moZemo zapisati kao

r=xi+yj+ zk, v=zxi+yj+ zk, a=2xi+yj+ zZk,

odnosno v, = &, a, = & itd.

Primjer 2.1.2: Vodoravni hitac

Razmotrit ¢emo gibanje sitnog tijela (Zestice) koje je s visine hy bateno u vodoravnom smjeru
brzinom iznosa vy (tzv. vodoravni hitac). Slika prikazuje putanju tijela te vektore njegove brzine
i akceleracije u poetnom trenutku te u dvama kasnijim trenucima.
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Uotavamo da vektor akceleracije a gleda u smjeru u kojem tijelo skrece, dok vektor brzine v
gleda u smjeru gibanja. U nastavku ¢emo upoznati matematicke izraze koji opisuju gibanje sa
slike.

e Vektor poloZaja: Polozaj tijela u x,y-ravnini pravokutnog koordinatnog sustava (z-os je
vodoravna, y-os je usmjerena uvis, a kao pocetni trenutak odabiremo ¢ = 0) opisujemo

vektorom

r[t] = vot i+ (ho _ gﬁ) i,

gdje je g iznos akceleracije slobodnog pada.

e JednadZba putanje: U izrazu za vektor poloZaja tijela r[t] prepoznajemo koordinate poloZaja

o[t =wvt i y[t] = ho— th.

Eliminacijom vremena ¢ iz gornjih dviju jednadZbi dobivamo jednadZbu putanje u obliku

z2.

_ 2—218
Prepoznajemo da je rije¢ o paraboli s tjemenom u z =0 iy = hyg.

e Brzina: Vektor brzine dobivamo deriviranjem izraza za vektor poloZaja r[t] po vremenu,
pri &emu s jedini¢nim vektorima i i j pravokutnog koordinatnog sustava postupamo kao s
konstantnim veli¢inama,

v(t] = %r[t] = % (voti + (ho - gt2> j) =vgi— gtj.

Uotavamo da je x-komponenta brzine v,[t] = vy stalna u vremenu, dok je y-komponenta
brzine v, [t] = —gt usmjerena prema dolje i s vremenom se po iznosu povecava.

o Akceleracija: Vektor akceleracije dobivamo deriviranjem vektora brzine v[t] po vremenu,

d d . ] .
alt] = EVM =3 (voi—gt)) = —gj,

$to je olekivani vektor akceleracije slobodnog pada koji je stalan u vremenu i jednak svuda
u prostoru.

Gibanje duz pravca: U posebnom slu¢aju u kojem se &estica giba isklju¢ivo duZ pravca (tzv.
pravocrtno gibanje, engl. rectilinear motion), vektor brzine i vektor akceleracije &estice paralelni su s
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tim pravcem. Ako se gibanje odvija duZ z-osi, poloZaj, brzinu i akceleraciju opisujemo vektorima
rt] = z[t] i, v(t] = v, [t] i, aft] = a.[t] i, (2.7)

Cije su y i z-komponente jednake nuli. Zbog jednostavnosti tih vektorskih izraza, uvrijezeno je
izostaviti jedini¢ni vektor i te o njihovim z-komponentama, a to su veli¢ine

d d
t Lt = —x[t], Lt = =], 2.8
o, )= el el = ol (28)
govoriti kao o “poloZaju”, “brzini” i “akceleraciji” tijela. Pritom valja voditi ratuna o tome da brzina

vz [t] moZe biti pozitivna ili negativna, ovisno o smjeru gibanja. Akceleracija a,[t] takoder moZe
biti pozitivna ili negativna, ovisno o tome povecava li se z-komponenta brzine u vremenu ili se ona
smanjuje. Suprotno tomu, iznos brzine i iznos akceleracije su veli¢ine koje ne mogu biti negativne, a
ovdje ih moZemo izraziti kao

it] = Ju[tl],  alt] = [as[]]- (2.9)

Primjer 2.1.3: PoloZaj, brzina i akceleracija pri harmonijskom titranju

Jedno od najvaznijih gibanja u fizici koje se moZe odvijati duz pravca je tzv. harmonijsko titranje
(vidi poglavlje 12). PoloZaj Cestice koja harmonijski titra du? x-osi izmedu to¢aka © = +A
moZemo opisati izrazom za x-koordinatu

z[t] = Acoswt,

gdje konstante A > 0 i w > 0 zovemo amplitudom i kutnom frekvencijom titranja.

Amplituda A ima fizicku dimenziju L (duljina). Krajnje tocke titranja © = +A jo¥ zovemo i
to¢kama obrata jer se u njima Cestica na trenutak zaustavlja i obrée smjer svojeg gibanja.
Kutna frekvencija ima dimenziju 7! (inverzno vrijeme), a s obzirom na to da pomnoZena vre-

menom predstavlja argument trigonometrijske funkcije, kao mjerna jedinica kutne frekvencije
koristi se radijan u sekundi (rad/s).

Deriviranjem izraza za x-koordinatu poloZaja Cestice po vremenu dobivamo izraz za z-
komponentu njene brzine,

d d
v lt] = &x[t] =% (Acoswt) = —Aw sin wt,

a deriviranjem z-komponente brzine po vremenu dobivamo x-komponentu akceleracije,

d d
ag[t] = —v.t] = T (—Awsinwt) = —Aw? cos wt.

Slika prikazuje ovisnost z-komponente poloZaja (crvena linija), brzine (siva linija) i akceleracije
(crna linija) Zestice o vremenu.
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polozaj: x = Acoswt

brzina: v, = —Aw sin wt

¥ 1
IS
TR
?
M

akceleracija:  a, = —Aw? coswt

Aw2 T /—\
} f t
T us 3 2
b 2 /w “ %'\U/
—Aw* 1

U odnosu poloZaja (crvena krivulja) i brzine (siva krivulja) prepoznajemo sljedele:

e Kad z-koordinata poloZaja raste u vremenu (crvena krivulja se uspinje), brzina v, je pozi-
tivna (siva linija je “iznad nule").

e Kad se Cestica nalazi u tocki obrata (maksimum ili minimum crvene linije) brzina v, je
jednaka nuli (siva linija ima nul-to¢ku odnosno mijenja predznak).

U odnosu brzine (siva krivulja) i akceleracije (crna linija) uoavamo:

e Kad se brzina v, povecava (siva krivulja se uspinje), akceleracija a, je pozitivna (crna linija
“iznad nule”).

e Kad brzina v, (siva linija) dosegne minimum ili maksimum, akceleracija a, je jednaka nuli
(crna linija ima nul-totku odnosno mijenja predznak).
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2.2 Centripetalna i tangencijalna akceleracija

Akceleraciju Zestice definiranu izrazom (2.5) Cesto prikazujemo kao zbroj dvaju medusobno okomitih
vektora koje zovemo centripetalnom akceleracijom, a,, i tangencijalnom akceleracijom, agng.

atang

putanja

Acp a = Acp + Atang

Centripetalna akceleracija (engl. centripetal acceleration) je prisutna kad se &estica giba duZ
zakrivljene putanje, okomita je na putanju i odraZava promjenu smjera gibanja ¢estice. MoZemo
ju izraziti kao

dv
dt’

gdje je v iznos brzine Cestice, a i—;’ je derivacija jedini¢nog vektora ¥ po vremenu.

(2.10)

Ap =

Kad se Cestica giba duZ zakrivljene putanje, jedini¢ni vektor v tijekom vremena mijenja smjer, a
njegova derivacija gleda u smjeru te promjene. S obzirom na to da diferencijalna promjena d¥
jedini¢nog vektora vV moZe biti jedino okomita na njega, isto vrijedi i za derivaciju %, odnosno
za centripetalnu akceleraciju opisanu izrazom (2.10). Kad se Zestica giba duZ pravca centripetalna
akceleracija je jednaka nuli.

Tangencijalna akceleracija (engl. tangential acceleration) leZi na tangenti na putanju i govori
o promjeni iznosa brzine estice. MoZemo ju izraziti kao

dv .
Apang = EV’ (2.11)

gdje je % derivacija iznosa brzine po vremenu, a v je jedini¢ni vektor vektora brzine koji gleda
u smjeru gibanja.

Kad se Cestica giba brzinom stalnog iznosa, neovisno o tome je li putanja zakrivljena ili nije, tangen-
cijalna akceleracija Zestice jednaka je nuli. Kad se iznos brzine &estice poveava (dv/dt > 0) tan-
gencijalna akceleracija estice “gleda u smjeru gibanja” a kad se iznos brzine smanjuje (dv/dt < 0)
ona “gleda unazad”.

Izraze (2.10) i (2.11) moZemo izvesti pisuéi brzinu Cestice v kao umnoZak njenog iznosa v i jedini¢nog
vektora v te ra¢unajuéi akceleraciju a deriviranjem tog umnoska po vremenu,

dv d dv . dv
=—(wV)=—V+ov—

AT T @ at at’ (2.12)

pri Eemu smo koristili pravilo za deriviranje umnoska funkcija. Prvi &lan na desnoj strani prepoznajemo
kao tangencijalnu, a drugi ¢lan kao centripetalnu akceleraciju.
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Primjer 2.2.1: Centripetalna akceleracija pri voZnji zavojitom cestom

Prisutnost centripetalne akceleracije moZemo pokazati u vrlo jednostavnom gibanju koje je
opisano vektorom poloZaja
r[t] = uti+ Asinwtj,

gdje su u, A i w pozitivne konstante. Gibanje se odvija u x, y-ravnini, a moZzemo ga shvatiti kao
gibanje u smjeru x-osi brzinom iznosa w uz “vijuganje" amplitudom A i kutnom frekvencijom w,
$to je nalik voZnji vodoravnom cestom duz koje se izmijenjuju lijevi i desni zavoji. Koordinate
poloZaja &estice su x[t] = ut i y[t] = Asinwt iz &ega dobivamo jednadZbu putanje

wr

ylx] = Asin —.

u
Slika prikazuje putanju Cestice te njen poloZaj, brzinu i akceleraciju u nekoliko uzastopnih trenu-
taka oznacenih s t; do 4.

««/\
Y P i

Q
5
%}p

Na slici uo¢avamo sljedece:

e U trenutku ¢; u kojem Cestica prolazi sredinom desnog zavoja i u trenutku t3 u kojem ona
prolazi sredinom lijevog zavoja, njena je akceleracija okomita na smjer njenog gibanja. To
znadi da se njena akceleracija u tim trenucima sastoji iskljuivo od centripetalne akceleracije
odnosno da je njena tangencijalna akceleracija jednaka nuli. U desnom zavoju akceleracija
je usmjerena nadesno, dok je u lijevom zavoju ona usmjerena ulijevo u odnosu na smjer
gibanja, Sto odgovara smjeru u kojem Cestica “skre¢e” odnosno smjeru derivacije %\7 u
izrazu (2.10).

e U trenutku ¢, u kojem Cestica napusta desni i ulazi u lijevi zavoj, akceleracija Cestice jednaka
je nuli te zbog toga nije nacrtana. To znadi da su u tom trenutku obje komponente
akceleracije jednake nuli odnosno da se u tom trenutku ne mijenjaju niti smjer niti iznos
brzine. Isto nalazimo i u trenutku t4 u kojem £estica napusta lijevi i ulazi u desni zavoj.

Gornje navode potvrduje sljedeéi racun. Vektor brzine dobivamo deriviranjem vektora poloZaja,

d d
v(t] = ar[t] =% (uti+ Asinwtj) = ui+ Aw coswt j,

a vektor akceleracije dobivamo deriviranjem vektora brzine,

d d
aft] = &V[t] =% (ui+ Awcoswt j) = —Aw?sinwt j.
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Dobivene izraze za brzinu i akceleraciju sada moZemo izvrijedniti u trenucima t; do 4,

t = 7/2w, v(t1] = ui, at] = —Aw?j,
— Vi) = ui — Awj; alts] = 0,

ts = 31 /2w, vits] = ui, alts] = Aw?j,
ty = 27w, vty =ui+ Awj, afty] = 0,

Lako je uvjeriti se da su rezultati u skladu sa slikom.

2.3 Inverzne relacije za brzinu i polozaj te za duljinu puta (integrali)

Brzina: Relaciju (2.5) koja definira akceleraciju moZemo napisati u obliku dv[t'] = a[t'| d¢/, $to
moZemo integrirati u vremenu ¢’ od poletnog trenutka ¢ = ¢, do trenutka ¢’ = t. Time dobivamo
izraz za brzinu estice u trenutku ¢ koji moZemo napisati u obliku

vit] = vito] + / Calt) dr (2.13)

to

gdje je v[to] brzina Zestice u potetnom trenutku ¢t = ty. Za razliku od relacije (2.5) koja nam
omogucuje da deriviranjem brzine po vremenu izra&unamo akceleraciju, relacija (2.13) nam omogucuje
da u sluajevima u kojima je poznata ovisnost akceleracije Cestice o vremenu te brzina Cestice u
pocetnom trenutku t = ty, integriranjem akceleracije izra¢unamo brzinu Cestice u bilo kojem kasnijem
trenutku. Zato kaZemo da je (2.13) inverzna relacija u odnosu na relaciju (2.5). Kad je akceleracija
dana njenim koomponentama a,[t], a,[t] i a,[t] u pravokutnom koordinatnom sustavu, integracija
akceleracije po vremenu u inverznoj relaciji (2.13) svodi se na integraciju komponenata akceleracije
po vremenu,

/ Calt) dtf = / a4 ag ]+ ] k) dY

to to

:i/tax[t’] dt’+j/tay[t’] dt’+k/taz[t’] ' (2.14)

to to to

Polozaj: Relaciju (2.2) koja definira brzinu moZemo napisati u obliku dr[t'] = v[t'] d¢’, a integracijom
od poletnog trenutka ¢’ = ¢y do trenutka ¢’ = ¢ dobivamo izraz za poloZaj Cestice

elt] = rfto] + /t vitldr, (2.15)

gdje je r[to] poloZaj &estice u potetnom trenutku ¢ = ty. KaZemo da je (2.15) inverzna relacija u
odnosu na relaciju (2.2). Kad je brzina dana njenim koomponentama v, [t], v,[t] i v.[t] u pravokutnom
koordinatnom sustavu, integral u (2.15) svodi se na

t t t t
/ virldl =i / oot Al + ] / o[t A + k / vl dt. (2.16)
to to to to
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Duljina puta: Diferencijal duljine puta koji Cestica prevali gibajuéi se duz svoje putanje moZemo
izraziti kao

ds = |dr| = |vdt| = |v|dt = v dt,

gdje je v brzina Zestice, a v = |v| je iznos brzine. Duljinu puta koju &estica prevali od trenutka ¢ = ¢;
do trenutka ¢ = t5 moZemo izraziti integralom

to to
12 :/ ds :/ v[t] dt, (2.17)
t1 t1

a ako je brzina dana njenim koomponentama v, [t], v,[t] i v,[t] u pravokutnom koordinatnom sustavu,
taj se integral se moZe izraziti kao

s = [yl )+ (ol ar (2.19)

2.4 Gibanje stalnom brzinom (jednoliko pravocrtno gibanje)

Gibanje stalnom brzinom je gibanje pri kojem se ni smjer ni iznos brzine u vremenu ne
mijenjaju. S obzirom na to da se smjer brzine ne mijenja Cestica ne skrece s pravca svog gibanja
pa ovo gibanje jo¥ zovemo jednolikim pravocrtnim gibanjem (engl. uniform rectilinear motion).
Oznacimo li stalnu brzinu &estice s vy, akceleracija, brzina i poloZaj &estice su

a[t] = O, V[t] = Vo, I'[t] = I'[to] + Vo(t — to), (219)
gdje je r[to] poloZaj Cestice u poetnom trenutku t = .
Putanja Cestice je pravac koji prolazi to¢kom r[tg], a smjer mu je odreden smjerom brzine vq. lako je

izraz za vektor poloZaja r[t] o&igledan, napomenimo da do njega moZemo doéi uvritavanjem stalne
brzine v u inverznu relaciju (2.15).

Primjer 2.4.1: [zbjegavanje sudara u zratnom prometu

Avioni A i B lete na istoj visini. Avion A se u trenutku ¢ = 0 nalazi d4 = 5km isto¢no od
aerodroma i leti prema sjeveru brzinom iznosa v4 = 300kmh~!, a avion B se u tom trenutku
nalazi dg = 4km sjeverno od aerodroma i leti prema istoku brzinom iznosa vz = 400 kmh~1.
Otigledno je da se pravci du? kojih avioni lete sijeku, ali s obzirom na to da avioni samim
presjecistem opcenito prolaze u dvama razli¢itim trenucima, presjecanje pravaca ne znadi da e
se oni nuzno sudariti. Kako bismo procijenili rizik od sudara aviona moramo odrediti najmanju
udaljenost na kojoj ¢e se ta dva aviona naci nastave li letjeti nepromijenjenim brzinama.

Gibanje moZemo opisati u x, y-ravnini pri Cemu se ishodiste podudara s poloZajem aerodroma, -
0s je usmjerena prema istoku, a y-os je usmjerena prema sjeveru. Slika prikazuje vektore poloZaja
aviona u t = 0 te vektore njihovih brzina,

I‘A[O] :dAi, VA:UAj, I‘B[O] :dBj, VB:UBi.
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Sjever
Be¢——VB —— |
rp [O] VTA
] r 4[0] J— @
A

Koriste¢i (2.19), poloZaje aviona A i B u trenutku t opisujemo vektorima
ralt] = ra[0] + vat = dai+vat], rp[t] = rpl0] + vt = dpj+ vpti.
PoloZaj aviona B u odnosu na avion A je
rap[t] =rglt] —ralt] = (vt — da)i+ (dp —vat) ],
a kvadrat udaljenosti medu njima je
riglt] = raglt] - raglt] = (vpt — da)* + (dg — vat)*
Trenutak ¢’ u kojem 7% 5 postize minimum nalazimo uvjetom

d
0= 7 rAplt] = =205 + i)t — 2(vpda + vadp)
koji daje
g vpds + vadp
v+l
Slijedi da je najmanja vrijednost kvadrata udaljenosti medu avionima

(dava — dgvg)?
vi 4+ 0%

(T,anB)min = 7”,243 t]=--=

odnosno najmanja udaljenost medu njima je

(ra5) |dava — dpvg| [(5km) x (300kmh~!) — (4km) x (400kmh~1)|
T = =
AP min = A2 /(300 km h—1)2 + (400 km h—1)2

S obzirom na to da se radi o vrlo maloj udaljenosti, a time i velikoj opasnosti od sudara, vjerojatno
je da &e kontrola leta traZiti promjenu visine leta za barem jedan od ovih dvaju aviona.

= 200 m.
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2.5 Gibanje stalnom akceleracijom (jednoliko ubrzano gibanje, kosi hitac)
Gibanje stalnom akceleracijom je gibanje pri kojem je vektor akceleracije Cestice stalan u

vremenu, a jo$ ga zovemo jednoliko ubrzanim gibanjem (engl. uniformly accelerated motion).
Ozna&imo li stalnu akceleraciju s ag, akceleracija, brzina i poloZaj estice dani su izrazima

aft] = ay, (2.20)
V[t] = V[to] + ao(t — to), (221)
rft] = rlto] + vitol(t — to) + St — to)?, (2.22)

gdje su vito] i r[to] brzina i poloZaj Cestice u poetnom trenutku ¢ = t.

Izraz za brzinu moZemo dobiti uvritavanjem stalne akceleracije u inverznu relaciju (2.13), a izraz za
poloZaj moZemo dobiti uvrdtavanjem izraza za brzinu u inverznu relaciju (2.15).

Gibanje stalnom akceleracijom odvija se duZ pravca ako su ag i v[ty] istog ili suprotnog smjera. Ako
ag i vl[to] zatvaraju kut razli¢it od 0 ili 7, gibanje se odvija u ravnini odredenoj vektorom poletnog
poloZaja r[0] i razapetoj vektorima ag i v[to], a sama putanja ima oblik parabole.

Primjer 2.5.1: Kosi hitac

Zanemarimo li sile otpora zraka, neke potankosti vezane uz prirodu gravitacijske sile te neke
ucinke vezane uz ¢injenicu da se Zemlja vrti oko svoje osi, moZemo reci da se tijela u slobodnom
padu u blizini Zemljine povrgine gibaju jednoliko ubrzano akceleracijom iznosa g ~ 9.81 ms~2
koja je usmjerena prema tlu. Ovdje ¢emo razmotriti tzv. kosi hitac odosno slobodni pad tijela
koje je u trenutku t = 0 baeno brzinom pocetnog iznosa vy pod kutom « u odnosu na vodoravnu
ravninu.

Gibanje prikazujemo u x,y-ravnini pri ¢emu se ishodiste podudara s totkom iz koje je tijelo
bageno, x-os je vodoravna, y-os je usmjerena uvis, a zbog jednostavnosti uzimamo da je tijelo
baleno u trenutku ¢ = 0. Slika prikazuje vektor potetne brzine, putanju tijela te polozaj tijela u
trenutku ¢ = t; u kojem ono postiZe najvecu visinu i u trenutku ¢t = t5 u kojem se nalazi na istoj
visini s koje je baceno.

N
Y e ;)
v

Q\

2
Y0 «in2 o 4
5g SIN” Qv

x
0 V2 . v .

52 sin 2a -2 sinRa

29 g
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Akceleraciju, pocetnu brzinu i poletni poloZaj tijela moZemo napisati kao
ag = —gj, v[0] = vo(cos i+ sinaj), r[0] =0,
a uvrstavanjem tih veli¢ina u (2.21) dobivamo izraz za brzinu
v[t] = v[0] + agt = vy cos i+ (vgsina — gt)j

te uvrstavanjem u (2.22) dobivamo izraz za poloZaj tijela
_ ap o . . g9\ .
r[t] = r[0] + v[0]t + ?t = vptcosai+ (vptsina — 5t j.

Koordinate poloZaja su z[t] = vt cosa i y[t] = votsina — £¢%, a eliminacijom vremena iz njih
dobivamo jednadZbu putanje koju mozemo napisati u obliku

ga?
yla] = ztga — (1 —|—tg2a).
2vg
Prepoznajemo da je putanja tijela parabola u x, y-ravnini. Njeno tjeme odgovara najvisoj tocki
koju tijelo postize. Jedna od njenih nulto¢aka nalazi se u ishodistu, $to odgovara tocki iz koje je
tijelo baceno, a druga nulto¢ka odgovara toc¢ki u kojoj bi tijelo palo na vodoravno tlo. Koordinate
tih to¢aka su na gornjoj slici navedene uz x i y-os.

Trenutak ¢; u kojem se tijelo nalazi u najviSoj to¢ki putanje dobivamo iz uvjeta da je y-komponenta
brzine tom trenutku jednaka nuli,
Vo .
vyt1] =0 = t = —sina.
g
Koordinate najvise totke putanje mozemo dobiti uvrStavanjem trenutka ¢ u izraz za poloZa]
Cestice ili pronalaZenjem tjemena parabole koja predstavlja putanju Zestice.

Trenutak t5 u kojem se tijelo nalazi na visini s koje je baleno dobivamo iz uvjeta da je y-koordinata

poloZaja jednaka nuli,

2ug .
ylta] =0 — ty = — sinav.
g

Udaljenost te tocke od ishodista koju jo§ zovemo “dometom projektila” dobivamo uvrstavanjem
trenutka ¢, u izraz za x-koordinatu Cestice ili pronalazenjem nultotke parabole koja predstavlja
putanju Cestice.
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2.6 Kruzno gibanje

Kruzno gibanje: Slika prikazuje kruZnu putanju estice, vektore poloZaja Cestice u odnosu na srediste
putanje te vektore brzine Cestice u dvama trenucima koji su u vremenu razmaknuti za At.

v[t]

vt + Af]

Iznos vektora poloZaja je stalan u vremenu i jednak je polumjeru kruZnice R = |r|, a smjer mu se
mijenja tijekom gibanja. Na slici je naznacen kut A¢ za koji se vektor poloZaja r zakrenuo u intervalu
vremena At. (Takoder se kaZe da je r “prebrisao” kut A¢.)

Kutna brzina (engl. angular velocity) je vektorska fizi¢ka veli¢ina kojom opisujemo kruzno
gibanje. Smjer vektora kutne brzine je po definiciji okomit na ravninu gibanja, a orijentiran je
u skladu s pravilom desnog vijka odnosno onako kako bi napredovao desni vijak kad bismo ga
okretali u smjeru u kojem se giba Cestica. lznos vektora kutne brzine jest limes omjeru kuta
zakreta A¢ izraZenog u radijanima (puni krug iznosi 2w rad) i vremena At u kojem je zakret
nastupio, kad At — 0, Ab  do

=AM A T )

Slika prikazuje vektor kutne brzine w za koji pretpostavljamo da je stalan te vektor poloZaja r i vektor
brzine v u nekoliko razli¢itih trenutaka u vremenu.

S obzirom na to da pri zakretu vektora r za kut A¢ Cestica duZ kruznice prevali put duljine As =
R A¢, iznos njene brzine moZemo izraziti kao
As . RA¢ d

v=lim — = ——— =R— = Rw

At—0 At AP0 At dt ’ (2.24)

gdje je w iznos kutne brzine.
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Brzina cestice: Smjer vektora brzine se pri kruZznom gibanju podudara sa smjerom vektora
w X r (vidi gornju sliku), a s obzirom na to da zbog okomitosti w i r vrijedi |w X r| = wR = v,
vektor brzine moZemo izraziti kao

V=wXTr. (2.25)

Centripetalna akceleracija: Vektor centripetalne akceleracije je pri kruZnom gibanju usmjeren
prema sredi$tu kruZnice, a opisuju ga izrazi

(2.26)

=) %

2
ap, = —w'r, Gp = W R =

Tangencijalna i kutna akceleracija: Vektor tangencijalne akceleracije pri kruznom gibanju
moZe se izraziti kao

Atang = @ X T, (2.27)
gdje vektorsku veli¢inu
dw
= — 2.28
o= (2.28)

zovemo kutnom akceleracijom.

S obzirom na to da je vektor kutne akceleracije ax derivacija vektora w koji je po definiciji okomit na
ravninu gibanja, vektor a je i sam okomit na tu ravninu, a s obzirom na to da su a i r medusobno
okomiti, vrijedi |a X r| = aR. To zna&i da iznos tangencijalne akceleracije moZemo napisati kao

Qtang = O RR. (2.29)

lzraze (2.26), (2.27) i (2.28) je moguce izvesti iskoristimo li izraz za brzinu (2.25) kako bismo
deriviranjem po vremenu izraunali akceleraciju,

_dv d

dw dr
a—aza(wxr):—xr+wx— (2.30)

dt dt

(primijenili smo pravilo za deriviranje vektorskog umnoska funkcija). Prvi ¢lan na desnoj strani
prepoznajemo kao tangencijalnu akceleraciju (2.27), a u nekoliko jednostavnih koraka pokazujemo da
drugi &lan na desnoj strani gornje jednadZbe odgovara centripetalnoj akceleraciji (2.26),

w><d—izwxv:wx(wxr):(w-r)w—(w~w)r:—w2r, (2.31)

gdje smo koristili izraz za brzinu (2.25), opéi identitet (1.15) te &injenicu da su w i r okomiti ¥to
znatidajew  -r=0.
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Primjer 2.6.1: Prikaz kruZnog gibanja u pravokutnom koordinatnom sustavu

Ovdje ¢emo vektore poloZaja r, kutne brzine w, brzine v, centripetalne akceleracije ap,, kutne
akceleracije a i tangencijalne akceleracije agng pri kruZznom gibanju izraziti u pravokutnom koor-
dinatnom sustavu. Slika prikazuje &esticu koja se giba duZ kruznice polumjera R u x, y-ravnini.

R-

PoloZaj ¢estice moZemo opisati vektorom
r[t] = Rt[t] = R(cos ¢[t] i+ sinPt] j).

Dvotlani izraz u okruglim zagradama je jedini¢ni vektor #[t], a kut ¢[t] koji vektor r[t]
zatvara s x-osi shvacamo kao kutnu koordinatu poloZaja Cestice.

Vektor kutne brzine je okomit na ravninu u kojoj leZi kruZnica te ga moZemo napisati kao
wlt] = w,[t] k,
gdje je
1= <ol
w,t] = —
dt

njegova z-komponenta. Kad se kutna koordinata poloZaja ¢[t] povecava u vremenu, z-
komponenta kutne brzine w, je pozitivna te vektor w gleda u pozitivnom smjeru z-osi, $to
je u skladu s definicijom vektora kutne brzine (pravilo desnog vijka).

Brzinu Cestice moZemo izralunati deriviranjem vektora poloZaja po vremenu (zbog pregled-
nosti zapisa izostavljamo oznake ovisnosti veli¢ina o vremenu),

A%

= %r = R%(Cos¢i+sin¢j) = R(—sin¢i+cos¢j)%¢

= Rw,(—sin ¢ i+ cos ¢ j),

ili s pomocu jednadzbe (2.25) ra¢unanjem vektorskog umnoska kutne brzine w i vektora
poloZaja r. Koristedi izraz (1.23) za vektorski umnoZak u pravokutnom koordinatnom
sustavu dobivamo
i j k
V=wXr= 0 0 w, | =i(—w.Rsin¢) + j (w, R cos ¢),
Rcos¢ Rsing 0

$to je istovjetno rezultatu dobivenom deriviranjem vektora poloZaja.
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e Centripetalna akceleracija je dana izrazom (2.26) te ju ovdje moZemo izraziti kao
ap = —w'r=—wR(cospi+singj),

gdje je w? = w - w = w? kvadrat iznosa kutne brzine.
e Kutnu akceleraciju (2.28) moZemo napisati kao o = «, k, gdje je

4
dt

Q, = Wy

njena z-komponenta.

e Tangencijalnu akceleraciju moZemo izracunati deriviranjem brzine po vremenu &ime dobi-
vamo (ukupnu) akceleraciju od koje zatim oduzimamo centripetalnu komponentu akcel-
eracije,

d

Tl (—w?r) =---= Ra,(—sin¢ i+ cosdj),

Atang — A — Acp =

a isti rezultat dobivamo i primjenom jednadZbe (2.27),

i [
Atang = O X T = 0 0 «a,|=i(—a.Rsing)+j(a,Rcoso).
Rcos¢p Rsing 0

Jednoliko kruzno gibanje je najjednostavniji slu¢aj kruznog gibanja pri kojem je vektor kutne
brzine w, a time i iznos brzine v, stalan u vremenu. Pri jednolikom kruZnom gibanju su kutna i
tangencijalna akceleracija jednake nuli, a prisutna je isklju¢ivo centripetalna akceleracija.

Primjer 2.6.2: [znos akceleracije pri jednolikoj voZnji automobila rotorom

Automobil vozi srednjim prometnim trakom remetinetkog rotora (Zagreb) pri €emu kazaljka
njegovog brzinomjera cijelo vrijeme pokazuje iznos v = 60kmh~' (jednoliko kruZno gibanje).
Promjer srednjeg prometnog traka je 2R = 140m. Iznos akceleracije tog automobila Zelimo

usporediti s iznosom akceleracije slobodnog pada g = 9.81ms~2.

S obzirom na to da se radi o jednolikom kruZnom gibanju, akceleracija automobila se sastoji
isklju€ivo od centripetalne akceleracije koja je usmjerena prema srediStu rotora. Iznos te akcel-
eracije ratunamo koristeci izraz (2.26),
2 —1)2 —1)2
v 60 km h 16.7ms
a:acp:—:( ) :( ) =3.97ms 2

R 70 m 70 m

Usporedimo li dobivenu vrijednost s akceleracijom slobodnog pada,

a 3.97ms?

=—— =040
g 9.81ms—2 ’

vidimo da iznos centripetalne akceleracije pri takvoj voZnji postiZze 40% iznosa akceleracije slo-
bodnog pada.
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2.7 Galilejeve transformacije

Galilejeve transformacije su relacije koje povezuju vektore poloZaja, brzine i akceleracije Eestice
u dvama referentnim okvirima koji se, jedan u odnosu na drugog, gibaju stalnom brzinom (jedno-
liko pravocrtno). VaZno je naglasiti da podrazumijevamo iskljucivo translacijsko gibanje jednog
referentnog okvira u odnosu na drugi. Time isklju¢ujemo moguénost da se tijekom vremena
jedan referentni okvir u odnosu na drugog zakrece.

Slika prikazuje referentni okvir S’ koji se u odnosu na S giba translacijski stalnom brzinom V.
Slika takoder prikazuje vektore poloZaja estice u ta dva referentna okvira.

S m

Zbog jednostavnosti uzimamo da je poloZaj ishodidta u referentnom okviru &’ u odnosu na
ishodiste u S dan vektorom Vt, §to znadi da se ishodista u trenutku ¢ = 0 preklapaju. Iz slike

izravno vidimo da vrijedi
rt] = Vi +1r'[t]. (2.32)

Deriviramo li relaciju (2.32) po vremenu dobivamo transformaciju vektora brzine Eestice
v[t] =V +V'[t] (2.33)

koja nam govori da je vektor brzine Cestice u referentnom okviru S jednak zbroju vektora brzine
referentnog okvira S’ u odnosu na S i vektora brzine estice u odnosu na S’. Deriviranjem
relacije (2.33) po vremenu nalazimo da su vektori akceleracije u dvama referentnim okvirima

medusobno jednaki
aft] = a'[t]. (2.34)

Relacije (2.32), (2.33) i (2.34) zovemo Galilejevim transformacijama.

Primjer 2.7.1: Situacija iz primjera 2.4.1 promatrana iz aviona A

U primjeru 2.4.1 smo gibanje aviona A i B razmatrali u referentnom okviru & vezanom uz Zemlju.
Ovdje ¢emo primjenom Galilejevih transformacija gibanje aviona B prikazati u referentnom okviru
S’ vezanom uz avion A. Time ¢emo pokazati kako pilot aviona A, gledajuéi kroz svoj prozor ili
u ekran svog radara, vidi gibanje aviona B.

U referentnom okviru vezanom uz Zemlju, poloZaje aviona smo prikazali u vodoravnoj x, y-ravnini
pravokutnog koordinatnog sustava vektorima poloZaja

ralt] = dai+vat], rp[t] = dpj+ vpti.
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Ovdje ¢emo koristiti referentni okvir S’ koji se giba zajedno s avionom A. To znati da se S’ giba
u odnosu na S brzinom V koja je jednaka brzini koju avion A ima u referentnom okviru S,

V =w4].
Polozaj aviona B u referentnom okviru S’ ratunamo s pomocu Galilejeve transformacije (2.32),
rp[t] =rp[t] — Vt=dgj+ (vgi—vaj)t.
Prepoznajemo pocetni poloZaj r'’z[0] = dj u t = 0 te jednoliko pravocrtno gibanje brzinom
v =vpi—v4].
Istovjetnim postupkom za poloZaj aviona A dobivamo
ry[t] = ralt] = Vi =daj,

Sto zna&i da avion A u referentnom okviru &’ miruje. Slika prikazuje poloZaje aviona A i B
u trenutku ¢ = 0 u 2/, y'-ravnini pravokutnog koordinatnog sustava u referentnom okviru S’
Takoder je prikazan i vektor brzine aviona B, a vektor brzine aviona A nije prikazan jer taj avion
u referentnom okviru &’ miruje.

Gornju sliku treba usporediti sa slikom iz primjera 2.4.1 na kojoj smo gibanje aviona prikazali u
referentnom okviru S u kojem se oba aviona gibaju.

U referentnom okviru S’ tlo i zra¢na masa nad njim gibaju brzinom —V = —uv,j. Zbog toga
mozemo reéi da s obzirom na avion A, koji u tom referentnom okviru miruje, pude “vjetar’ iz
smjera sjevera brzine iznosa V/, a $to obja3njava njegov let (bez tog “vjetra”, avion bi se srugio
na tlo). Isti “vjetar” takoder obja¥njava &injenicu da trup aviona B ne gleda u smjeru u kojem
se taj avion giba, ve¢ je prisutno “bo&no kretanje” tog aviona.
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Primjer 2.7.2: Gibanje totke na obodu kotaca (cikloida)

Slika prikazuje putanju Cestice koja se zalijepila za obod biciklistickog kotaca koji se stalnom
brzinom kotrlja po ravnoj cesti. Kotal je nacrtan u nekoliko razli¢itih trenutaka u vremenu,
vektor brzine promatrane Cestice oznalen je s v, a vektor brzine bicikla (sredi¥ta kotaca) je stalan
u vremenu i oznacen je s V.

Y

Vv Vv Vv

Funkcija koja opisuje nacrtanu putanju u matematici je poznata kao cikloida, a do nje moZzemo
dodi primjenom Galilejeve transformacije na kruzno gibanje opisano u pravokutnom koordinatnom
sustavu (vidi primjer 2.6.1).

Gibanje Cestice najprije opisujemo u referentnom okviru S’ vezanom uz bicikl u kojem se estica
na obodu kotaca kruzno giba. Neka se kotal okrele u ', y’-ravnini pravokutnog koordinatnog
sustava, pri &emu 2’-os gleda u smjeru voZnje, y’-os gleda uvis, a ishodiste se podudara sa
sredistem kotala. Ako se promatrana Cestica u trenutku ¢ = 0 nalazi u najviSoj tocki kotaca,
njeno gibanje moZemo opisati vektorom polozZaja

r'[t] = R(sinwti+ coswtj),
gdje je w kutna brzina vrtnje kotaca. To znadi da je trajanje jednog punog okreta kotaca

T=2T
w

te s obzirom na to da za jednog okreta kotaa bicikl prevali duljinu puta koja je jednaka opsegu
kotaca, iznos brzine bicikla V' moZemo povezati s kutnom brzinom w i polumjerom kotaéa R,
(opseg kotata)  2Rm

(trajanje okreta) T “

Kako bismo gibanje &estice opisali u referentnom okviru S vezanom uz cestu u odnosu na koji se
referentni okvir &’ giba brzinom
V =Vi=wRi,

primjenjujemo Galilejevu transformaciju (2.32). Za poloZaj Eestice u referentnom okviru ceste
dobivamo
r[t] = Vit +1'[t] = R(wt + sinwt) i+ Rcoswtj,

a deriviranjem tog izraza po vremenu dobivamo brzinu &estice
v([t] = Rw(1l + coswt)i— Rwsinwt j.

Izratunamo i tu brzinu u trenutku ¢ = 7/w u kojem se Zestica nalazi u najniZoj toZki svoje
putanje, a to zna&i da u tom trenutku dodiruje (mirnu) cestu, dobit éemo v = 0. Tu tocku na
grafi¢ckokm prikazu putanje Cestice prepoznajemo kao Siljak.
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Zadaci

Z.2.1: Raketa je lansirana sa Zemlje vertikalno uvis. Poletna brzina rakete jednaka je nuli. Prvih 7 = 155,
koliko traje rad motora, ona se uspinje s akceleracijom iznosa 2g. Po prestanku rada motora raketa se
neko vrijeme nastavlja uspinjati, a nakon $to dosegne najviSu to¢ku nad tlom, raketa pada na tlo. Odredite
najveéu visinu nad tlom koju raketa postiZe te ukupno trajanje njenog leta. (Uzimamo da je iznos akceleracije
slobodnog pada g = 9.81 ms~2 isti pri svim visinama te zanemarujemo otpor zraka.)

Rj: Amax = 3972 = 6.6km, ty = (3 + \/6) T =828

Z.2.2: Odredite iznos brzine i kut koji vektor brzine tijela iz primjera 2.1.2 zatvara s vodoravnim tlom u
trenutku neposredno prije udara tijela o tlo, ako je hg = 3.00m, vp = 5.00ms™' i g = 9.81ms2.

Rj: v =1/2gho + v3 = 9.15ms™ ! tga = %VZgho, o = 56.9°

Z.2.3: Pokazite da je pri kosom hicu (vidi primjer 2.5.1) domet projektila na vodoravnoj podlozi najvedi
bacimo |i ga pod kutom « = 45°.

Z.2.4: Klinac ima pracku kojom moZe izbaciti kamen brzinom potetnog iznosa vg = 10ms~!. On stoji
na udaljenosti d = 5m od uspravnog zida i Zeli pogoditi $to je moguce visu to¢ku na tom zidu. Odredite
kut u odnosu na vodoravnu ravninu pod kojim on mora izbaciti kamen.

Rj: tga = v3/gd, o = 64°

Z.2.5: Odredite najmanji iznos potetne brzine projektila kojim moZemo pogoditi to¢ku koja se nalazi na
vodoravnoj udaljenosti d te na visini A u odnosu na to¢ku izbadaja.

Rj: U(Q]:g(h—i-\/m)

Z.2.6: Nalazimo se u podnoZju kosine koja s vodoravnom ravninom zatvara kut 5. Lukom namjeravamo
ispaliti strelicu po¢etnom brzinom iznosa vg i Zelimo da se ona zabije u kosinu pod pravim kutom. Pod
kojim kutom « u odnosu na vodoravnu ravninu moramo ispaliti strelicu?

Rj: tga=2tg 8+ 1/tg 8

Z.2.7: Fenjer koji proizvodi tanak vodoravan snop svjetlosti visi na niti i jednoliko se okrece oko uspravne
osi &ineéi 30 okretaja u minuti. Snop svjetlosti pada na ravan uspravan zid koji je od fenjera udaljen
D = 2m. Odredi brzinu svijetle mrlje na zidu u trenutku u kojem snop pada na zid pod kutem ¢ = 45° u
odnosu na okomicu.

Rj: v =2Dw ~ 12.57ms™*

Z.2.8: U trenutku t = 0 automobil kre¢e iz mirovanja u voZnju rotorom polumjera R tangencijalnom
akceleracijom stalnog iznosa atang. lzvedi izraz za iznos akceleracije automobila a[t] te izraz za kut 7[t] koji
vektor akceleracije automobila zatvara s vektorom njegove brzine.

Rj: alt] = atangy/1 + a%angt‘l/RQ, tg Y[t] = atangt®/R

Z.2.9: Odredite trajanje leta helikopterom od grada A do grada B koji se nalazi d = 160 km sjeverno u
odnosu na grad A, ako brzina helikoptera u odnosu na zrak iznosi v = 80kmh~!, a prisutan je vjetar iz
smjera sjeveroistoka brzine iznosa V = 40kmh~!.

Rj: t =v2d/(vV2v2 — V2 - V) =3.43h

Z.2.10: Veslal namjerava preveslati rijeku koja u odnosu na obalu tece brzinom koja je po iznosu dvostruko
ve¢a od brzine kojom on moZe veslati u odnosu na vodu. Odredite kut koji tijekom prelaska rijeke trup
¢amca mora zatvarati s okomicom na obalu, Zelimo |i da ga rijeka $to je moguée manje “odnese nizvodno”.
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Rj: o/ = 30°

Z.2.11: U referentnom okviru vezanom uz cestu promatramo kotrljanje kota¢a polumjera R &ije se srediste
giba brzinom stalnog iznosa V' (vidi primjer 2.7.2). Odredite najmanji i najvei iznos brzine &estice koja se
nalazi na obodu kota¢a. Zatim odredite duljinu puta koju ta Cestica prevali za jednog punog okreta kotaca.

Rj: vmin = 0, Vmax = 2V, s = 8R
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3 Dinamika ¢estice

Dinamika cestice se bavi zakonima koji povezuju sile koje djeluju na &esticu s njihovim u&incima
na gibanje Cestice. Ovo poglavlje uvodi prva dva Newtonova zakona i Newtonovu jednadzbu gibanja
Cestice. Newtonova jednadZba gibanja vrijedi iskljuivo u tzv. inercijskim referentnim okvirima, a osim
na Cesticu, moZemo ju primijeniti i na fizi¢ka tijela. Ona omogucéuje ralunanje sile koja ostvaruje
neko gibanje ili ratunanje akceleracije, brzine i poloZaja Cestice u slu€ajevima u kojima je poznato
kakva sila djeluje na &esticu ili tijelo.

3.1 Prvi Newtonov zakon i inercijski referentni okvir

Prvi Newtonov zakon u vrlo saZetom obliku glasi:

“Cestica na koju ne djeluje sila giba se stalnom brzinom ili miruje.”

Smatramo da je pojam sile razumljiv sam po sebi odnosno da je rije¢ o vektorskoj fizi¢koj veli¢ini
mjerljivoj dinamometrom ili nekim sli¢nim uredajem. Djeluje li na Cesticu vise sila, prvi Newtonov
zakon odnosi se na (vektorski) zbroj tih sila koji zovemo ukupnom ili rezultantnom silom. Kad je
rezultantna sila jednaka nuli, odnosno kad ona ne djeluje pa se estica giba stalnom brzinom ili miruje,
jo$ kaZzemo i da je Cestica u stanju ravnoteZe.

Osim za Cesticu, prvi Newtonov zakon vrijedi i za tijela koja se sastoje od mno$tva estica. U tom
slu¢aju je rezultantna sila zbroj svih sila koje djeluju na sve Cestice tijela, a gibanje stalnom brzinom
ili mirovanje se odnosi na to¢ku poznatu kao srediste mase tijela (vise o tome u poglavljima 5 i 6).

Prvi Newtonov zakon ne vrijedi u svim referentnim okvirima. Zamislimo dva referentna okvira
koji se jedan u odnosu na drugi okre¢u oko neke osi. Zamislimo takoder &esticu koja miruje u odnosu
na jednog od njih, a giba se kruzno u odnosu na onog drugog. U referentnom okviru u kojem
Cestica miruje, na nju, prema prvom Newtonovom zakonu, ne djeluje sila. U referentnom okviru u
kojem se ista Cestica giba kruZno, Sto znali da se ne giba stalnom brzinom niti miruje, prema prvom
Newtonovom zakonu na nju sila djeluje. Prihvatimo |i kao samo po sebi razumljivo da djelovanje
ili ne djelovanje sile ne moZe ovisiti o nasem odabiru referentnog okvira, zaklju€ujemo da, ako prvi
Newtonov zakon u jednom od ta dva referentna okvira vrijedi, onda u onom drugom referentnom
okviru on ne vrijedi. |z toga slijedi da postoje referentni okviri u kojima prvi Newtonov zakon ne
vrijedi.

Inercijski i neinercijski referentni okviri: MoZe se re¢i da prvi Newtonov zakon pretpostavlja
postojanje barem jednog referentnog okvira u kojem on vrijedi. Takav referentni okvir nazivamo
inercijskim referentnim okvirom, dok referentne okvire u kojima prvi Newtonov zakon ne vrijedi
zovemo neinercijskim referentnim okvirima.

Nije posve jasno postoji li igdje u prirodi idealni inercijski referentni okvir. Na primjer, referentni
okvir vezan uz povrsinu Zemlje ¢esto smatramo inercijskim, iako je vrlo jednostavnim eksperimentom
moguce pokazati prisutnost udinaka Zemljine vrtnje koji, strogo govoreci, taj referentni okvir &ine
neinercijskim. (Gibanjem u neinercijskim referentnim okvirima bavimo se u poglavlju 8.)

Beskonaéno mnostvo inercijskih referentnih okvira: Pretpostavimo li da je S inercijski referentni
okvir, onda je svaki referentni okvir &’ koji se u odnosu na S giba translacijski stalnom brzinom
takoder inercijski referentni okvir. Ta tvrdnja slijedi iz Galilejeve transformacije (2.34) prema kojoj su
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akceleracije Cestice u tim dvama referentnim okvirima jednake. To zna&i da gibanju Cestice stalnom
brzinom u inercijskom referentnom okviru S (akceleracija a = 0) odgovara isto takvo gibanje u
referentnom okviru S’ (akceleracija ' = 0) odnosno da je S’ takoder inercijski referentni okvir.

3.2 Drugi Newtonov zakon i jednadzba gibanja (NJG)

Kolig¢ina gibanja ¢estice (engl. momentum) je vektorska fizi¢ka veli¢ina definirana kao umnoZak
mase Cestice m i vektora njene brzine v,

p=mv. (3.1)

Fizi¢ka dimenzija koli¢ine gibanja je M LT !, a mjerna jedinica je kgms™1.

Drugi Newtonov zakon:
“Brzina promjene koli¢ine gibanja Cestice jednaka je sili koja djeluje na Cesticu.”

Pod “brzinom promjene” (engl. rate of change) neke fizitke veli¢ine po vremenu (ovdje je to
koli¢ina gibanja) misli se na derivaciju te veli¢ine po vremenu.

Newtonova jednadzba gibanja (NJG) je bilo koji od mogudih matematitkih zapisa drugog
Newtonovog askioma,

dp d dv d?r

dt dt( ) dt dt? ’ (3:2)
gdje je F rezultantna sila koja djeluje na &esticu, a p, r, v, a i m su redom koli¢ina gibanja,
poloZaj, brzina, akceleracija i masa Cestice.

Prema NJG, jednolikom pravocrtnom gibanju (a = 0) odgovara sila F = 0, §to je u skladu s
prvim Newtonovim zakonom. Poput prvog Newtonovog zakona, NJG vrijedi iskljucivo u inercijskim
referentnim okvirima.

U situacijama u kojima je poznato kako se estica mase m giba, a to znadi da je poznata akceleracija
estice a, NJG nam omogucuje da izravno izracunamo silu F koja na nju djeluje.

Centripetalna i tangencijalna sila: Kao $to akceleraciju Cestice prikazujemo kao zbroj cen-
tripetalne i tangencijalne akceleracije, a = ac, + atang (vidi poglavlje 2.2), rezultantnu silu F
koja djeluje na Cesticu moZemo prikazati kao zbroj centripetalne i tangencijalne sile,

dv dv

az 9 Ftang = matang =m—V. (33)

dt

13 = 1965 4= Do F, = ma, = mv

Pritom moZemo reéi da centripetalna sila djeluje okomito na putanju i uzrokuje centripetalnu akcel-
eraciju odnosno skretanje estice (zakrivljenost putanje), dok tangencijalna sila djeluje duZ putanje i
uzrokuje tangencijalnu akceleraciju odnosno promjenu iznosa brzine &estice. Nekoliko primjera u ko-
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jima nam NJG razotkriva svojstva sile koja djeluje na &esticu i u kojima nam moze pomodi rastavljanje
rezultantne sile na centripetalnu silu i na tangencijalnu silu nalazi se u poglavlju 3.3.

U situacijama u kojima polazimo od poznate sile F' koja djeluje na &esticu, a cilj nam je odrediti
funkcije r[t] ili v[t] koje opisuju gibanje Zestice pod djelovanjem te sile, suoZavamo se sa &injenicom
da je NJG po svojoj matematickoj prirodi diferencijalna jednadZba. To znali da se funkcije koje
Zelimo odrediti, a to su r[t] ili v[t], u jednadZbi pojavljuju kao derivacije %r[t] ili v[t]. Kako bismo
odredili “nederivirane” r[t] i v[t], potrebno je provesti postupak rje$avanja diferencijalne jednadzbe.

Pocetni uvjeti: Opée rjesenje NJG za neku &esticu je vektorska funkcija r[t] koja opisuje
gibanje te Cestice u prostoru i vremenu. Ona ovisi o prirodi sile koja djeluje na &esticu, a u njoj
se pojavljuju i konstante koje zovemo poletnim uvjetima (engl. initial conditions). Odaberemo
li kao poletni trenutak t = ty, poletni uvjeti su poloZaj i brzina estice u tom trenutku,

vitd i rlto). (3.4)

U sustavu s viSe Cestica ili tijela, opce rjeSenje sadrZi poletne uvjete gibanja svih Cestica ili tijela.

S obzirom na to da sila F moZe ovisiti o vremenu, o poloZaju i o brzini &estice u danom trenutku, a u
sloZenijim fizickim sustavima takoder i o gibanju svih ostalih &estica u sustavu, postupak rjeSavanja
NJG mozZe moze biti vrlo slozen. U ovom i u sljede¢im poglavljima prikazat éemo niz jednostavnih
ali vaZnih slu€ajeva u kojima je moguce pronadi rjeSenja NJG.

e Kad na Cesticu ne djeluje sila, akceleracija &estice je, prema NJG, jednaka nuli. To znadi da se
Cestica giba stalnom brzinom (jednoliko pravocrtno gibanje, vidi poglavlje 2.4). Opce rjesenje
NJG u tom slu¢aju glasi r[t] = r[tog] + v[to](t — to), a r[te] i V[to] su poletni uvjeti u trenutku
t - to.

e Kad na Cesticu djeluje stalna sila Fy, Cestica se, prema NJG, giba stalnom akceleracijom
ag = Fog/m (jednoliko ubrzano gibanje, vidi poglavlje 2.5). Opce rjegenje NJG je r[t] =
r(to] + vito](t — to) + 2ao(t — to)?, gdje su rfto] i v[to] poletni uvjeti.

e Kad na Cesticu djeluje sila F[t] koja ovisi isklju¢ivo o vremenu, NJG nam daje akceleraciju
Cestice a[t] = F[t]/m. Brzinu Zestice v[t] ratunamo primjenom inverzne relacije (2.13), nakon
¢ega inverznom relacijom (2.15) ra&unamo poloZaj &estice r[t]. U opéem rjeSenju pojavljuju se
poletni uvjeti rlto] i v[to]. Primjeri rjesavanja NJG uz sile koje ovise o vremenu nalaze se u
poglavlju 3.5.

e Kad na Zesticu djeluje sila F[v] koja ovisi isklju¢ivo o brzini &estice, NJG pisemo u obliku
mv[t] = F[v]t]], $to je diferencijalna jednadzba prvog reda. Rjesavanjem te jednadZbe dobi-
vamo opce rjedenje v[t] u kojem se pojavljuje poletni uvjet v[ty]. Zatim inverznom relacijom
(2.15) ratunamo poloZaj r[t] u kojem se osim v|ty] pojavljuje i poletni uvjet r[ty]. Nekoliko

primjera rjeSavanja NJG za silu koja ovisi o brzini nalazi se u poglavlju 3.6.

e Kad na Zesticu djeluje sila Fr] koja ovisi isklju€ivo o poloZaju estice, NJG ima oblik %r[t] =
F[r[t]] &to je diferencijalna jednadZba drugog reda, a njeno opée rjeSenje r[t] sadrZi poletne
uvjete rlto] i v[to]. Kad je rije o silama koje ovise o iskljutivo o poloZaju, fizitke veli€¢ine kao
$to su rad sile i kineti¢ka energija omogucuju nam da predvidimo neke ishode nekih fizi¢kih
zbivanja ¢ak i u situacijama u kojima nismo u moguénosti pronaéi opce rjegenje NJG. Vige o

tome u poglavlju 4.
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3.3 Ra&unanje sile s pomocu NJG (tezina, kruzno gibanje, titranje)

Izmjerimo li masu i akceleraciju neke Cestice u inercijskom referentnom okviru, umnoZak mase i
akceleracije nam prema NJG (3.2) daje silu koja djeluje na Zesticu i ostvaruje opaZeno gibanje. Isto
tako, opisemo li gibanje koje Zelimo ostvariti vektorom r[t|, dvostrukim deriviranjem tog vektora po
vremenu dobivamo akceleraciju Cestice, a umnozak akceleracije i mase daje nam potrebnu silu.

Primjer 3.3.1: Akceleracija slobodnog pada pri Zemljinoj povrsini i teZina tijela

Pri slobodnom padu tijela u blizini Zemljine povrsine opaZa se akceleracija usmjerena prema tlu
iznosa priblizno g ~ 9.81 ms~2. Pretpostavljajuéi da je referentni okvir vezan uz Zemlju inercijski
referentni okvir, primjenom NJG nalazimo da na tijelo mase m djeluje sila

F =mg,
gdje je vektor g akceleracija slobodnog pada. Ta sila je razmjerna masi tijela, a zovemo ju
teZinom tijela, silom teZom, ili poneSto pojednostavljeno, gravitacijskom silom koja djeluje na
tijelo.

Sila teza koja djeluje na tijelo ili tezina tijela (engl. weight) se prema dogovoru (vidi [6])
najveéim dijelom sastoji od stvarne gravitacijske sile kojom Zemlja privlai svako tijelo (vise o
gravitaciji u poglavlju 7), ali uklju¢uje i u¢inak tzv. centrifugalne prividne sile koji je prisutan zbog
Zemljine vrtnje oko svoje osi odnosno zbog toga Sto referentni okvir vezan uz Zemlju nije idealni
inercijski referentni okvir (gibanjem tijela u neinercijskim referentnim okvirima se bavi poglavlje 8).
Prema istom dogovoru, teZina tijela ne ukljucuje silu uzgona kojom okolni zrak ili neki drugi fluid
djeluje na tijelo, silu kojom podloga djeluje na tijelo ako je tijelo na nju oslonjeno, silu otpora
sredstva kroz koje se tijelo giba, kao ni tzv. Coriolisovu prividnu silu koja je uz centrifugalnu
prividnu silu prisutna zbog Zemljine vrtnje.

Primjer 3.3.2: Sila pri kruZnom gibanju

Izraunat ¢emo iznos sile koja djeluje na Cesticu mase m koja se giba duZ kruZznice polumjera R
kutnom brzinom iznosa w i kutnom akceleracijom iznosa a.

Centripetalna akceleracija pri kruZznom gibanju dana je izrazom (2.26), a toj akceleraciji odgovara
centripetalna sila
F., =ma, = —mer,

gdje je r vektor poloZaja Cestice u odnosu na sredidte putanje (|r| = R). Tangencijalna akcel-
eracija pri kruznom gibanju je dana izrazom (2.27) i odgovara joj tangencijalna sila

Fiang = Magang = mo X r.

Iznosi tih sila su
Fop = mw?R, Fiang = maR,

a s obzirom na to da su one medusobno okomite, iznos njihovog zbroja je

F = |Fe, + Fiang| = \/F2 + F2 e = mRVw + a2,
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Primjer 3.3.3: Napetost niti i kutna brzina vrtnje tzv. “stoZastog njihala”

StoZasto ili konusno njihalo je (zbunjujuéi) naziv za sitno tijelo koje visi na niti, ali se ne njige,
veC kruzi u vodoravnoj ravnini, a nit “prebrisuje” plast stosca.

Odredit ¢emo iznos sile napetosti niti 1" stoZastog njihala i kutnu brzinu w vrtnje sitnog tijela u
vodoravnoj ravnini, ako je masa tijela m, duljina niti ¢ te ako nit s uspravnim pravcem zatvara
kut a. To znati da je polumjer kruZne putanje R = |r| = ¢sina.

Uotavamo sljedece:

o Cestica se giba kruZno, a to znati da zbroj stvarnih sila koje na nju djeluju odgovara
centripetalnoj sili F, &iji je iznos mw? R (vidi prethodni primjer).

e Na Cesticu djeluju dvije stvarne sile. To su napetost niti T i sila teZa koju moZemo izraziti
kao umnozak mase m i akceleracije slobodnog pada g.

Zakljutujemo da zbroj stvarnih sila T i mg mora biti jednak potrebnoj centripetalnoj sili Fp.
Slika prikazuje sile T i mg te njihov zbroj.

Iz paralelograma na slici uo€avamo da medu iznosima sila vrijede relacije
T cosa = mg, T'sina = Fy, = mw?R.
Iz prve jednadzbe dobivamo iznos napetosti niti

T="9

cosa’
gdje uotavamo da za o — 0 napetosti niti teZi u mg $to odgovara teZini tijela, dok za o« — 7/2
napetost niti teZi u beskona&no. Iz druge jednadzbe, koristeéi F., = mw?R i R = Isina,
dobivamo kvadrat kutne brzine,

w2_Tsmoz_.”_ g
mR lcosa’
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Sto takoder teZi u beskonatno za a — m/2, dok pri vrlo malom kutu « kutna brzina iznosi
w = \/g/¥, $to se podudara s kutnom frekvencijom tzv. matematitkog njihanja kada ono njise
vrlo malom amplitudom (vidi primjer 12.4.2 u kasnijem poglavlju o titranju).

Primjer 3.3.4: Sila pri harmonijskom titranju (sila linearne opruge)

Tzv. harmonijsko titranje &estice duZ z-osi izmedu krajnjih totaka x = +A (vidi primjer 2.1.3 ili
poglavlje 12) moZemo opisati izrazom za z-koordinatu poloZaja

z[t] = Acoswt,

gdje konstantu A zovemo amplitudom, a konstanta w je tzv. kutna frekvencija titranja. Koristeci
NJG moZemo izracunati z-komponentu sile koja djeluje na &esticu,
d’ 2 2
F.[t] = mag[t] =m @x[t] = = —mw-Acoswt = —mw-zlt],
gdje je m masa Cestice. U posljednjem koraku smo prepoznali da silu mozemo izraziti s pomoéu
x-koordinate poloZaja odnosno uo¢avamo da vrijedi

F, = —kx, gdje je k= mw?.
Kad se Cestica nalazi pri x = 0, na nju ne djeluje sila te zbog toga taj poloZaj zovemo ravnoteznim
poloZajem. Pri svim ostalim poloZajima na £esticu djeluje sila &iji je iznos razmjeran njenom
otklonu od ravnoteZnog poloZaja i &iji je smjer suprotan smjeru otklona (negativni predznak u
izrazu za F), osigurava djelovanje sile prema ravnoteznom poloZaju).

Upravo takvom silom na tijelo moZe djelovati tzv. linearna opruga konstante elasti¢nosti k. Slika
prikazuje oprugu Ciji je jedan kraj u¢vrséen, a na drugom se kraju nalazi tijelo mase m.

k

TSy

Pomak tijela iz ravnoteZnog poloZaja u bilo kojem smjeru doveo bi do harmonijskog titranja tijela
kutnom frekvencijom w = \/k/m.

8
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3.4 Gibanje pod djelovanjem stalne sile (kolotura, kosina, trenje)

Prema NJG, Cestica mase m na koju djeluje stalna sila Fy ima stalnu akceleraciju

Fy
= —. 35
a =~ (3.5)
Kinematiku gibanja stalnom akceleracijom (jednoliko ubrzano gibanje) te slobodni pad (kosi hitac)
kao najpoznatiji primjer obradili smo u poglavlju 2.5, a ovdje ¢éemo upoznati neke sloZenije fizicke
sustave koji se takoder gibaju pod djelovanjem stalnih sila.

Primjer 3.4.1: Sustav tijela, bezmasenih niti i bezmasenih kolotura

Sustav se sastoji od dvaju tijela &ije su mase m; i my koja su povezana s pomocu niti i kolotura.
Masu niti i kolotura smatramo zanemarivom, a zanemarujemo i sile otpora pri vrtnji kolotura,
Sto znadi da je napetost niti svuda jednaka. (| najmanja razlika napetosti niti s dviju strana bilo
koje koloture dovela bi do zakreta koloture koji bi ponistio razliku napetosti.) Pokazat ¢emo da
se tijela my i mo gibaju stalnim akceleracijama.

%

-— (0 —

my |__—| mz +0

Najprije razmatramo geometrijske odnose u sustavu koji ¢e nas dovesti do relacije medu akcel-
eracijama dvaju tijela. S obzirom na to da se tijela gibaju isklju¢ivo u smjeru y osi, dovoljno je
baviti se y-koordinatama poloZaja te y-komponentama brzina i akceleracija. y-koordinate poloZaja
tijela my i mg oznalavamo s y; i Yo, a iz geometrije sustava uo¢avamo da pri diferencijalnom
pomaku tijela koji nastupa u diferencijalu vremena dt vrijedi

dyl = -2 d’yz

(malom pomaku m; odgovara upola manji pomak ms u suprotnom smjeru). Podijelimo li gornju
relaciju s dt, dobivamo relaciju medu y-komponentama brzine dvaju tijela,

Viy = —2 Vay,
a deriviranjem te relacije po vremenu dobivamo relaciju medu y-komponentama akceleracija tijela,
A1y = —2 A2y -

Sada moZemo napisati jednadZbe gibanja tijela. Ako je T" iznos napetosti niti, jednadZba gibanja
tijela my glasi
miQyy = T— myg.

Lijeva strana te jednadzbe je y-komponenta vektora mia;, a desna strana je zbroj y-komponenata
sila koje djeluju na tijelo (nit djeluje u pozitivnom, a sila teZa u negativnom smjeru y-osi).
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Jednadzba gibanja tijela mo koje se giba zajedno s pripadaju¢om koloturom zanemarive mase
glasi
MaoQay = 2T — mag.

Ovdje se na desnoj strani pojavljuje ¢lan 27 jer nit na koloturu djeluje silom s njene obje strane.
Konatno, eliminacijom napetosti niti 7" iz dviju jednadzbi gibanja te koriStenjem relacije a;, =
—2 ay, dobivamo akceleracije tijela,

2(m2 — 2m1) . 2m1 — My

Ay = 9, A2y

4my + my = Yy g

Uotavamo da su akceleracije stalne (ne ovise niti o vremenu niti o poloZaju niti o brzini tijela).
Predznaci (smjerovi) akceleracija ovise o omjeru masa tijela, a u posebnom sluéaju my = 2m;
obje su akceleracije jednake nuli, $to znadi da takav sustav moZe mirovati ili se gibati stalnom
brzinom (kaZemo da je sustav u ravnoteZi).

Sila (dinamitkog) trenja: Kad jedno tijelo tare (klizi, struze) po drugom tijelu (npr. po podlozi)
moZe se pojaviti sila otpora koju zovemo silom trenja. Smijer sile trenja koja djeluje na neko tijelo
suprotan je smjeru gibanja tog tijela u odnosu na tijelo po kojem ono tare. Cesto se, zbog jednostav-
nosti, uzima da je iznos sile trenja razmjeran iznosu sile N kojom, u smjeru okomitom na dodirnu
plohu, tijela djeluju jedno na drugo. Pritom se zanemaruje moguca ovisnost iznosa sile trenja o iznosu
brzine jednog tijela u odnosu na drugo kao i ovisnost o veli€ini (povrgini) dodirne plohe. Pi¥emo

gdje je puq tzv. koeficijent dinamitkog trenja koji je karakteristika dodirnih ploha (materijal, obradenost).

Primjer 3.4.2: Akceleracija tijela pri klizanju niz kosinu i uz nju

Slika prikazuje tijelo koje klizi niz kosinu nagiba « s kojom ima koeficijent dinami¢kog trenja fiq
i zbog Cega je prisutna sila trenja. Pokazat ¢emo da se radi o gibanju stalnom akceleracijom
te ¢emo odrediti njezin smjer i iznos. Takoder ¢emo razmotriti i slu¢aj u kojem tijelo klizi u
suprotnom smjeru (uz kosinu, suprotno od prikazanog na slici).

N

Sustav prikazujemo u x, y-ravnini tako da se tijelo giba duZ z-osi koja je usmjerena niz kosinu,
a y-os je okomita na kosinu i usmjerena je uvis. Zbog preglednosti, na slici su naznaleni samo
jediniéni vektori i i j. Na tijelo djeluju tri stvarne sile prikazane na slici, a to su sila teZa iznosa
mg, sila podloge N (koja je okomita na podlogu) i sila trenja Fy, koja ima suprotan smjer u
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odnosu na smjer brzine tijela v. Jednadzbu gibanja moZemo napisati kao
ma =N+ mg + Fy,
odnosno rastavljajuci sve vektore na njihove x i y-komponente,
ma,i= Nj+mg(sinai—cosaj) F pusNi (v, 2 0).

Akceleraciju tijela smo napisali kao a = a, i jer se gibanje tijela odvija isklju¢ivo duz x-osi. Silu
kojom podloga djeluje na tijelo smo napisali kao N = N j gdje je N iznos te sile. Drugi €lan na
desnoj strani je tezina tijela mg. Njen iznos je mg, a izraz u okruglim zagradama je jedini¢ni
vektor njezinog smjera. Posebnu pozornost treba obratiti na treci ¢lan s desne strane i dvostruki
predznak ispred njega. Taj ¢lan opisuje silu trenja Fy, &iji je iznos Fi, = ugN, a smjer ovisi o
smjeru gibanja. Kad tijelo klizi niz kosinu (kao na slici, v, > 0), sila trenja usmjerena je uz kosinu
odnosno u negativhom smjeru x-osi. Gornji (negativan) predznak odnosi se na taj slu€aj. Donji
(pozitivan) predznak odnosi se na slu¢aj u kojem tijelo klizi uz kosinu (suprotno od prikazanog na
slici, v, < 0) te je sila trenja usmjerena niz kosinu odnosno u pozitivnom smjeru z-osi. Napi¥emo
li razdvojeno x i y-komponentu gornje jednadZbe dobivamo dvije jednadZbe koje glase

ma, = mgsin o F puqgN (v, 2 0), 0 =N —mgcosa.

Iz druge jednadZbe vidimo da je iznos sile kojom podloga djeluje na tijelo N = mgcosa, a
uvrStavanjem te vrijednosti u prvu jednadZbu dobivamo z-komponentu akceleracije tijela,

a, = g(sina F pq cos a) (v, 2 0).
Uoavamo tri vaZna sluéaja:

e Gibanje niz kosinu (gornji predznak) pri €emu pgq < tga: x-komponenta akceleracije je
pozitivna, iznos brzine tijela se povecava.

e Gibanje niz kosinu (gornji predznak) pri &emu pgq > tga: x-komponenta akceleracije je
negativna, iznos brzine tijela se smanjuje, tijelo ¢e se zaustaviti.

e Gibanje uz kosinu (donji predznak): x-komponenta akceleracije je pozitivna, iznos brzine
se smanjuje, tijelo ¢e se zaustaviti.

Sila statickog trenja: Sila “trenja” moZe djelovati i kad se tijela jedno u odnosu na drugo ne gibaju
(ne taru). Tada se sila trenja suprotstavlja vanjskim silama koje nastoje pokrenuti tijela u gibanje.
Obi¢no pretpostavljamo da jakost sile trenja moZe doseci najveu vrijednost koja je razmjerna iznosu
sile NV kojom tjela okomito na dodirnu plohu djeluju jedno na drugo,

Ftr S (F’tr)max = MsNa (37)

gdje je s koeficijent statitkog trenja. Ako je jakost vanjske sile ve¢a od (F};)max, Sila trenja ne moze
sprijeciti gibanje te nastupa ranije opisani slu¢aj klizanja jednog tijela po drugom. Napomenimo i to
da u stvarnosti gotovo uvijek nalazimo da je koeficijent dinami¢kog trenja yiq medu nekim povrSinama
manji od koeficijenta stati¢kog trenja s medu tim povrdinama.
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Primjer 3.4.3: Staticko trenje tijela na kosini

Ako je koeficijent stati¢kog trenja izmedu tijela i kosine na koju je ono poloZeno dovoljno velik,
tijelo moZe trajno mirovati na kosini. Odredit ¢emo donju granicu vrijednosti koeficijenta stati¢kog
trenja s potrebnu za trajno mirovanje tijela na kosini nagiba a.

U prethodnom primjeru smo pokazali da je iznos sile kojom medudjeluju kosina i tijelo N =
mg cos . To ovdje znadi da je najveli iznos koji sila stati¢kog trenja moze postici

(Ftr)max = ,usN = HUsIng COS (.

Iz prethodnog primjera se takoder vidi da komponenta teZine tijela u smjeru moguceg klizanja
niz kosinu ima iznos
mg sin a.

Tijelo ¢e trajno mirovati ako sila stati¢kog trenja moZe uravnoteZiti silu koja djeluje u smjeru
mogudeg klizanja. Taj uvjet moZemo izraziti kao (Fi;)max > mgsin «, $to vodi na

Us = tga.

3.5 Sila ovisna o vremenu

Kad sila koja djeluje na &esticu mase m ovisi iskljucivo o vremenu, NJG nam daje akceleraciju Cestice

1
t|=—F|t 3.8
alt] = 1] (39)
koja takoder ovisi iskljutivo o vremenu. Brzinu v|t] i poloZaj r[t] Cestice dobivamo primjenom inver-
znih relacija (2.13) i (2.15). Funkcija r[t] predstavlja rjesenje NJG, a u njoj se pojavljuju konstante
pocetni uvjeti v[to] i r[to].

Primjer 3.5.1: Sila ¢&ija jakost eksponencijalno trne u vremenu

Razmotrit ¢emo gibanje svemirskog broda mase m = 151t ¢&iji motor proizvodi potisak koji s
vremenom postaje sve slabiji. Uzet ¢éemo da iznos sile potiska eksponencijalno trne u vremenu,

F[t] = Foeit/T,

gdje je Fy = 90kN jakost sile u potetnom tenutku ¢ = 0, a 7 = 120s je vrijeme nakon kojeg
iznos sile pada na 1/e poletne vrijednosti. Pretpostavit ¢emo da svemirski brod u po&etnom
trenutku miruje te da potisak cijelo vrijeme djeluje u istom smjeru, a odredit ¢emo iznos njegove
brzine u trenutku ¢ = 7 te udaljenost koju ¢e brod do tog trenutka prevaliti. Takoder ¢emo
odrediti iznos brzine koju ¢e brod posti¢i nakon “beskona&no dugog vremena”.

Koordinatni sustav odabiremo tako da se u potetnom trenutku brod nalazi u ishodistu i da se
gibanje odvija u pozitivnom smjeru x-osi. Poletni uvjeti gibanja glase
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Prema NJG, x-komponenta akceleracije broda je

1 1
ag[t] = —Fu[t] = —Fpe /.
m m

Najprije inverznom relacijom (2.13) ra&unamo z-komponentu brzine svemirskog broda,

¢ b1 , F,
wlj =)+ [altar= [ LRt == BT o),
0 o m m

gdje smo osim izraza za x-komponentu akceleracije iskoristili i pocetni uvjet v, [0] = 0, a zatim
inverznom relacijom (2.15) ratunamo z-koordinatu poloZaja broda,

x[t]::L’[O]jL/OtUm[t’]dt’:/ot@(1_et’/r) dt/:_._zy(t_T(l_eft/T))’

m m
gdje smo iskoristili poetni uvjet x[0] = 0.

U trenutku ¢t = 7 imamo

For L (90 x 10PN x (1205) .
vw[T]:W(l—e ): 15 % 10° kg X (1 —0.368) = 455ms™",
Fyr? 90 x 10°N 1208)2
o] = D0 o Q0 MOTN) X (120877 a6 57 giem,

m B 15 x 103kg

dok za t — oo imamo

F F 90 x 103N 120
hmvm[]—llmi(l—e_tﬁ): 07'_( X ) x ( s)

= =720ms*
550 50 m m 15 x 10° kg s

Primjer 3.5.2: Gibanje nabijene Cestice u titrajucem elektricnom polju

Priklju¢imo li na izmjeni¢ni napon U[t] = Uy coswt dvije paralelne vodljive plo¢e razmaknute d
(kondenzator), medu plo€ama nastaje promijenjivo elektri¢no polje koje moZemo opisati izrazom

Ui
Ejtj]=—n= Focoswtﬁ,
gdje je 1 jedini¢ni vektor okomit na plo¢e. Nade li se medu plo¢ama Cestica mase m i naboja ¢,
na nju djeluje sila

U U
Flt] = ¢E[t] = %0 coswtii = Fycoswtn,  Fp= 12,

(vidi primjer 1.4.1) te je prema NJG njena akceleracija

1
alt] = —F[t] = =2 coswt .
m m

Inverznim relacijama (2.13) i (2.15) dobivamo brzinu &estice

tFO ’ / FO
+/ aft v0]+ [ —coswt'ddt’ =--- =v[0] + — sinwt
0 0 m mw

45
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i njen poloZaj

r[t] =r[0] + /Otv[t’] dt’ = r[0] + /Ot <v[0] + &sinwt' ﬁ) dt’

mw
Fy
mw?

= ... =r[0] + v[0]t + (1 — coswt) A,

gdje su konstante r[0] i v[0] poletni uvjeti gibanja u trenutku ¢ = 0. Gibanje opisano gornjim
izrazom moZemo shvatiti kao jednoliko pravocrtno gibanje odredeno poletnim uvjetima uz koje
se istovremeno odvija titranje Cestice u smjeru elektri¢nog polja amplitudom

_ o 9
mw?  dmw?

i frekvencijom w.

3.6 Sila ovisna o brzini

Sila ovisna o brzini: Kad na &esticu djeluje sila koja ovisi iskljuivo o brzini estice, NJG se moZe

napisati u obliku
dv

m— =Fv] (3.9)

gdje je m masa, a v brzina Cestice.

Rjesavanje NJG separacijom varijabli (1D): Kad se Cestica giba duZ pravca, npr. duZ z-osi, NJG
(3.9) se svodi na mv, = F,[v,], a taj oblik diferencijalne jednadzbe dopu$ta primjenu postupka
koji je u matematici poznat kao metoda separacije varijabli. Najprije provodimo samu separaciju
varijabli $to znaci da jednadZbu piSemo u obliku u kojem se varijabla v, nalazi s jedne, a varijabla ¢

s druge strane znaka jednakosti,
dv,,

m
F.[v.]
nakon Cega slijedi integracija lijeve i desne strane jednadZbe od tzv. poéetnog stanja u trenutku t = t,

do tzv. kona&nog stanja u trenutku ¢. Time dobivamo izraz za x-komponentu brzine v,[t], a poloZaj
Cestice z[t] dobivamo inverznom relacijom (2.15).

= dt, (3.10)

Primjer 3.6.1: Sila koja djeluje stalnom snagom

Kad sila koja ubrzava tijelo djeluje stalnom snagom, iznos same sile je obrnuto razmjeran iznosu
brzine tijela. Uzmemo li da se gibanje odvija duz z-osi, NJG moZemo napisati u obliku
dv,, P

:Fm ] = T
dt [ve] Vg

m

gdje je m masa tijela, P snaga, a v, je z-komponenta brzine tijela. Separacijom varijabli dobivamo
mu, dv, = P dt te provodimo integraciju od poletnog do kona¢nog stanja,

kon. kon.
/ mu, dv, = / Pdt,
poc. poc.
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$to daje
m
5 ((vi)kon. - (Ug)poé.) - P(tkon. - tpoé.)-

Uzmemo li kao pocetni trenutak ?,.: = ?o te kao konaéni trenutak fyon, = t, brzina tijela u
trenutku ¢ je

velt] = i\/vx[to]Q + %(t ) (a2 0),

gdje predznak odabiremo ovisno o smjeru gibanja. PoloZaj tijela dobivamo primjenom inverzne
relacije (2.15),

z[t] = x[to] + /t ve[t'] At = x[ty] £ /tt <vm[t0]2 + %(t’ - to)) v d¢

to 0

— zfty] + 3% <vx[to]2 + %(t’ - to))3/2

t

to

m 5 2P 2y 3
= 2[te] £ — (v, ]t = (t—t — v, [t
ol £ 55 (wliP + 220 10) " 3 7ol
Izrazi za brzinu i poloZaj poprimaju vrlo jednostavne oblike uzmemo li da je Cestica u pofetnom
trenutku ty = 0 mirovala u ishodistu te da sila djeluje u pozitivnom smjeru x-osi. Uz poletne
uvjete v,[0] = 0 i z[0] = 0 imamo

2Pt 2 (2P\"?
vlt] =/ —,  xft] = 3 (—) 32,
m m

Sila otpora koja ovisi o brzini: Kad se tijelo giba kroz neko sredstvo (tekucinu ili plin), na njega
djeluje sila otpora (engl. drag). Smjer sile otpora je suprotan smjeru gibanja tijela u odnosu na
sredstvo, a njen iznos opéenito ovisi 0 iznosu brzine tijela.

Sila otpora razmjerna brzini: Zbog matematitke jednostavnosti Cesto se uzima da je iznos sile
otpora razmjeran iznosu brzine tijela. Kad na esticu mase m djeluje stalna sila ¥ i sila otpora &iji
je iznos razmjeran brzini, NJG moZemo napisati u obliku

dv
— =Fy — bv. 11
m 0o—bv (3.11)

Clan —bv opisuje silu otpora. Negativan predznak u tom &lanu prisutan je jer je smjer sile otpora
suprotan smjeru brzine tijela, a koeficijent b > 0 ovisi o obliku tijela te o svojstvima sredstva kroz
koje se ono giba (fizitka dimenzija koeficijenta b je MT1).

Rjesenje jednadzbe gibanja (3.11) moZe se napisati u obliku
V[l] = Voo + (V[to] = Vo) €m0, (3.12)

gdje je vlto| brzina tijela u potetnom trenutku ¢ = ¢, a

1
Voo = 3 Fo (3.13)
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je brzina pri kojoj se sila otpora —bv i stalna sila Fy medusobno ponistavaju. Iz izraza (3.12) se
jasno vidi da, neovisno o potetnoj brzini tijela v[tg], njegova brzina tijekom vremena teZi u v, $to
znadi da gibanje tijela postaje blisko jednolikom pravocrtnom gibanju upravo tom brzinom. (Drugi
¢lan na desnoj strani sadrzi faktor e~ m(t=to) koji s vremenom asimptotski teZi u nulu.) Zbog toga
brzinu v, zovemo asimptotskom ili terminalnom brzinom. Valjanost izraza (3.12) moZemo provjeriti
uvrdtavanjem trenutka ¢ = ¢, za koji se desna strana svodi na v|t,] te deriviranjem v[t] po vremenu i
uvrdtavanjem u jednadzbu gibanja (3.11) &ime se pokazuje da on predstavlja njeno rjeSenje. Postupak
rjeSsavanja jednadZbe gibanja metodom separacije varijabli opisan je u primjeru 3.6.2.

Polozaj tijela koje se giba u skladu s jednadZbom gibanja (3.11) moZe se napisati kao

rft] = xfto] + Vaolt — to) + 7 (vlto] = Veo) (1 — e OT), (3.14)

gdje su r[tg] i v[to] poloZaj i brzina tijela u poetnom trenutku ¢ = ty. lzraz (3.14) moZemo provijeriti
uvritavanjem trenutka ¢ = to za koji se desna strana svodi na rl[tg] te deriviranjem tog izraza po
vremenu &ime dobivamo izraz za brzinu koji se podudara s (3.12). lzraz (3.14) moZemo dobiti
uvrdtavanjem izraza za brzinu (3.12) u inverznu relaciju za poloZaj (2.15), vidi primjer 3.6.2.

Primjer 3.6.2: Postupak rjesavanja NJG za stalnu silu uz silu otpora koja je razmjerna brzini

Pokazat ¢emo postupak rjesavanja jednadzbe gibanja (3.11) koja opisuje gibanja tijela na koje
djeluje stalna sila i sila otpora razmjerna brzini tijela.

Najprije sve vektorske veli¢ine u (3.11) prikazujemo kao vektore u pravokutnom koordinatnom
sustavu te izjedna&imo odgovaraju¢e komponente vektora s lijeve i s desne strane znaka jednakosti.
Za z-komponentu dobivamo jednakost

dv
= = Fm - b €
m d 0 (%
a analogne jednakosti dobivamo za y i z-komponentu. Separacijom varijabli dobivamo jednadzbu
m du,
—— =dt
FOm — bUm

koju moZemo integrirati od poletnog do kona¢nog stanja,

/kon. m dvx B /kon. &
po&. FOI - bvx po&. .

kon.
=t

pot.

Dobivamo
kon.

—% In[Fy, — buy]

pot.

odnosno

FOJ: - bva} [tkon.] b
1 =——(t on —1 ol. ).
|:F0a: - bva: [tpoé.] m( o P )

Antilogaritmiranjem te uzimajuéi {p0:. = %o i tkon. = t imamo

Foz — bug [t] _ 67%@7%)

FOx — bvx [to]

odnosno

F{L’ F;L' _ _
wlt] = 2 (vx[t()] - 70) )
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S obzirom na to da bismo analogne izraze dobili za y i z-komponentu brzine, kona&ni vektorski
izraz za brzinu moZemo napisati u obliku

Vi) = Voo + (V[0] = vec) €7,

Sto je jednadzba (3.12), a v, = F/b je asimptotska brzina (3.13).
Izraz za poloZaj (3.14) dobivamo uvrdtavanjem izraza za brzinu (3.12) u inverznu relaciju (2.15),

t

r[t] = r[tg +/tv[t’] dt’ = rlt,] +/

to to

(Voo + (v[to] — Voo) e—%(t’_to)> ar’

t

t
— rlto] + Ve / dt' + (vlto] — vau) / B —10) gy

to to

= rlto] + Voo (t — to) + %(V[to] — V) (1 B ef%(t7t0)> |

8to je izraz (3.14).

Primjer 3.6.3: Gibanje uz silu otpora koja je razmjerna brzini bez prisustva stalne sile

Odredit ¢emo duljinu puta koju bi nakon “beskonaéno dugog vremena” prevalilo tijelo koje ima
poletnu brzinu iznosa vy, a giba se pod djelovanjem sile otpora koja je razmjerna brzini ako
pritom stalna sila nije prisutna. Uzet ¢emo da je masa tijela m te da je iznos sile otpora bv, gdje
je b koeficijent otpora, a v je iznos brzine tijela.

Radi se o gibanju uz silu otpora razmjernu brzini, a s obzirom na to da stalna sila nije prisutna,
asimptotska brzina (3.13) je u ovom slu¢aju jednaka nuli. Time se izraz (3.14) za poloZaj tijela
svodi na

rlt] = rto] + Tvito] (1—e 0,

a dodatno se pojednostavljuje odaberemo li pocetni trenutak ¢ty = 0, poetni poloZaj r[0] = 0 te
poletnu brzinu koja gleda u smjeru z-osi, v[0] = vpi. U tom se slu¢aju tijelo giba duz z-osi te je
dovoljno razmatrati x-koordinatu njegovog polozaja,

zft] = % (1 - e*%t) .

S obzirom na to da u ¢t = 0 tijelo krece iz x[0] = 0 te da je njegova brzina sve vrijeme pozitivna,
duljinu puta koju ono prevali do trenutka ¢ moZemo poistovjetiti s njegovom z-koordinatom,
s[t] = x[t], a nakon "beskona&no dugog vremena” to je
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Primjer 3.6.4: Balisticke krivulje

Slika prikazuje putanje triju projektila (tzv. balisticke krivulje) izratunate pod pretpostavkom da
na svaki projektil osim sile teZe djeluje i sila otpora razmjerna njegovoj brzini.

y/m
| [ | [
[ i |
T g I I I
[ [
1 l : : vo =30ms~!
I l
! |
[
L [ |
: vo=20ms~ ! |
: : —— : : x/m
1 l

vo=10ms~! :
|

Prikazane putanje odnose se na tijela mase m = 5g koja imaju koeficijent otpora b = 20gs™!, a

izbalena su pod kutom o = 45° u odnosu na vodoravnu ravninu (z-o0s) brzinama po&etnih iznosa
umjesto lopte). Prikazane su prve dvije sekunde leta tijela. Uotavamo da se putanje projektila
s vremenom sve viSe pribliZavaju uspravnim pravcima koje zovemo asimptotama. Odredit ¢emo
x-koordinate asimptota.

e Gibanje projektila s vremenom sve vise nalikuje gibanju asimptotskom brzinom koju mozemo
izratunati koridtenjem jednadzbe (3.13),

(—=mgj) (5g) x (9.81ms™?)

1
o =-F, = = — j = —(2.45ms™1)j.
Voo = 0 b 002gs 1 0 (2A5msT)]

Uotavamo da je njen iznos u ovom slu¢aju manji od poletne brzine .

e Uzmemo li za poletni trenutak ¢y = 0, uvrStavanjem gornjeg izraza za asimptotsku brzinu
te poletnih uvjeta
r[0] =0, v[0] = vo(cos i+ sinaj),

u izraz za poloZaj &estice (3.14), nalazimo da je z-komponenta poloZaja
z[t] = %vo Cos (1 — e*%(t*to)) .

Uo¢avamo da u limesu ¢t — oo gornji izraz teZi u vrijednost

mug CoS (v
Too =~
$to predstavlja z-koordinatu uspravne asimptote putanje tijela.

Za pocetne brzine koje smo ovdje koristili kao z-koordinate asimptota dobivamo x,, = 1.76 m,
3.53m i 5.30m, $to ujedno predstavlja i grubu procjenu dometa ovih “projektila”.




S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.) 51

Sila otpora razmjerna kvadratu brzine: JednadZba gibanja estice mase m na koju djeluje stalna
sila Fy i sila otpora &iji je iznos razmjeran kvadratu iznosa brzine Eestice moZe se napisati u obliku

d
md—: —Fy— b9, (3.15)
gdje je b koeficijent sile otpora (fizitka dimenzija koeficijenta b ovdje je ML™1), a ¥ je jedini¢ni
vektor smjera gibanja. Lako je prepoznati da je iznos asimptotske brzine u ovom sluéaju

Voo = \/% (3.16)

U usporedbi sa silom otpora koja je razmjerna brzini, sila otpora razmjerna kvadratu brzine znatno
vjerodostojnije opisuje stvarnu silu otpora koja djeluje npr. na tijela koja se gibaju kroz zrak. Na
Zalost, opée rjesenje jednadzbe gibanja (3.16) moguce je napisati u analititckom obliku jedino kad se
gibanje odvija duZ pravca, a i tada se radi o kompliciranom izrazu. RjeSenje poprima vrlo jednostavan
oblik jedino kad vanjska sila nije prisutna. Uzmemo li da se Cestica giba duz z-osi, jednadzbu gibanja
moZemo napisati u obliku

d
M Ve = Fbv? (vy 2 0), (3.17)

gdje se gornji predznak odnosi na slu¢aj u kojem se Cestica giba udesno, a donji predznak se odnosi
na slu€aj u kojem se ona giba ulijevo. Separacijom varijabli te integracijom dobivamo

Ve [to]

R R T

(v, 2 0), (3.18)

gdje je v,[to] brzina Eestice u potetnom trenutku t = ¢y,. Uotavamo da se tijekom vremena brzina
Cestice po iznosu smanjuje te da teZi u nulu. Inverznom relacijom (2.15) dobivamo izraz za poloZaj
Cestice
m b
x[t] = xfto] £+ N In |14+ —w,[to](t — to) (ve 2 0), (3.19)
m
gdje je xz[ty] njen poloZaj u poletnom trenutku. Zanimljivo je uotiti da, unato¢ &injenici da iznos
brzine s vr.emenom teZi u nulu, &estica u beskonaéno dugom vremenu prevaljuje beskonaéno dug put.
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Zadaci

Z.3.1: Dva tijela ¢ije su mase m i m + Am povezana su s niti koja je prebalena preko koloture. Odredite
iznos akceleracije ovog sustava za m = 500g, Am = 1g. (Masu niti, masu koloture i sile otpora smatramo
zanemarivim.)

Rj: a = Amg/(2m + Am) ~ Amg/2m ~ 0.0l ms~?2

Z.3.2: lzvedite izraz za napetost niti 1" u sustavu s koloturama iz primjera 3.4.1 te izraunajte njegovu
vrijednost za slu€aj (a) m; = 1kg, me = 3kg kao i za slu€aj (b) u kojem ta tijela zamijene mjesta.

Rj: (a) T = 3mymag/(4my +ma) = 9g/7 = 12.6N, (b) 7" = 9¢/13 ~ 6.79N

Z.3.3: Tijelo mase m smo vezali konopom i povla&imo ga tako da ono stalnom brzinom klizi po vodoravnoj
podlozi s kojom ima koeficijent trenja p. lzvedite izraz za napetost konopa 1" kad on s podlogom zatvara
kut «, a zatim odredite kut o koji konop mora zatvarati s podlogom Zelimo |i da napetost konopa bude $to
je moguée manja te samu napetost konopa u tom sluéaju.

Rj: T[a] = umg/(cosa + psina), LT[l =0 = tga' = pu, T[] = pmg//1 + p2

Z.3.4: Tijelo je brzinom poletnog iznosa vy pokrenuto u klizanje uz kosinu nagiba «: s kojom ima koeficijent
dinamickog trenja uq. Pretpostavljajuéi da je zadovoljen uvjet ug < ps < tga, Sto znadi da ée tijelo ¢im
se zaustavi poleti kliziti niz kosinu (vidi primjere 3.4.2 i 3.4.3), odredite koliko je vremena potrebno da se
tijelo opet nade u pofetnom poloZaju.

Rj: t = (vo/ay) (1+\/a+/a ) a+ = g(sin a £ pq cos «)

Z.3.5: Krenuvsi iz mirovanja, sitno tijelo se spusta iz totke A prema tocki B tako da prvi dio puta
prevaljuje klize¢i bez trenja niz kosinu nagiba «, a ostatak puta prevaljuje klize¢i takoder bez trenja po
vodoravnoj polozi. Vodoravna udaljenost izmedu tofaka A i B veca je od visinske razlike medu njima, a
iznos brzine kojom tijelo klizi po vodoravnom dijelu puta jednak je iznosu brzine koju je tijelo imalo pri dnu
kosine. Odredite nagib « tako da &itavo gibanje traje Sto je moguce krade.

Rj: a =60°

Z.3.6: Na tijelo mase m koje miruje pri z = 0 u trenutku ¢ = 0 pocne djelovati sila ovisna o vremenu ¢&ija
je z-komponenta dana izrazom F,[t] = fte™, gdje su i A\ pozitivne konstante. Odredite trenutak ¢’ u
kojem akceleracija tijela poprima najvedi iznos te x-komponente akceleracije i brzine i z-koordinatu polozaja
u tom trenutku. Zatim odredite z-komponentu brzine nakon vrlo dugog vremena (t — 00).

Rji: ' = 1/), (z)max = az[t'] = B/emA , v [t'] = B(1 —2/e)/mA2,
z[t'] = B(3/e — 1)/mA3, limy o v[t] = B/mA?

Z.3.7: U vrlo jednostavnom modelu moZemo uzeti da se sila koja djeluje na brod koji brzinom iznosa v jedri
niz vjetar brzine iznosa w > v sastoji od sile otpora vode koja je razmjerna kvadratu iznosa brzine broda
u odnosu na vodu te od sile potiska koji proizlazi iz strujanja vjetra oko jedara i koja je razmjerna povrsini
jedara i kvadratu iznosa brzine vjetra u odnosu na brzinu broda. Ako pri vjetru brzine iznosa w = 10kn
(¢vorova) brod dosize brzinu iznosa v = 5 kn, koliko puta treba povecati povriinu jedara da bi brod dosegao
brzinu iznosa v' = 6kn?

Rj: /S = (v'/v)*((w —v)/(w —v"))? = 9/4 = 2.25

Z.3.8: Elektri¢ni automobil Rimac Concept One ubrzava iz mirovanja do brzine iznosa v = 100kmh~! za
7 = 2.6s. Odredi duljinu puta koju pritom prevali taj automobil pretpostavljajuéi (a) da je iznos akceleracije
stalan te (b) da je snaga kojom djeluje motor stalna (vidi primjer 3.6.1).
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Rj: (a) sq = 3vT =36m, (b) sp = 3vT =48m

Z.3.9: Odredi najveéi iznos brzine kojom automobil moZe voziti rotorom polumjera R = 50m bez da
nastupi bo&no proklizavanje, ako je koeficijent (stati¢kog) trenja izmedu njegovih guma i ceste p = 0.5.

Rj: v < /uRg = 56.4kmh~!

Z.3.10: Promjena smjera gibanja zami$ljenog svemirskog broda moZe se ostvariti uklju¢ivanjem “bo&nog
motora” koji na brod djeluje silom koja djeluje okomito na putanju broda. Odredite koliko dugo mora
djelovati bo¢ni motor Zelimo li da brod mase m = 10t i brzine iznosa v = 1 km s ™! skrene za kut A¢ = 60°,
ako motor djeluje silom iznosa F' = 10kN. Zatim odredite koliko bi trajalo skretanje istog broda kad bismo
motorom koji djeluje silom istog iznosa kao i bo¢ni motor najprije zaustavili brod, a zatim ga iz mirovanja
ubrzali u Zeljenom smjeru sve do brzine iznosa jednakog iznosu poletne brzine.

Rj: At = mvA¢/F ~ 17.5min, At' ~ 2mv/F = 33.3min

Z.3.11: n sitnih tijela ukupne mase M povezano je s pomocu n bezmasenih nerastezljivih niti jednake
duljine tako da tijela i niti ¢ine pravilni n-terokut s polumjerom opisane kruZznice R. Kad se taj n-terokut
vrti oko osi koja je okomita na ravninu n-terokuta i koja prolazi njegovim sredistem, napetosti niti ostvaruju
centripetalnu silu potrebnu za kruZno gibanje tijela. Odredi napetost niti ako se m-terokut vrti kutnom
brzinom w te pronadi limes tog izraza kad n teZi u beskona&no. (TraZeni limes opisuje napetost tankog
obruta mase M i polumjera R pri vrtnji kutnom brzinom w.)

Rj: T, = Mw?R/2nsin[n/n|, Tso = lim,, oo T}, = Mw?R/27

Z.3.12: Kut zakreta vodoravne rotirajuée platforme dan je izrazom ¢[t] = ¢ cos Qt, gdje je o9 > 0
amplituda (maksimalni kutni otklon od sredidnjeg polozaja), a 2 je frekvencija titranja. Odredi minimalnu
vrijednost koeficijenta trenja izmedu platforme i tijela koje je poloZeno na platformu na udaljenosti R od osi
vrtnje ako Zelimo da tijelo ne proklizuje pri gibanju platforme.

Rj: > ROP¢o/gza 0 < ¢o <1, p > ROVPPG/g za o > 1
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4 Rad, snaga i energija

Fizi¢ke veli¢ine medu kojima su rad, kineti¢ka energija, konzervativna sila i potencijalna energija
vode nas do zakona o ouvanju mehani¢ke energije. Taj zakon nam u nekim situacijama omoguéuje
predvidanje ishoda fizi¢kog zbivanja bez potrebe za rjeSavanjem Newtonove jednadzbe gibanja.

4.1 Rad sile i snaga

Rad sile: Ako pod djelovanjem sile F £estica napravi pomak dr, kaZemo da je sila obavila

element rada dW definiran izrazom
dW =F - dr. (4.1)

Rad (engl. work) je skalarna fizi¢ka velitina, a njena fizitka dimenzija rada je M L*T 2. Diferencijal
rada takoder moZemo izraziti kao dW = F'ds cos ¥ gdje je F' = |F| iznos sile, ds = |dr| je element
duljine prevaljenog puta, a ¥ je kut koji zatvaraju F i dr. Diferencijal rada jednak je nuli kad je sila
okomita na pomak odnosno ako je ¥ = 7/2. Pozitivan je ako ¥ < 7/2, a negativan je ako 9 > /2.

Ako je F rezultantna (jedina) sila koja djeluje na tijelo, moZemo ju prikazati kao zbroj centripetalne
i tangencijalne sile, F = F, 4+ Fi.,,. S obzirom na to da je centripetalna sila okomita na pomak,
moZemo reci da ona ne obavlja rad odnosno da rad obavlja iskljuivo tangencijalna sila. Diferencijal
rada pozitivan je kad tangencijalna sila djeluje u smjeru gibanja i time poveéava iznos brzine tijela,
a negativan je kad ona djelujuci u suprotnom smjeru smanjuje iznos brzine tijela.

Ako Cestica pod djelovanjem sile F' stigne iz tocke P u tocku @), rad koji sila obavi je

Q rQ
WPQZ/ dW:/ F.dr, (4.2)
P rp

gdje je dr element putanje duZ koje se Cestica gibala. Opcenito, integral kakav se pojavljuje u gornjem
izrazu u matematici zovemo krivuljnim integralom vektorskog polja. On poprima jednostavan oblik
kad je sila F' stalna, a estica se giba pravocrtno ne mijenjajuéi smjer gibanja. Tada mozemo napisati
W = Fscosd, gdje je F' iznos sile, s je duljina prevaljenog puta, a ¥ je kut koji smjer sile zatvara
sa smjerom gibanja. Taj se izraz dodatno pojednostavljuje kad stalna sila iznosa F' djeluje u smjeru
gibanja (¢ = 0) te imamo pozitivan rad W = F's ili kad stalna sila djeluje u suprotnom smjeru od
smjera gibanja (¢ = 7) te imamo negativan rad W = —F's.

Primjer 4.1.1: Rad sile pri guranju tijela uz kosinu

Odredit ¢emo rad sile Fy koja brzinom stalnog iznosa gura tijelo mase m uz kosinu, ako tijelo
pritom prevali visinsku razliku h. Nagib kosine je «, a tijelo s kosinom ima koeficijent trenja p.
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S obzirom na to da se tijelo giba stalnom brzinom, zaklju¢ujemo da je zbroj svih sila koje na
njega djeluju jednak nuli. Sile koje djeluju na tijelo su sama sila Fy koja djeluje u smjeru gibanja
i Ciji rad Zelimo odrediti, sila podloge N, sila teZa mg te sila trenja Fy, &iji je iznos Fy, = plV.
Uvjet i8¢ezavanja zbroja sila u vektorskom obliku glasi

Fo+ N+ mg + F, = 0.

Iz uvjeta is¢ezavanja komponente zbroja sila u smjeru okomitom na kosinu dobivamo N =
mgcos «, a iz uvjeta is¢ezavanja komponente zbroja sila u smjeru gibanja slijedi

Fy =mgsina+ F, = mgsina + uN = mgsin o + pmg cos o« = mg(sin o + 1 cos «v).

Duljina puta koji tijelo prevali klizuéi uz kosinu nagiba « i koja odgovara visinskoj razlici h je

h

sina

S =
Slijedi da je rad koji sila Fy obavi gurajudi tijelo
W = Fys = mgh(1 + pcot ).

Dobiveni izraz za rad teZi u beskonaéno kad nagib kosine tezi u nulu. To je razumljivo jer iznos
sile Fg u tom sluZaju teZi u umg, a duljina puta duZ kosine teZi u beskona&no.

U suprotnom limesu, kad nagib kosine teZi prema 7 /2, sila trenja postaje zanemariva, a rad teZi
u mgh $to odgovara radu sile koja poniStava djelovanje gravitacijske sile iznosa mg duZ puta
duljine h.

Snaga (engl. power) kojom neka sila djeluje je omjer njenog rada AW i vremena At u kojem
je on obavljen u limesu kad At teZi u nulu odnosno derivacija rada po vremenu. MoZe izraziti
jo$ i kao skalarni umnoZzak sile i brzine Cestice,

AW AW F-dr
Atso At dt dt

=F.v. (4.3)

Fizicka dimenzija snage je M L?*T 3. Snagu jo§ moZemo napisati kao P = Fvcos, gdje je I jakost
sile, v je iznos brzine, a ¥ je kut medu vektorima F i v. Snaga je pozitivna kad je ¥ < 7/2, a



S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.) 57

negativna je kad je ¥ > 7/2.

Primjer 4.1.2: Snaga pri guranju tijela uz kosinu

Preuzmemo i iz primjera 4.1.1 izraz za iznos sile koja stalnom brzinom v gura tijelo mase m
uz kosinu nagiba « s kojom tijelo ima koeficijent trenja u, snagu kojom ta sila djeluje mozemo
napisati kao

P = Fv =mguv(sina + pcosa).

S obzirom na to da visinskoj razlici h odgovara duljina puta s = h/ sin «, vrijeme koje je potrebno

za uspinjanje tijela na visinu h je
s h
T = — = N s

v vsina
a s obzirom na to da je snaga stalna u vremenu, rad koji sila pritom obavi je

W = Pt = mgv(sina + 1 cos ) = mgh(1 + pcot a),

vsin o

$to se podudara s izrazom za rad iz primjera 4.1.1.

Primjer 4.1.3: Snaga potrebna za svladavanje sile otpora razmjerne n-toj potenciji brzine

Odredit ¢emo snagu djelovanja sile koja omogucuje gibanje tijela stalnom brzinom ako ona mora
svladavati silu otpora &iji je iznos razmjeran n-toj potenciji iznosa brzine.

Pretpostavimo li da se tijelo giba brzinom stalnog iznosa u pozitivnom smjeru z-osi, jednadZbu
gibanja tijela moZemo napisati u obliku

ma, = F, —bv, =0,

gdje je F} sila &iju snagu ¢emo odrediti, a bv™ je iznos sile otpora. Ispred ¢lana bv™ je negativan
predznak jer pretpostavljamo da se tijelo giba u pozitivnom smjeru x-osi. Slijedi

F, = buy.
Snagu djelovanja te sile dobivamo iz (4.3),
P = Fu, ="

gdje uotavamo da je ona razmjerna za jedan red viSoj potenciji brzine od potencije n kojoj je
razmjerna sama sila otpora.

Na primjer, uzmemo li da je sila otpora pri voZznji bicikla razmjerna kvadratu brzine, snaga
potrebna za odrZavanje stalne brzine na vodoravnoj cesti razmjerna je tre¢oj potenciji iznosa
brzine. Da bi vozio dvostruko ve¢om brzinom, biciklist mora djelovati osam puta ve¢om snagom.
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4.2 Teorem o radu i kineti¢koj energiji

Kineticka energija (engl. kinetic energy) Cestice mase m koja se giba brzinom iznosa v je
skalarna veli¢ina definirana izrazom

K=" (4.4)

Fizicka dimenzija kineti¢ke energije jednaka je fizi¢koj dimenziji rada. Kineti¢ka energija Cestice ne
moZe biti negativna, jednaka je nuli kad Cestica miruje, a veca je od nule kad se Cestica giba. Kineti¢ku
energiju Cestice moZemo jo$ izraziti i kao K = p?/2m, gdje je p = muw iznos koli¢ine gibanja &estice.

Teorem o radu i kinetickoj energiji: Rad AW koji obavi rezultantna sila djelujuéi na &esticu
jednak je promjeni kineti¢ke energije Cestice AK,

AW = AK. (4.5)

Teorem dokazujemo pokazujuéi jednakost diferencijala rada i diferencijala kineti¢ke energije,

dv dr dv? mu?
dW—F-dr—mE-dr—mE-dV—mV-dV—mT—d(T)—dK, (4.6)

gdje smo najprije koristili Newtonovu jednadZbu gibanja F = m‘é—‘;, a zatim jednakost dv? = d(v-v) =

2v - dv. Integracijom [dW = [dK od potetnog do konanog stanja slijedi (4.5), ¢&ime je teorem
dokazan.

Primjer 4.2.1: Rad gravitacijske sile i kona¢na brzina tijela pri slobodnom padu

Najprije éemo odrediti rad koji gravitacijska sila obavi tijekom slobodnog pada tijela s visine h, a
nakon toga ¢emo, zanemarujuci u€inak sila otpora i Zemljine vrtnje, primjenom teorema o radu
i kineti¢koj energiji odrediti iznos brzine koju po&etno mirno tijelo koje padne s visine h ima
neposredno prije udara u tlo. Pritom ¢emo koristiti izraz za gravitacijsku silu koji uzima u obzir
ovisnost njene jakosti o udaljenosti od Zemljine povrgine (visini nad tlom).

Neka je z-os usmjerena uvis te neka z = 0 odgovara razini tla. Gravitacijsku silu u to¢ki r
mozemo opisati izrazom

R2
Fr] = - mg—=k,
) g (R+ 2)?
gdje je m masa tijela, g je iznos akceleracije slobodnog pada pri Zemljinoj povrsini, a R je polumjer
Zemlje (opravdanje za ovakav izraz moZe se naéi u poglavlju 7.3 posveenom gravitaciji). Tijekom
pada tijela s visine h ta sila obavi rad

0 R? Rth qp mgh
AW = [ Flr]-ar = | — 9% 4. = R2/ & _Mmeh
/ [r'] - dr /h Ry "™ | 22T 17 /R

(element duljine prevaljenog puta smo izrazili kao dr’ = dz k, a kasnije smo zbog jednostavnije
integracije koristili varijablu » = R + 2z koja predstavlja udaljenost od Zemljina sredista). Prema
teoremu o radu i kineti¢koj energiji, rad AW jednak je promjeni kineti¢ke energije tijela AK, a
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s obzirom na to da je tijelo poetno mirovalo, promjena kineti¢ke energije jednaka je kona&noj

- 2gh
S\ 1+h/R

Uo¢avamo da se za h < R taj izraz svodi na v = y/2gh $to odgovara slu¢aju u kojem zanemaru-
jemo ovisnost akceleracije slobodnog pada o visini.

tijela neposredno prije udara u tlo,

Primjer 4.2.2: Gibanje tijela pod djelovanjem sile opruge i sile trenja

Slika prikazuje tijelo mase m koje je vodoravnom oprugom konstante k povezano s &vrstim
uporistem, a leZi na vodoravnoj podlozi s kojom ima koeficijent trenja u. Tijelo je prikazano u
poloZaju x = 0 u kojem opruga na njega ne djeluje silom.

0
k — X

é m
Primjenom teorema o radu i kineti¢koj energiji odredit ¢emo poloZaj x5 u kojem ¢e se tijelo po
prvi put zaustaviti pustimo li ga u gibanje iz mirovanja u poloZaju z; = —A u kojem je opruga
sabijena te djeluje na tijelo silom iznosa kA. Pretpostavljamo da je iznos sile kojom opruga

djeluje u pocetnom poloZaju veci od iznosa sile trenja, kA > umg, jer se u protivnom tijelo ne
bi polelo gibati.

Z

S obzirom na to da u pocetnom i u kona¢nom poloZaju tijelo miruje, promjena kinetitke energije
tijela je jednaka nuli,
AK — KQ — Kl — 0

Prema teoremu o radu i kineti¢koj energiji to znadi da je nuli jednak takoder i rad koji na putu
od pocetnog do konaénog polozaja obave sile koje djeluju na tijelo,

AW = W12 - 0,
iz ¢ega moZemo odrediti poloZaj tijela u kojem ¢e se ono zaustaviti.

x-komponentu sile kojom opruga djeluje na tijelo moZemo napisati kao —kx, gdje je x koordinata
poloZaja tijela, a s obzirom na to da se tijelo sve do njegovog prvog zaustavljanja giba u pozitivnhom
smjeru x-osi, x-komponentu sile trenja moZemo napisati kao —umg. x-komponenta rezultantne
sile je prema tome

Fyla] = —ka — pmyg,

a rad koji ona obavlja gurajudi tijelo od x; do x5 je

T2 T2 z2
W12:/ dW:/ Fw[x]dx:/ (—kz — pmg) dz

k
= —5 (23 — 27) — pmg(z2 — 1)

2

— (—(:c1 + o) + umg) (21 — 22).
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Uvjet Wiy = 0 je zadovoljen za x5 = x; = — A $to ne predstavlja rjeSenje postavljenog problema
te za

Uotavamo da bi se u odsutnosti trenja (1 = 0) tijelo po prvi put zaustavilo u poloZaju x5 = A
pri kojem je opruga rastegnuta upravo onoliko koliko je u poletnom poloZaju bila sabijena. Taj
rezultat je u skladu s ¢injenicom da bi u odsutnosti trenja promatrani sustav titrao amplitudom
A oko ravnoteznog poloZaja x = 0. Takoder uofavamo da u prisutnosti trenja tijelo do svog
prvog zaustavljanja prevaljuje put koji je manji od 2A koliko bi iznosila duljina prevaljenog puta
kad trenje ne bi bilo prisutno.

4.3 Konzervativna sila i potencijalna energija

Rad u polju sile: Kad na esticu djeluje sila koju moZemo opisati vektorskom funkcijom F|r, ] koja
ovisi o poloZaju Zestice r i o vremenu t, funkciju F[r,¢] zovemo poljem sile (engl. force field), a za
Cesticu kaZemo da se “nalazi u polju” te sile. Slika pokazuje nekoliko razli¢itih putanja oznalenih
brojevima duz kojih &estica u polju neke sile moZe sti¢i od tocke P do totke ().

(1) Q

p (3)

Opcéenito, rad Wpq koji polje sile F[r,t] obavi pomituéi &esticu od P do () osim o vremenu ovisi i
o odabiru putanje.

Konzervativna sila: Ako sila opisana poljem F|[r| koje ne ovisi o vremenu i koje ima svojstvo

da za bilo koji odabir to¢aka P i () rad Wp( koji sila obavi pomi€uci &esticu od P do () ne ovisi
o odabiru putanje, o o
1 2

WPQ :WPQ: "':WPQ7 (4_7)

kazemo da je F[r| konzervativna sila (engl. conservative force) odnosno da je polje F|r] konzer-
vativno polje.

Rad Wpq koji konzervativna sila obavi duz neke putanje od totke P do totke () i rad Wgyp koji
ona obavi duz iste putanje u suprotnom smjeru jednaki su po apsolutnoj vrijednosti i suprotnog su
predznaka,

Wop + Wpg =0, (48)

a s obzirom na to da rad konzervativne sile ne ovisi o odabiru putanje, gornja jednakost vrijedi i
kada na putu od P do @) i u povratku od () do P koristimo razli¢ite putanje. Nadalje, s obzirom
na slobodu odabira to¢aka P i () te na slobodu odabira polazne i povratne putanje, slijedi da je
ukupni rad koji konzervativna sila obavi duZ bilo koje zatvorrene putanje (na bilo kojem “kruznom
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putovanju”) jednak nuli. Taj uvjet zapisujemo kao

%dW:%F-drzo, (4.9)

gdje kruzi¢ na znaku integrala oznacava da se radi o krivuljnom integralu vektorskog polja duz
zatvorene putanje. Gornji uvjet istovjetan je uvjetu (4.7) koji smo koristili kao definiciju konzervativne
sile.

Osim uvjetima (4.7) i (4.9), uvjet konzervativnosti vektorskog polja moguce je izraziti i na nacin koji
proizlazi iz primjene teorema o rotaciji vektorskog polja (tzv. Stokesov teorem). Kako poznavanje
tog teorema nadilazi oCekivanu razinu matematic¢ke pripremljenosti Citatelja, ovdje navodimo samo
konatni rezultat u obliku koji moZemo primijeniti kad je vektorsko polje F[r] zadano njegovim kompo-
nentama Fy[z,y, 2|, Fy[x,y, 2] i F.[z,y, 2] u pravokutnom koordinatnom sustavu. U tom se slu¢aju
uvjet konzervativnosti moZe izraziti trima jednakostima medu parcijalnim derivacijama komponenata
polja sile po koordinatama pravokutnog koordinatnog sustava,
or, 0F, 0F, OF, oF, O0F,

=_9Y = = . 4.1
dy or’ 0z oy’ Ox 0z (4.10)

Uvjeti (4.7), (4.9) i (4.10) su istovjetni.

Primjer 4.3.1: Konzervativnost polja sile teZe pri Zemljinoj povrsini

Djelovanje sile teZe na &esticu mase m pri Zemljinoj povrsini moZemo opisati homogenim poljem
F[r] =F = —mgk,

gdje je g iznos akceleracije slobodnog pada, a z-os je usmjerena uvis. Pokazat ¢emo da je to

polje konzervativno na dva nadina.

e Pomak Cestice moZemo izraziti kao
dr =dri+dyj+dzk,
nakon ¢ega uotavamo da element rada
dW =F -dr = —mgdz

koji obavi gravitacijska sila ovisi isklju¢ivo o z-komponenti pomaka Cestice. Rad koji grav-
itacijska sila obavi na putu od totke P do tocke @),

Q@ 2Q
WpQ:/ F~dr:/ —mgdz = mg(zp — 20),

P zp

ovisi iskljuéivo o z-koordinatama toéaka P i (), odnosno o razlici visina tih to¢aka, a ne ovisi
o odabiru putanje duz koje je Cestica stigla od jedne do druge totke. Time smo pokazali
da je zadovoljen uvjet (4.7).

e Bududi da je polje homogeno, a to znadi da ima jednak iznos i smjer u svim to¢kama
prostora, njegove komponente u pravokutnom koordinatnom sustavu su konstante te je
uvjet (4.10) otigledno zadovoljen (sve parcijalne derivacije jednake su nuli).
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Primjer 4.3.2: Polje nekonzervativne sile
Razmotrit ¢emo silu opisanu poljem
Flr] = k(r-i)j = rzj,
gdje je Kk pozitivna konstanta, a i i j su uobiajeni jedini¢ni vektori u z, y-ravnini. Na dva nacina
¢emo pokazati da ta sila nije konzervativna.

e Slika prikazuje vektore sile u nekoliko to¢aka na z-osi te zatvorenu putanju oblika kvadrata

duZ koje ¢emo izralunati rad sile.
Y

N

T !

Rac¢unamo li rad duz kvadratne putanje u smjeru naznaéenom na slici, nalazimo da duZ
obiju stranica kvadrata paralelnih s y-osi sila gleda u smjeru pomaka $to znadi da obavlja
rad koji je veci od nule. DuZ stranica koje su paralelne s x-osi rad sile je je jednak nuli jer
je sila okomita na te stranice. Slijedi da je rad sile duZ zatvorene putanje veéi od nule. To
znadi da uvjet (4.9) nije zadovoljen odnosno da sila nije konzervativna.

e Komponente ovog polja su F, =0, F,[z]| = kz i F, = 0. Uotavamo da vrijedi

oF, OF,

o 0 gy T

Sto znadi da uvjet (4.10) nije zadovoljen odnosno da je sila nekonzervativna.

Napomena o polju sile u 1D: Kad je gibanje Cestice ograni¢eno na gibanje duZ pravca, kruZnice
ili neke druge krivulje, kaZemo da se radi o gibanju u jednodimenzionalnom prostoru (1D). Kad ta
krivulja nije zatvorena, postoji samo jedna putanja duZ koje Cestica moZze sti¢i od neke totke P do
neke druge tocke () na krivulji. Slijedi da u 1D svako polje sile koje ovisi isklju¢ivo o poloZaju &estice
moZemo smatrati konzervativnim poljem.

Potencijalna energija cestice (engl. potential energy) koja se nalazi u polju konzervativne sile
F[r| je skalarna fizitka veli¢ina Ulr] definirana kao rad koji je potrebno obaviti kako bismo svla-
davajuci konzervativnu silu prenijeli esticu od dogovorenog referentnog poloZaja ry do poloZaja
r,

Ult] = —/rF[r’] dr. (4.11)

Samu potencijalnu energiju moZemo shvatiti kao skalarno polje Ulr| pridruZzeno nekom konzer-
vativnom vektorskom polju F|[r].
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Negativan predznak ispred integrala u (4.11) je prisutan jer, prema definiciji potencijalne energije,
ra¢unamo rad koji obavljamo suprostavljajuéi se konzervativnoj sili ', a to zna&i da djelujemo suprot-
nom silom.

S obzirom na svojstvo konzervativnosti polja sile, integraciju u (4.11) moZemo provesti duZ bilo koje
putanje s referentnom to¢kom r( kao pocetnom i r kao konanom to¢kom. Potencijalnu energiju nije
moguce definirati za polje sile koja nije konzervativna jer bi u tom slu¢aju vrijednost integrala ovisila
o odabiru putanje te Ulr] vise ne bi bila jednozna&no definirana veli¢ina.

Sloboda odabira referentne totke ry u definiciji potencijalne energije (4.11) istovjetna je dodavanju
konstante potencijalnoj energiji. Odaberemo li “crtani” referentni poloZaj r{,, kao putanju koju
koristimo pri ra&unanju “crtane” potencijalne energije U’[r] moZemo odabrati putanju koja prolazi
“necrtanim” referentnim poloZajem ry. Tada integral moZemo rastaviti na dva dijela,

r ro r
UM:—/FWLM:—/‘Hﬂdﬂ—/Fwymkwma+ﬂﬂ (4.12)
r! ry ro
U posljednjem koraku smo prvi ¢lan prepoznali kao konstantu, a drugi ¢lan kao “necrtanu” potenci-
jalnu energiju Ulr].

Diferencijal potencijalne energije moZzemo izraziti kao
dU = —F]r] - dr, (4.13)

gdje je F[r] - dr diferencijal rada koji obavi konzervativna sila. Taj nam izraz dopusta da polje
konzervativne sile izrazimo kao negativnu derivaciju potencijalne energije po poloZaju,

mﬂ:_%Um. (4.14)

Uoavamo da odabir referentnog poloZaja koji se prema (4.12) svodi na dodavanje konstante potenci-
jalnoj energiji nema utjecaj pri ratunanju polja sile jer je derivacija konstante jednaka nuli. Koristimo
li pravokutne koordinate, potencijalnu energiju moZemo shvatiti kao funkciju koordinata x, y i z, a
gornji izraz poprima jednostavan oblik

ou., oU., oU

F[r]:—al—a—y —a .

(4.15)

Prepoznajemo da su z, y i z-komponenta konzervativne sile jednake negativnim parcijalnim derivaci-
jama potencijalne energije po koordinatama z, y i z.

Primjer 4.3.3: Gravitacijska potencijalna energija pri Zemljinoj povrsini

U primjeru 4.3.1 smo pokazali da je homogeno polje
F=-mgk

kojim opisujemo gravitacijsku silu pri Zemljinoj povrsini konzervativno polje. To znadi da Cestici
koja se nalazi u tom polju moZemo pridruZiti potencijalnu energiju. Koristeci (4.11) te uzimajudi
ro = 0 kao referentnu tocku imamo

U[r]:—/ F-dr’:—/ (—mgk)-(dx’i+dy'j+dz’k):mg/ dz' = mgz.
0 0 0
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Primjenom izraza (4.15) iz dobivenog izraza za potencijalnu energiju moZemo dobiti polazni izraz
za polje gravitacijske sile,
ou 0
Frjl=——-k=—— k=-mgk
1] =~k = = (mg2) k= —mg
(parcijalne derivacije potencijalne energije U po koordinatama z i y nismo pisali jer U ovisi samo
o z-koordinati).

Primjer 4.3.4: Potencijalna energija u polju elasti¢ne sile (potencijalna energija opruge)

Silu koja djeluje na Cesticu koja se giba duZ x-osi i koja je oprugom konstante k& povezana s
¢vrstim uporistem moZemo opisati poljem

F.[z] = —kx

(zbog jednostavnosti smo uzeli da * = 0 odgovara ravnoteznom poloZaju &estice). To polje
zovemo jo$ i poljem elasti¢ne sile, a s obzirom da se radi o gibanju u jednodimenzionalnom
prostoru smatramo ga konzervativnim poljem.

Potencijalna energija Cestice u odnosu na referentno stanje x = 0 je prema definiciji

T T T 1
Ulz] = _/ F, 2] da’ = —/ (—kz')da' = k;/ 7' da’ = ~ka?.
0 0 0 2

Ona odgovara radu koji obavljamo sabijajudi ili razvlaéeci oprugu te ju jo§ zovemo i potencijalnom
energijom opruge ili potencijalnom energijom elasti¢ne sile ili jednostavno elasti¢nom potencijal-
nom energijom. Primjenom (4.15) iz potencijalne energije moZzemo dobiti polazni izraz za polje
sile,

F,[z] = —((%U[x] = —kux.
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4.4 Ocuvanje mehanicke energije

Mehanitka energija cestice (engl. mechanical energy) koja se giba pod djelovanjem konzer-
vativne sile je zbroj njene kineti¢ke i njene potencijalne energije,

E=K+U. (4.16)

Ukoliko istovremeno na Cesticu djeluje nekoliko konzervativnih sila, U predstavlja zbroj odgo-
varajucih potencijalnih energija.

Ocuvanje mehanicke energije: Mehanitka energija Cestice koja se giba iskljuivo pod djelo-
vanjem konzervativnih sila je stalna u vremenu (ne mijenja se) te kaZemo da je ona ofuvana
fizitka veli¢ina. Pisemo E = konst. ili

AE = AK + AU =0. (4.17)

Gornja tvrdnja slijedi iz dosada$njih razmatranja. Na osnovu teorema o radu i kineti¢koj energiji
imamo AK = AW, a na osnovu definicije potencijalne energije imamo AU = —AW, gdje je AW
rad koji obavi konzervativna sila.

Primjer 4.4.1: Vilo jednostavan model trampolina

Tijelo mase m pada s visine h na platformu zanemarive mase koja je oprugom konstante k
oslonjena o &vrsto tlo. Koriste¢i ouvanje mehanitke energije, odredit ¢emo koliko je opruga
sabijena u trenutku u kojem se tijelo po prvi puta zaustavi.

Najprije razmatramo mehani¢ku energiju u poletnom stanju. Kineti¢ka energija je jednaka nuli jer
tijelo miruje, a s obzirom na to da opruga nije sabijena, potencijalna energija se sastoji iskljucivo
od gravitacijske potencijalne energije tijela koje se nalazi pri x = h. Odaberemo li razinu platforme
u poletnom stanju kao referentnu razinu gravitacijske potencijalne energije, u poletnom stanju

imamo
K =0, U = mgh, Eooe. = K +U = mgh.

Sada razmatramo mehani¢ku energiju u konanom stanju. Kineti¢ka energija je i ovdje jednaka
nuli jer tijelo miruje, a potencijalna energija se sastoji od gravitacijske potencijalne energije tijela
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koje se nalazi pri = = £ te od potencijalne energije opruge koja je sabijena za ||,
L o L o
KZO? U:mg§+§k§7 Ekon:K+U:mg€+§k€
Iz uvjeta o€uvanja mehanicke energije, Lion. = Epoz., slijedi uvjet
L
mgh = mgé + 51{;5 ,

a rjeSavanjem kvadratne jednadZbe po £ dobivamo

ggza—%§(1i 1+2Mﬂnw>.
Prepoznajemo da & predstavlja rjeSenje zadanog problema jer je & > 0 te odgovara gornjoj tocki
do koje bi tijelo doslo kada bi zalijepljeno za platformu nastavilo zajedno s njom titrati na opruzi.
Takoder moZzemo uotiti da aritmetitka sredina dvaju dobivenih rje¥enja, zo = (& + &)/2 =
—mg/k, odgovara ravnoteznom poloZaju tijela u kojem bi ono moglo trajno mirovati jer je
gravitacijska sila iznosa mg uravnoteZena silom opruge iznosa kxy.

Prisutnost nekonzervativnih sila: Kad uz konzervativne sile na &esticu djeluju i nekonzervativne
sile, mehanicka energija Cestice nije oCuvana veli¢ina. Rad koji je potrebno obaviti kako bi Zestica
svladala nekonzervativne sile oznatavamo s () (same nekonzervativne sile obavljaju rad —Q)). Prema
teoremu o radu i kineti¢koj energiji, promjena kineti¢ke energije ¢estice AK jednaka je radu koji sile
obave nad lesticom, a kad su prisutne konzervativne sile i nekonzervativne sile, moZemo napisati
AK = —AU — AQ, gdje je —AU rad konzervativnih, a —AQ je rad nekonzervativnih sila. Slijedi

AE = AK + AU = —AQ. (4.18)

Disipativne sile ili sile otpora su najpoznatiji primjer nekonzervativnih sila. Njihov je smjer suprotan
smjeru gibanja Cestice te je rad koji obavljaju negativan. Slijedi da je rad A(Q) koji Cestica obavlja
svladavajudi te sile pozitivan te da je, prema izrazu (4.18), promjena mehanitke energije AE neg-
ativna. To nam govori da se mehanicka energija Cestice smanjuje, odnosno da se dogada rasipanje
(disipacija) energije pri svladavanju sila otpora.
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4.5 Dijagram energije u 1D, stabilna i nestabilna ravnoteza

Dijagram energije za Cesticu koja se giba duZ pravca, kruznice ili neke druge krivulje odnosno u
bilo kojem jednodimenzionalnom prostoru (1D) pod djelovanjem konzervativne sile grafitki je prikaz
ovisnosti potencijalne energije Cestice o koordinati poloZaja na kojem je takoder naznaéena mehanicka
energija Cestice. Dijagram energije jasno pokazuje smjer gibanja u kojem se kineti¢ka energija Cestica
povecava $to odgovara smjeru djelovanja konzervativne sile, podruéja u kojima se estica moZe gibati,
tzv. zabranjena podruéja u kojima se ona ne moze nadéi jer njena mehani¢ka energija nije dovoljno
velika, totke obrata (engl. turning points) u kojima se Cestica na trenutak zaustavlja i mijenja smjer
svog gibanja te totke ravnoteZe (engl. equilibrium points) u kojima bi Cestica mogla trajno mirovati.

Primjer 4.5.1: Zabranjeno podruéje i tocke obrata u dijagramu energije

Prikazan je moguci dijagram energije Cestice koja se giba duZ x-osi pod djelovanjem konzervativne
sile. Prikazane su potencijalna energija U[z] i mehanitka energija Eestice . Mehanitku energiju
smatramo ofuvanom u vremenu, a samim time i jednakom u svim to¢kama u kojima se Cestica
mozZe nadi.

Energija

—0U > F —

|
Zabranjeno |
podrudje |
|
]
I

+~——— - — =

X T2

Na dijagramu prepoznajemo sljedele:

e U podrugjima x < z; i * > x5 mehani¢ka energija Cestice £ = K + U veca je od
potencijalne energije U. To znadi da je kineti¢ka energija K veca od nule odnosno da
se Cestica giba u jednom ili u drugom smjeru (sam dijagram energije ne govori o smjeru
gibanja).

e U podru¢ju z; < x < x5 potencijalna energija U veéa je od mehanicke energije £ = K+U.
S obzirom na to da kineti¢ka energija K ne moZe biti negativna, estica se ne moZe naci
u ovom podruéju. To podruéje zovemo zabranjenim podruéjem.

e U podru¢ju u kojem je £ > U, smjer gibanja u kojem se potencijalna energija Cestice
smanjuje odgovara smjeru u kojem kineti¢ka energija Cestice raste, a to znaci da na Cesticu
djeluje sila upravo tog smjera odnosno smjera u kojem se potencijalna energija smanjuje.
Taj zaklju€ak je u skladu s izrazom za z-komponentu sile

Eld] = 2 Ul

koji slijedi iz (4.15). Ovdje moZemo uotiti da u neposrednoj blizini zabranjenog podrugja
na Cesticu djeluje “odbojna sila".

e Kad Zestica usporavajuéi naide na rubnu totku zabranjenog podrugja (ovdje su to totke
x = x1 i x = x3), njena kinetitka energija jednaka je nuli $to zna&i da ona u tom trenutku
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miruje. Medutim, kako na nju djeluje “odbojna sila”, njena akceleracija gleda u smjeru iz
kojeg je Cestica dosla i Cestica se pofinje gibati unazad. Zbog toga rubne totke zabranjenog
podru¢ja zovemo to¢kama obrata.

Stabilna i nestabilna ravnoteza: Toc¢ke u polju konzervativne sile u kojima Cestica moZe trajno
mirovati zovemo to¢kama ravnoteze. Kineti¢ka energija Cestice koja miruje u takvoj tocki jednaka
je nuli, a dodamo |i joj malu koli¢inu kineti¢ke energije, ona ée se pocleti gibati u nekom smjeru.
Ako se nakon toga kineti¢ka energija po¢ne smanjivati, Cestica naide na tolku obrata i polne se
vralati prema tolki ravnoteZe, kaZemo da se radi o stabilnoj ravnoteZi (engl. stable equilibrium).
U suprotnom, ako se kineti¢ka energija Cestice po¢ne poveclavati, kazemo da se radi o nestabilnoj
ravnoteZi (engl. unstable equilibrium).

U totkama ravnoteZe na Zesticu ne djeluje sila, te je prema (4.15) derivacija potencijalne energije
po koordinati poloZaja u tim to¢kama jednaka nuli. To moZe znaditi da se radi o minimumu ili
o maksimumu potencijalne energije. Ako se radi o minimumu potencijalne energije, udaljavanjem
Cestice od njega kineti¢ka se energija smanjuje pa zaklju¢ujemo da minimum potencijalne energije
odgovara tocki stabilne ravnoteZe. Udaljavanjem od maksimuma potencijalne energije kineti¢ka se
energija povecava Sto znadi da se radi o toc¢ki nestabilne ravnoteze.

Takoder moZemo re¢i da je sila u neposrednoj okolini tolke stabilne ravnoteZe usmjerena prema
samoj totki ravnoteZe (sila je privla¢na), dok je u neposrednoj okolini to¢ke nestabilne ravnoteZe sila
usmjerena od toke ravnoteze (sila je odbojna).

Primjer 4.5.2: Stabilna i nestabilna ravnoteZa

Prikazan je dijagram energije Cestice s nekoliko to¢aka ravnoteze.

Energija |

Uoc¢avamo sljedece:

e U z; i x3 potencijalna energija ima maksimume $to znali da su to tocke nestabilne
ravnoteze.

e U x5 i x4 potencijalna energija ima minimume $to znadi da su to tocke stabilne ravnoteZe.

e Cestica s energijom E naznalenom na dijagramu moZe trajno mirovati u x1 i u x4, ali ne
i u xy gdje ima kineti¢ku energiju ve¢u od nule kao ni u x3 koja se nalazi u zabranjenom
podrudju.
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Zadaci

Z.4.1: Elektri¢ni automobil Rimac Concept Two ubrzava iz mirovanja do brzine iznosa v; = 100kmh~!
za 71 = 1.97s, a iz mirovanja do vo = 300kmh~' mu je potrebno 7 = 11.8s. Ne uzimajuéi u obzir
sile otpora koje djeluju na automobil odredite srednju snagu kojom je u tim intervalima djelovao pogonski
sustav te ju usporedite sa snagom Py, = 1408 kW koja je navedena u specifikaciji. Za masu automobila
s voza¢em uzmite m = 2000 kg.

Rj: P = mv? /21 ~ 392kW, Pi/Puax =~ 28% Py = mv3 /215 ~ 589kW, Po/Puax =~ 42%

Z.4.2: Najveca brzina koju automobil mase m = 1000kg i snage motora Ppa.x = 50kW moZe postiéi na
vodoravnoj cesti iznosi vmax = 150kmh~!. Pretpostavljajuéi da je sila otpora koja djeluje na automobil
razmjerna kvadratu brzine, odredite asimptotsku brzinu kojom bi se on gibao s ugasenim motorom na
nizbrdici nagiba o = 5°.

Rj: v = /(mgvd o sin @)/ Prax = 127km h™!

Z.4.3: Koristenjem postupka sli¢nog onome iz primjera 4.3.1 pokaZite da je polje sile iz primjera 4.2.1
takoder konzervativno polje.

Z.4.4: Pokazite da vektorsko polje dano izrazom (4.15) zadovoljava uvjet konzervativnosti (4.10) za svako
skalarno polje U|r].

Z.4.5: Sitno tijelo mase m = 1kg obje¥eno je s pomocu bezmasene niti o &vrsto uporiste (tzv. matematitko
njihalo), otklonjeno je iz ravnoteZnog poloZaja za kut oy = 45° te je pusteno u gibanje iz mirovanja. Odredi
napetost niti u trenutku u kojem tijelo prolazi ravnoteznim poloZajem.

Rj: T'=mg(3 — 2cosap) = 15.6 N

Z.4.6: Sitno tijelo klizi bez trenja niz padinu koja u svom podnoZju prelazi u kruZnu petlju polumjera
zakrivljenosti R (vidi sliku). Po ulasku u petlju tijelo nastavlja kliziti po njenoj unutra3njoj strani. Odredite
najmanju visinu u odnosu na najniZu to¢ku petlje s koje je potrebno ispustiti tijelo, Zelimo |i da ono pri
prolasku kroz najvidu totku petlje ne izgubi kontakt s podlogom (stropom).

S 4
| T
h J

| /|

Z.4.7: Tijelo miruje na vodoravnoj podlozi po kojoj moze klizati bez trenja, a vodoravnom oprugom
konstante k = 50N m™! je povezano sa &vrstim uporitem. U nekom trenutku na tijelo po¢ne djelovati
vodoravna sila stalnog iznosa Fy = 3N usmjerena tako da rasteZe oprugu. Odredite maksimalnu kineti¢ku
energiju koju tijelo postize prije nego Sto se zaustavi.

Rj: hmin = 5R/2

Rji: K =F2/2k=0.09]

Z.4.8: Bungee skakat mase m = 75kg namjerava skotiti s platforme koja se nalazi na visini H = 35m
iznad tla. Skakat je za platformu vezan elasti¢nim uZetom koje u nerastegnutom stanju ima duljinu £ = 12m,
a koje se pri rastezanju pona%a kao opruga konstante k = 150 Nm™!. Zanemarujuéi masu uZeta i poletnu
brzinu skakada, odredite visinu nad tlom pri kojoj se on po prvi puta zaustavlja te iznos njegove akceleracije
u tom trenutku.
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Rj: h=H — —%<1+,/1+§n—’fgf):6.2m,a:g,/1+§n—’fgf:2.4g

Z.4.9: Viak mase m = 500t se u potetnom trenutku gibao brzinom iznosa vy = 10kmh~!, a narednih
ga je At = 30s lokomotiva ubrzavala duz vodoravne pruge djelujuéi stalnom snagom P = 2MW. Odredi
duljinu prevaljenog puta u tom intervalu vremena te iznos kona¢ne brzine. Ucinak svih sila otpora smatramo
zanemarivim.

Rj: s = (m/3P)((v3 + (2P/m)At)3/2 — ) ~323.1m, v; = (v + (2P/m)At)"/? ~ 56.7km h~!
Z.4.10: Potencijalna energija &estice koja se giba duZ x-osi je dana izrazom

Uo

T G

gdje su Uy > 0 i a konstante. Kad se mehani¢ka energija F Cestice nalazi unutar intervala —Uy < F < 0
Lestica titra u podru¢ju omedenom krajnjim totkama x = +A. Odredite amplitudu titranja A te iznos sile

koja djeluje na Cesticu pri x = +A.
P A=aqa,/% I+ A] = 2E2 /U
Rj: a1 — L el Al = 75/ — 1
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5 Mehanika sustava cCestica

U ovom poglavlju razmatramo gibanje sustava dviju ili vise Cestica u kojem je osim djelovanja tzv.
vanjskih sila prisutno i medudjelovanje Cestica tzv. meducesti¢nim silama. Klju&nu ulogu pri opisu
medudjelovanja Cestica ima treCi Newtonov zakon iz kojeg proizlaze zakon ocuvanja koli¢ine gibanja i
zakon ocuvanja kutne koli¢ine gibanja sustava Cestica. Ti zakoni nam, uz zakon o o€uvanju mehanicke
energije koji smo upoznali u prethodnom poglavlju, omoguéuju da predvidimo neke ishode nekih
fizickih procesa bez poznavanja svih pojedinosti o medudjelovanju &estica. Osim toga ovo poglavlje
uvodi pojmove srediSta mase sustava Cestica te referentnog okvira vezanog uz srediste mase, a kao
primjer primjene zakona o¢uvanja koli¢ine gibanja detaljno su obradeni sudari dviju &estica u jednoj
dimenziji. Nekim svojstvima sudara Cestica takoder se bavi dodatak B.

5.1 Unutarnje i vanjske sile u sustavu &estica i tre¢i Newtonov zakon

Sustav Cestica: Razmatramo fizi¢ki sustav koji se sastoji od N > 2 &estica koje obiljeZavamo
indeksom ¢ = 1,..., N. Masu i-te Cestice obiljeZavamo s m;, njen poloZaj u odnosu na odabrano
ishodiste s r;, brzinu s v;, koli¢inu gibanja s p; = m;v;, i.t.d. Fizi¢ke veli¢ine koje govore o &itavom
sustavu oznaavamo simbolima bez indeksa. Na primjer, masa sustava Cestica je zbroj masa svih
¢estica u sustavu,

7

Unutarnje i vanjske sile u sustavu cestica: JednadZbu gibanja i-te Cestice mozemo napisati kao

dp; (ext)
o =E=F g Fji, (5.2)
Ve

gdje je F; koja djeluje na Cesticu. Ta se sila sastoji od tzv. vanjske sile FEeXt) koja djeluje na i-tu
Cesticu neovisno o prisutnosti drugih Cestica te od zbroja tzv. unutarnjih sila, odn. sila kojima sve
ostale Cestice u sustavu djeluju na i-tu Cesticu. Unutarnju silu kojom j-ta Cestica djeluje na i-tu
Cesticu oznacavamo s Fj;, a Z#i oznacava zbroj po svim vrijednostima indeksa j, uz izostavljanje
vrijednosti 7 = ¢ jer silu kojom Cestica djeluje na samu sebe nema smisla uzimati u obzir.

Treci Newtonov zakon sadrZi temeljnu pretpostavku o medudjelovanju Cestica:

Ako Cestica 1 djeluje na Cesticu 2 silom ¥'5, onda Cestica 2 djeluje na &esticu 1 silom

F21 = _F12-
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Podrazumijeva se da smjerovi sila kojima &estice djeluju jedna na drugu leZe na pravcu koji prolazi
totkama u kojima se Cestice nalaze. Slika prikazuje privlatno i odbojno medudjelovanje Eestica te

situaciju koja nije dopustena bez obzira na to $to u njoj vrijedi Fy; = —F5.
S e /
Fi; Fi, Fiy L
/ /m2
/ /M
Fa Fa o F
my 21
i, 7/
Privlatno medudjelovanje Odbojno medudjelovanje Nije dopusteno

5.2 Ocuvanje kolic¢ine gibanja sustava

Koli¢ina gibanja sustava cestica je zbroj koli¢ina gibanja svih &estica u sustavu,

P=p1+---+pN=Zpi=Zmivi. (5.3)

Primjer 5.2.1: Koli¢ina gibanja Cvrstog tijela u translacijskom gibanju

Shvatimo li &vrsto tijelo kao sustav velikog broja &estica, masa tijela m je zbroj masa m; Cestica
koje ine tijelo, a kad se takvo tijelo giba translacijski (bez rotacije), brzine svih Zestica su
medusobno jednake te moZemo pisati v; = v. Koli¢ina gibanja sustava je

p:Zmivi:ZmiV: <Zml> vV =mV,

Sto opravdava uobiajenu primjenu izraza za koli¢inu gibanja Cestice na ¢vrsto tijelo koje se,
strogo govoredi, sastoji od velikog broja Cestica.

Vremenska derivacija koli¢ine gibanja sustava jednaka je zbroju vanjskih sila koje djeluju na Cestice

sustava, q q

ap P: o (ext) ) (ext) _ y(ext)

RS SEOREINC +gF)_ZF _Fe (54)
dok unutarnje sile u sustavu nemaju nikakav utjecaj. U gornjem racunu smo najprije koristili definiciju
(5.3) i nakon toga jednadZbu gibanja i-te &estice (5.2). U posljednjem koraku smo prepoznali da
je &an ). Z#i F;; jednak nuli jer je svaka sila F;;, prema tre¢em Newtonovom zakonu, u zbroju
poniStena njoj suprotnom silom F ;.

Ocuvanje koli¢ine gibanja sustava: |z jednadZbe (5.4) slijedi da je koli¢ina gibanja sustava
otuvana veli¢ina (stalna u vremenu) kad je zbroj vanjskih sila koje djeluju na Zestice sustava
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jednak nuli,
dp _

F(ext) =0 A _
dt

0. (5.5)

Primjer 5.2.2: Gubitak kineti¢ke energije u sudaru dvaju tijela

Tijelo mase my nalijee brzinom iznosa v; na mirno tijelo mase my te u sudaru nastaje novo
tijelo mase m; + my koje se nastavlja gibati brzinom iznosa v’ (takav sudar zovemo savrieno
neelasti€nim sudarom, vie o vrstama sudara u poglavlju 5.5). Kineti¢cka energija K i iznos
koli¢ine gibanja sustava p prije sudara su

1 2

K= levl i p = mqvy,

dok nakon sudara (oznaka ') moZemo pisati

1
K' = §(m1 + mg v i p = (my+mo)v.
Uvjet oluvanja koli¢ine gibanja p’ = p nam daje
/ mivy

V= —
mi1 + mao

Sada moZemo izvesti izraz za koli¢inu kineti¢ke energije koja se u ovakvom sudaru pretvara u
druge oblike energije, npr u toplinu @,

2
mqv; ) mivd  my

1 1
— K — K = —my? — = .
Q myv; 2(m1 +msy) <m1 ey > it

2

Uolavamo da nam je uvjet ocuvanja koli¢ine gibanja sustava omogucio da odredimo toplinu @)
bez poznavanja pojedinosti o medudjelovanju tijela tijekom samog sudara.

Primjer 5.2.3: Sabijena opruga pokrece dva tijela u suprotnim smjerovima

Tijela ¢ije su mase my i mo leze na vodoravnoj podlozi po kojoj mogu klizati bez trenja. U
pocetnom stanju se medu tijelima nalazi opruga zanemarive mase, a tijela su povezana s niti koja
oprugu drZi sabijenom. Tijela miruju, a rad uloZen u sabijanje opruge odgovara potencijalnoj
energiji Uy opruge u pofetnom stanju sustava.

U

0000000
m1 Hoe00000

U nekom trenutku dolazi do pucanja niti koja povezuje tijela. Rastezudi se, opruga neko vrijeme
djeluje na oba tijela, a kad postigne svoju ravnoteZnu duljinu, tijela se nastavljaju gibati u suprot-
nim smjerovima jedno neovisno o drugom. S obzirom na to da u ovom sustavu nisu prisutne
disipativne sile (trenje s podlogom je prema pretpostavci zanemarivo), mehanitka energija sus-
tava je o€uvana veli¢ina pa zaklju¢ujemo da se potencijalna energija opruge u cijelosti pretvara u
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kineti¢ku energiju tijela. Pisemo

1 1
72 72
FE = U(] = 57711’01 + 57712’02 .
Gornja jednakost nije dovoljna za odredivanje iznosa brzina v} i v te analizu nastavljamo razma-

tranjem koli¢ine gibanja u ovom sustavu Cestica.

Djelovanje opruge moZemo shvatiti kao djelovanje medudesti¢ne sile, a s obzirom na to da je zbroj
vanjskih sila jednak nuli (djelovanje gravitacijske sile na tijela ponisteno je djelovanjem podloge)
koli¢ina gibanja ovog sustava je oluvana veli¢ina. U poletnom je stanju koli¢ina gibanja jednaka
nuli jer tijela miruju, a u konaénom se stanju ona sastoji od koli¢ina gibanja dvaju tijela koja se
gibaju u suprotnim smjerovima. MoZemo pisati

/ !/
p =0 = —myv] + mav,.

Uvjet koji proizlazi iz o¢uvanja mehanicke energije i uvjet koji proizlazi iz o€uvanja koli¢ine gibanja
shva¢amo kao sustav dviju jednadZbi u kojima su iznosi brzina v i v} nepoznanice. RjeSavanjem
sustava te odabirom pozitivnih rjeenja (radi se o iznosima vektora) dobivamo

Uotavamo da tijelo vece mase ima brzinu manjeg iznosa.

Primjer 5.2.4: Nacelo rada raketnog motora

Raketni motor ubrzava raketu time $to u suprotnom smjeru (unazad) izbacuje &estice plina nasta-
log izgaranjem goriva. S obzirom na to da gorivo koje se s vr.emenom tros$i ¢ini znacajan dio mase
rakete, pri analizi gibanja rakete moramo uzeti u obzir promjenu njene mase.

Neka je u = —ui brzina kojom motor u odnosu na raketu izbacuje &estice plina (ovu brzinu
smatramo stalnom u vremenu), neka su m i v = v,i masa i brzina rakete u nekom trenutku (obje
veli¢ine ovise o vremenu), a du neka je masa plina koju motor izbacuje u vremenu dt.

e —
t+dt: ~—v+u—o —v+dv—>

dp

X

Promjenu koli¢ine gibanja sustava dp koja nastupa u vremenu dt, a koja mora biti jednaka nuli
zbog ocuvanja koli¢ine gibanja u sustavu u kojem ne djeluju vanjske sile, mozemo izraziti kao

0=dp=dpu+ (m—du)dv =du(—ui)+ (m — dp)(dv, i)
= (—udp+mduv,)i

Prvi ¢lan u prvom retku na desnoj strani opisuje promjenu koli¢ine gibanja mase du ¢ija se
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brzina izbacivanjem iz rakete promijenila za u u negativhom smjeru x-osi, dok drugi ¢lan opisuje
promjenu koli¢ine gibanja rakete &ija je masa umanjena za dyu, a z-komponenta brzine se povecéala
za dv,. Pri prelasku u drugi redak izostavili smo &lan u kojem se pojavljuje umnoZak diferencijala
dy i dv,. Nadalje, kako se masa rakete m umanjuje upravo za masu izbacenog plina du, promjenu
mase rakete dm moZemo izraziti kao

dm = —dp.

Eliminacijom dp iz gornjih jednakosti slijedi

dv, dm

u m

Promatramo li gibanje rakete Cija je pofetna masa m = myg i koja u po¢etnom trenutku miruje,
gornju jednakost moZemo integrirati od pocetnog stanja u kojem imamo v, = 0 i m = mg do
konacnog stanja u kojem imamo v, i m,

v dul, ™ dm/ Vg m
= — ; — _ = — ln —,
0 U m u mo

mo

odnosno
mo
v, = uln —.
m

Uotavamo da raketa koja kreée iz mirovanja postiZe brzinu jednaku brzini u kojom motor izbacuje
plin u trenutku u kojem njena masa zbog potro3nje goriva padne na 1/e njene poletne mase.
Daljnjim radom motora, ako goriva jo§ ima, iznos brzine rakete v koja je krenula iz mirovanja
moZe nadmagiti iznos brzine u. (Primijetimo da je brzina v + u na gornjoj slici usmjerena u
skladu s pretpostavkom v < u koja je zadovoljena u poletnoj fazi gibanja, a nastupi li stanje
v > u, taj vektor poprima isti smjer kao i vektor v.)

5.3 Srediste mase sustava €estica

Srediste mase sustava Cestica (engl. centre of mass, kratica CM) je totka u prostoru &iji je
poloZaj definiran izrazom

1
cm — i, 5.6
r mgmr (5.6)

gdje je m masa sustava &estica (5.1), a r; i m; su poloZaj i masa i-te Eestice u sustavu.

Brzina sredista mase: Deriviranjem (5.6) po vremenu pokazuje se da je brzina sredista mase
razmjerna koli¢ini gibanja sustava,

d 1 1 P
Vem = arcm = % ;mzvz = E sz = E7 (57)

2

odnosno da se koli¢inu gibanja sustava moZe izraziti kao umnoZak mase sustava i vektora brzine
sredista mase, p = mvey,. Zbog “elegancije” tog rezultata koli¢inu gibanja sustava p nazivamo i
“koli¢inom gibanja sredista mase” te koristimo oznaku pem,

Pcmn = P = MVen. (58)
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Jednadzba gibanja sredista mase: Koristenjem (5.8) i (5.4) sastavljamo jednadZbu gibanja
sredi$ta mase sustava &estica,
d dvem

F(ext) o
aP ="

= M acpy. (5.9)

Uotavamo da se srediSte mase sustava Cestica giba onako kao $to bi se gibala ¢estica mase m kad

bi na nju djelovala sila F(e<*),

Primjer 5.3.1: Srediste mase dvaju projektila u letu

Razmotrit éemo sustav dvaju projektila razli¢itih masa koji su u nekom trenutku iz razli¢itih
tocaka izbaceni razli¢itim poletnim brzinama. Pokazat ¢emo da se srediSte mase sustava dvaju
projektila ponasa kao $to bi se ponasao jedan jedini projektil izbaéen iz to¢ke koja se podudara s
poletnim poloZajem srediSta mase brzinom koja se podudara s po&etnom brzinom sredista mase.

PoloZaje projektila Cije su mase m; i my moZemo opisati izrazima
ry[t] :F10+V1ot+%t2 i ro[t] =r20+V20t+%t2,

gdje su ryg i roy poletni polozaji ut = 0, vyg i Voo su poletne brzine, a g je akceleracija slobodnog
pada. PoloZaj sredita mase ratunamo s pomocu izraza (5.6) te dobivamo

mari|t| + meors|t mqr mol’ miv moVv
Femlt] = [t + 22”:‘_‘: 1710 + 2l 1V + 2V, | 8 2
my + mgy my + ms my + mo 2

Prva dva ¢lana na desnoj strani prepoznajemo kao poletni poloZaj sredista mase te kao pocetnu
brzinu sredita mase pomnoZenu proteklim vremenom. Treéi &lan na desnoj strani je uobiajeni
¢lan koji je u izrazu za polozaj svakog projektila, a koji je prisutan zbog djelovanja gravitacijse
sile. Uoavamo da se srediSte mase ovog sustava giba upravo onako kako bi se gibalo jedno tijelo
mase m = m, + my kad bi na njega djelovala sila F(&*) = (m; + my)g.

Ovaj jednostavni primjer gibanja dvaju tijela ne ukljuéuje djelovanje medulestiéne sile, no prema
jednadzbi gibanja (5.9), srediste mase bi se gibalo na jednak na&in i kad bi takva sila bila
prisutna. Medudlesti¢nu silu bismo ovdje mogli uvesti zamislimo li da su projektili povezani
tankom elastiénom niti zanemarive mase. Sredite mase bi se gibalo na nepromijenjen naéin, ali
sama tijela bi izvodila znatno kompliciranije gibanje.
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5.4 Referentni okvir sredista mase (ROSM)

Referentni okvir laboratorija (ROL) (engl. “lab frame”) je naziv za inercijski referentni okvir
(vidi poglavlje 3.1) koji je vezan uz neki eksperimentalni uredaj kojim obavljamo mjerenja ili uz
prostoriju (laboratorij) u kojoj se uredaj nalazi. Takav odabir referentnog okvira namece se sam
po sebi, iako opis fizickih pojava u njemu nije nuZno najjednostavniji mogudi.

Referentni okvir sredista mase (ROSM) (engl. ‘“centre-of-mass frame”) nekog sustava
Cestica je inercijski referentni okvir odabran tako da se on u odnosu na ROL (ili bilo koji drugi
inercijski referentni okvir) giba translacijski (bez vrtnje) brzinom kojom se u danom trenutku u
odnosu na ROL (ili neki drugi inercijski referentni okvir) giba srediste mase promatranog sustava
Cestica. Kao ishodiste u odnosu na koje prikazujemo poloZaje ¢estica u ROSM koristimo samo
srediSte mase sustava, a vektore poloZaja i brzina Cestica te sve ostale fizi¢ke veli¢ine koje ovise
o odabiru referentnog okvira, u ROSM obiljezavamo zvjezdicom (*).

ROL

Razlog za uvodenje ROSM je &injenica da je neke pojave u mehanici znatno lakse razumjeti
promatra li ih se upravo u tom referentnom okviru.

Transformacije polozaja i brzina u ROL i ROSM: PoloZaj i-te ¢estice u ROL obiljeZavamo s
r;, a moZemo ga izraziti kao zbroj vektora koji opisuje poloZaj sredista mase sustava r, u ROL i
vektora r; koji opisuje polozaj Cestice u ROSM,

r; = Ten + I} (5.10)
Deriviranjem gornje relacije po vremenu dobivamo relaciju medu brzinama,
Vi = Vem +Vj, (5.11)

gdje je vy, brzina sredista mase u opéenitom referentnom okviru, a v} je brzina i-te estice u ROSM.

Prema definiciji ROSM, poloZaj i brzina sredista mase su u ROSM nul-vektori, a to zna&i da u ROSM
vrijede jednakosti
Zmir;‘ =0 i Zmivg‘ = ij =p"=0. (5.12)

Posljednja jednakost nam govori da je koli¢ina gibanja sustava &estica promatranog u ROSM jednaka
nuli.
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Kineticka energija sustava Cestica je zbroj kineti¢kih energija Cestica u sustavu,

Ako je K kineti¢ka energija sustava u ROL, a K* je kineti¢ka energija istog sustava u ROSM,
vrijedi jednakost

K=K+ K, (5.14)
gdje veli¢inu
1
o = §mv§m (5.15)

zovemo kineti¢kom energijom centra mase.

Jednakost (5.14) moZemo izvesti koriste¢i (5.11) i svojstvo (5.12),

K: %Zmz’vfz %;mAvcm—i_V:F: %Zmz (’U?m_'_Qch'V;k—i_,U;kQ)

Prvi &an na desnoj strani prepoznajemo kao kinetitku energiju sredista mase (5.14), drugi &lan je
prema (5.12) jednak nuli, a treéi &lan je kineti¢ka energija K* sustava promatranog u ROSM.

5.5 Opcenit sudar dviju éestica u ROSM

Sudar je kratkotrajno medudjelovanje Cestica koje se odvija na malim prostornim udaljenostima
odnosno pri njihovom kontaktu. Sile kojima &estice medudjeluju tijekom sudara su unutarnje sile
sustava i one ne mijenjaju koli¢inu gibanja sustava tijela. Koli¢inu gibanja sustava Cestica mogu
promijeniti iskljugivo vanjske sile (npr. sile otpora), ali &ak i kad one jesu prisutne, njihov u¢inak zbog
kratkog trajanja sudara najée$¢e moZemo zanemariti. Zbog svega navedenog, uzimamo da je koli¢ina
gibanja sustava u sudarima ocuvana veli¢ina.

Razmotrit ¢emo koli¢ine gibanja dviju Cestica koje se sudaraju te ukupnu kineti¢ku energiju sustava
prije i poslije njihovog sudara, ne ulazeéi u detaljan opis njihovog medudjelovanja tijekom samog
sudara.

Ocuvanje kolicine gibanja: U referentnom okviru sredidta mase (ROSM, oznaka *) vrijedi p* =
0 = p*, gdje je p* koli¢ina gibanja sustava prije sudara, a p*’ je koli¢ina gibanja sustava poslije
sudara (oznaka ’). Ako se sustav sastoji od samo dvije Cestice moZemo pisati

p; +p;=0=p] +p5, (5.16)

gdje s lijeve strane imamo koli¢ine gibanja Cestica prije, a s desne strane imamo koli¢ine gibanja
Cestica poslije sudara. Opcenito, smjerovi gibanja Cestica prije i poslije sudara odreduju ravninu u
prostoru. U toj ravnini jednadzbu (5.16) moZemo prikazati slikom:



S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.) 79

P1
P 04*\

—_—

\e
Ny

U posebnom slu€aju u kojem su iznosi koli¢ina gibanja €estica nakon sudara jednaki nuli (vidi niZe
savrieno neelastian sudar) te u slu¢aju u kojem se gibanja prije i poslije sudara odvijaju duZ istog
pravca (vidi niZe niZe sudar u 1D), sudar moZemo promatrati na pravcu.

Kut otklona, a* € [0, 7|, pri sudaru dviju Cestica promatranom u referentnom okviru sredidta mase
je kut koji smjer gibanja Cestice nakon sudara zatvara sa smjerom njena gibanja prije sudara. Iz
(5.16), odn. iz gornje slike, moZe se zaklju&iti da se Cestice otklanjaju pod jednakim kutem. O kutu
otklona nema smisla govoriti u slu¢aju u kojem se Cestice nakon sudara ne gibaju.

Koeficijent restitucije, k£ > 0, je omjer iznosa koli¢ine gibanja (ili brzine) koji u ROSM Zestica ima
nakon i iznosa koji je imala prije sudara. S obzirom na (5.16), koeficijent restitucije brzine jednak je
za obje Cestice pa mozZemo pisati

Pl Vi

B |P>1k,2| B |Vi2|.

k (5.17)

Promjena kineticke energije sustava u sudaru: Ako je K* kineti¢ka energija sustava u referent-
nom okviru srediSta mase prije sudara, onda, s obzirom na to da je kineti¢ka energija Cestice razmjerna
kvadratu njene brzine, koristenjem (5.17), kineti¢ku energiju sustava nakon sudara moZemo napisati

kao
K* = kK", (5.18)

gdje je k koeificijent restitucije. Promjenu kineti¢ke energije sustava koja nastupa u sudaru mozemo
napisati kao
AK* = K* — K* = (K* = 1)K*. (5.19)

Vrste sudara u odnosu na vrijednost koeficijenta restitucije:

e k =0, Savrseno neelasti¢ni sudar: Cestice nakon sudara miruju $to zna&i da ukupna kineti¢ka
energija koju one imaju prije sudara (u sustavu sredista mase) prelazi u neki drugi oblik energije,
AK* = — K™, te da nema smisla govoriti o kutu otklona o*.

e 0 < k < 1: Iznosi brzina &estica su nakon sudara manji od onih prije sudara. Dio kineti¢ke
energije Cestica prelazi u neki drugi oblike energije, —K* < AK* < 0.

e k = 1, Savrseno elasti¢ni sudar: lznosi brzina Cestica nakon sudara jednaki su onima prije
sudara. Kineti¢ka energija Cestica ostaje nepromijenjena, AK* =0

e k > 1: Iznosi brzina Cestica nakon sudara veéi su od onih prije sudara. Kineti¢ka energija
Cestica se povecava Sto znadi da se u sudaru neka koli¢ina energije iz nekog drugog oblika
pretvara u kineti¢ku energiju, AK* > 0.

Koeficijent restitucije jednak je omjeru iznosa relativnih brzina €estica: Pokazuje se da vrijedi

jednakost
*x/ x/
i Vi’ —v; N Vi — vy

k (5.20)

=il vi— vl

gdje je k koeficijent restitucije, a vi — v i vi’ — v}’ predstavljaju brzinu Eestice 1 u odnosu na Zesticu
2 (tzv. relativnu brzinu) prije i poslije sudara. Prva jednakost u (5.20) slijedi iz &injenice da je iznos
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brzine jedne estice u odnosu na drugu Zesticu razmjeran koli¢ini gibanja jedne (ili druge) Cestice u
ROSM,

oo |PL_Pa|_|Pi_ (=P _mutme
Vi — V3| = - = - = pil; (5.21)
mi Mo my msy mime
ili nakon sudara |vi’—v3'| = At |pi’|. Druga jednakost u (5.20) proizlazi iz Linjenice da je brzina

jedne Cestice u odnosu na drugu neovisna o odabiru referentnog okvira. Ovdje to znadi da jednakost
koeficijenta restitucije k i omjera iznosa relativnih brzina vrijedi u bilo kojem referentnom okviru, a
ne samo u ROSM, te smo zbog toga izostavili oznaku *.

5.6 Sudar dviju €estica u jednoj dimenziji (1D)

Sudar dviju €estica u jednoj dimenziji (1D) ili kako ga jo3 zovemo centralni ili €eoni sudar
(engl. central or head—on collision) poseban je slu€aj sudara u kojem koli¢ine gibanja &estica prije i
nakon sudara leZe na istom pravcu.

Sudar u 1D u ROSM: Promatramo |i sudar dviju &estica u 1D u ROSM (oznaka *) u kojem se
Cestice “odbijaju unazad” (kut otklona a* = 7), koli¢ine gibanja Zestica nakon sudara (oznaka ')
moZzemo izraziti kao

pi'=—kp; i py=—kps, (5.22)

gdje je k koeficijent restitucije. Podijelimo li gornje jednakosti masom Cestice, dobivamo brzine
v = —kv} i vy = —kvj. (5.23)

Ako se Zestice u sudaru ne “odbijaju unazad” (kut otklona a* = 7), ve¢ “prolaze jedna kroz drugu”
(kut otklona a* = 0), jednadzbe (5.22) i (5.23) bismo morali napisati uz pozitivni predznak na desnoj
strani, ili bismo koristili negativan koeficijent restitucije k. Na primjer, uz k = —1 u (5.22) i (5.23)
dobili bismo “sudar” u kojem Cestice “prolaze jedna kroz drugu” bez gubitka energije.

Sudar u 1D u ROL: Promatramo li sudar dviju Cestica koji se odvija u 1D u ROL, najprije
primjecujemo da se takav sudar odvija u 1D i kad ga promatramo u ROSM, a to zna&i da u ROSM
vrijede relacije (5.23).* Brzine &estica nakon sudara u ROL dobivamo primjenom transformacija
(5.11) te koristedi (5.23),

Vio = Vem + ViQ/ = Vem — kVig = Ve — k(Vvi2 — Vem) (5.24)
odnosno
Vi = Vem — k(V1 — Vem), Vo = Vem — k(Va — Vem), (5.25)
gdje je
o VL v (5.26)

mi1 + mo

brzina sredista mase koja se u sudaru ne mijenja.

4Tvrdnja da se svaki sudar dviju Zestica koji se u ROL odvija u 1D odvija u 1D i kad ga promatramo u ROSM
slijedi iz opaZanja da se srediste mase u ROL, a time i ROSM u odnosu na ROL, giba duZ istog pravca duZ kojeg se
gibaju Cestice. Zanimljivo je da obrat ne vrijedi. Odvija li se sudar u 1D u ROSM, promotrimo li ga u ROL koji se
u odnosu na ROSM giba u smjeru koji ne leZi na pravcu duz kojeg se odvija sudar, imat ¢emo sudar koji se u ROL
odvija u 2D (u ravnini).
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Primjer 5.6.1: Sudar projektila i mirne mete u 1D u ROL

Izraze (5.25) primijenit ¢emo u nekoliko jednostavnih situacija u kojima se Cestica mase m;
(projektil) sudara s mirnom Eesticom mase msy (meta).

e Savrdeno neelasti¢ni sudar (k = 0) Cestice s mirnom &esticom (vy = 0). Uz k = 0, izraz
(5.25) pokazuje da se obje Cestice poslije sudara gibaju brzinom sredidta mase, v} ;, = Ve,
$to znadi da se one gibaju zajedno.

Prije sudara: o °
mi Vi M2

Poslije sudara (k = 0): —OF—)
mi T ma Vem

Brzina sredita mase ovdje je v, = myvy/(my + ms). Ona je po iznosu manja od vy, a
teZi u nulu kad my/my teZi u nulu.

e Savrdeno elasti¢ni (K = 1) centralni sudar Zestice s mirnom &esticom (vy = 0) &ija masa
teZi u nulu (my — 0). Kad my — 0, izraz (5.25) daje v{ — vy i vl — 2vy, $to znadi da
se projektil nastavlja gibati gotovo nepromijenjenom brzinom, a meta poprima brzinu koja
je gotovo dvostruko veéa od brzine projektila prije sudara.

Prije sudara: o—— o
mi Vi mo — 0

Poslije sudara (k = 1): o—— ——
mip V] — Vi mo Vo — 2V

e Savrdeno elasti¢ni (K = 1) centralni sudar Cestice s mirnom &esticom (vy = 0) jednake
mase (mg = my). lzraz (5.25) daje vi = 0 i v, = vy, Sto zna&i da se projektil zaustavlja,
a meta se nastavlja gibati brzinom koja je jednaka brzini projektila prije sudara.

Prije sudara: — o
mi Vi1 mo = My
Poslije sudara (k = 1): o ———
mi mo Vy = V1

e Savrdeno elastitni (k = 1) centralni sudar &estice s mirnom &esticom (vy = 0) trostruko
vele mase (my = 3m;). Poslije sudara &estice se gibaju u suprotnim smjerovima brzinama
jednakog iznosa. lzraz (5.25) daje v}, = Fvi/2.

Prije sudara: o o
mi Vi mo = 3m1
Poslije sudara (k = 1): ., T—— ———
Vi = —§V1 mi mo Vo = §V1

e Savrgeno elasti¢ni (k = 1) centralni sudar Zestice s mirnom Zesticom (vy = 0) &ija masa
teZi u beskonatno (my — 00). Projektil se odbija od mete i giba se unazad brzinom &iji
iznos je gotovo jednak iznosu njegove brzine prije sudara, a meta ostaje gotovo nepomiéna.
Izraz (5.25) u limesu mgy — 0 daje vi — —vy i vy — 0.
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Prije sudara: o °

mi Vi mo — OO
Poslije sudara (k = 1): , o °
Vo — —V3 mi mo

Primjer 5.6.2: Odredivanje mase klizata u sudaru na zracnoj tracnici

U aparaturi za laboratorijsku vjeZbu poznatoj kao “zrana tranica” u vodoravnu se tralnicu
upuhuje zrak koji iz tralnice izlazi kroz niz sitnih rupica s njene gornje strane. PoloZimo li na
traénicu jedan ili vise klizaca, oni lebde na struji zraka te mogu uz gotovo neprimjetno trenje
klizati duz tra&nice. Aparatura dopusta prou¢avanje sudara medu klizag¢ima.

Mogu¢i zadatak u laboratorijskoj vjeZbi je odrediti nepoznatu masu jednog kliza¢a ako je masa
drugog klizata poznata te ako smo u mogucnosti izmjeriti brzine dvaju klizala prije i nakon
sudara. Eksperiment moZemo izvesti tako da kliza¢ poznate mase my, koji zovemo projektilom,
sudarimo s mirnim klizatem nepoznate mase ms koji zovemo metom.

Ako je m; = 300 g te ako su mjerenja brzina pokazala da se projektil prije sudara gibao brzinom
iznosa v; = 70 cms™!, da se u sudaru projektil odbio od mete unazad brzinom iznosa v =
14 cms™! te da se meta nakon sudara gibala brzinom iznosa v, = 42 cms™!, jednadzbe (5.25)
moZemo napisati u obliku

mit mit mit mit
_vizi—k} v — — |, Ué: + k ,
mi + Mo mi + Mo mi + Mo mi + Mo

te iz njih moZemo odrediti nepoznatu masu mete mo te vrijednost koeficijenta restitucije k u
ovom sudaru. Dobivamo

U1—|—UI 70+ 14
Mo =My U51:(300g)xT:600g,
vl 4+l 14 + 42
=12 — =0.8.
U1 70

Koeficijent restitucije mogli smo odrediti i iz omjera iznosa relativnih brzina kliza¢a nakon i prije
sudara prema jednadzbi (5.20).
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5.7 Ocuvanje kutne koli¢ine gibanja sustava

Kutna koli¢ina gibanja &estice (engl. angular momentum)® &iji je poloZaj u odnosu na

ishodisnu tocku r; i Cija je koli¢ina gibanja p; = m;Vv; vektorska je veli¢ina definirana izrazom

Vazno je uoditi da kutna koli¢ina gibanja Cestice ovisi o odabiru ishodisne to¢ke u odnosu na koju
vektor r; pokazuje poloZaj &estice.

Primjer 5.7.1: Kutna koli¢ina gibanja Cestice pri kruZnom gibanju

Slika prikazuje Cesticu mase m; koja se giba duZ kruZnice polumjera R. Vektor r; opisuje poloZaj
Cestice u odnosu na sredidte kruZnice (vrijedi |r;| = R). Na slici su nacrtani vektori koli¢ine
gibanja p; i kutne koli¢ine gibanja L; Cestice.

Smjer vektora kutne koli¢ine gibanja L, = r; X p; je odreden pravilom desnog vijka, a s obzirom
na to da su vektori r; i p; = m;v; medusobno okomiti, iznos kutne koli¢ine gibanja mozemo
izraziti kao

L; = |r; x pi| = |ri||ps| = Rmsv;

(koristili smo R = |r;|). NapiSemo li iznos brzine Cestice kao v; = Rw, gdje je w iznos kutne
brzine Cestice, iznos kutne koli¢ine gibanja takoder moZemo izraziti kao

L; = m;R*w.

Napisemo li vektor brzine kao v; = w X r;, gdje je w vektor kutne brzine Cestice, vektor kutne
koli¢ine gibanja moZemo izraziti kao

L =r1; x p; =1; X (m;v;) = myr; X (w X ;) = myriw — m,(r; - w)r; = mR*w.

U gornjem racunu smo koristili op¢i identitet 1.15 te smo prepoznali da je drugi &lan u pret-
posljednjem koraku jednak nuli jer su vektori r; i w medusobno okomiti.

Zanimljivo je primijetiti da je vektor kutne koli¢ine gibanja Cestice koja se brzinom stalnog iznosa
giba duz kruZnice stalan samo ako kao ishodiste koristimo srediste kruznice. Kad bismo kao
ishodiSte u odnosu na koje vektor r; pokazuje polozZaj Cestice koristili bilo koju drugu to¢ku u
prostoru, kutna koli¢ina gibanja te Cestice ne bi bila stalna u vremenu.




84 S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.)

Primjer 5.7.2: Kutna koli¢ina gibanja Cestice pri gibanju duZ pravca

Slika prikazuje Cesticu mase m; koja se giba stalnom brzinom v; (jednoliko pravocrtno gibanje).
Pokazat ¢emo da je vektor kutne koli¢ine gibanja te Cestice u odnosu na to¢ku P koja se nalazi
na udaljenosti s od pravca duZ kojeg se Cestica giba stalan unato¢ Cinjenici da se vektor poloZaja
Cestice r;[t] mijenja u vremenu.

m; Vi

N

Prema definiciji (5.27), kutna koli¢ina gibanja Cestice je L; = r; X p; = r; X (m;v;) = myr; X vy,
gdje je r; vektor poloZaja Cestice koji se mijenja u vremenu, a p; = m;Vv; je njena koli¢ina
gibanja koja je stalna u vremenu. |z slike je vidljivo (primjenom pravila desnog vijka) da vektorski
umnoZak r; X v;, a time i vektor kutne koli¢ine gibanja L;, gledaju u ravninu crteza. Iznos vektora
L; moZemo dobiti uvedemo li vektor s; kao najkraci vektor koji pokazuje pravac gibanja Cestice
u odnosu na totku P (s; je okomit na pravac, vidi sliku) te prikazemo li vektor r;[t] kao zbroj
stalnog vektora s; i vektora t;[t] koji se mijenja u vremenu i koji leZi na pravcu gibanja Zestice
(zbog preglednosti, vektor t;[¢] nije prikazan na slici). Sada moZzemo pisati

I'Z‘XVZ':(SZ'—FtZ')XVZ‘:SZ'XVZ‘,

gdje smo prepoznali da je vektorski umnozak vektora t; i v; jednak nuli jer su t; i v; istog ili
suprotnog smjera. Kona&no, vektor kutne koli¢ine gibanja i njegov iznos moZzemo napisati kao

L; = m;s; X vy, L; = m;s;v;,

¢ime smo potvrdili da je kutna koli¢ina gibanja Cestice pri gibanju stalnom brzinom stalna veli¢ina.

Moment sile: Kad sila F; djeluje na Cesticu ¢&iji je poloZaj u odnosu na ishodisnu to¢ku r;,
moment sile (engl. torge) je vektorska veli¢ina definirana izrazom

JednadZba gibanja kutne koli¢ine gibanja €estice: Brzina promjene kutne koli¢ine gibanja
Cestice u vremenu (derivacija po vremenu) jednaka je momentu sile koja na nju djeluje,

dp;

d (r; X pi) X p; +1; X
=\ i) = Vi i T I
p p dt

—L. =
de " dt

U gornjem ralunu smo najprije koristili definiciju (5.27), zatim smo prepoznali da je &lan v; X p;
jednak nuli jer su v; i p; istog smjera, zatim smo koristili Newtonovu jednadzbu gibanja i na kraju
definiciju momenta sile (5.28).
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Kutna koli¢ina gibanja sustava cestica je zbroj kutnih koli¢ina gibanja svih &estica u sustavu,

L— ZLZ" (5.30)

a brzina njene promjene u vremenu (derivacija po vremenu) jednaka je zbroju momenata vanjskih
sila koje djeluju na sustav,

dL ( t)

—_— = M.eX = M(eXt) 531

dt ZZ ' ’ ( )
$to znadi da unutarnje sile ne utje¢u na promjenu kutne koli¢ine gibanja sustava.

Jednadzbu (5.31) zovemo jednadzbom gibanja kutne koli¢ine gibanja sustava &estica, a moZemo ju
izvesti pisudi

dL dL;
ar Z dt

Najprije smo koristili definiciju (5.30) i nakon toga jednadZbu gibanja (5.29). Zatim smo moment
sile na i-tu &esticu rastavili na moment vanjskih sila, MgeXt) =r; X FE"’“’, i na moment unutarnjih
sila, Z#i M;; =r; X Z#i F;i, gdje je F;; sila kojom j-ta Cetica djeluje na i-tu. Konacno, uotili

smo da je zbroj svih momenata unutarnjih sila jednak nuli, >, Z#i M;; = 0, jer svakom momentu

=3 M =Y (MO M) = S MY = M, (5.32)

i ji i

unutarnje sile M;; odgovara suprotni moment M;; = —M,;. To pokazujemo piSudi
gdje smo najprije koristili osnovnu tvrdnju treceg Newtonovog zakona, F;; = —Fj;, a zatim i njegovo

prodirenje prema kojem su vektori r; —r; i F;; istog ili suprotnog smjera, zbog ega je njihov vektorski
umnoZak jednak nuli.

Ocuvanje kutne koli¢ine gibanja sustava &estica: Prema (5.31), ako je zbroj momenata
vanjskih sila koje djeluju na Cestice sustava jednak nuli, onda je kutna koli¢ina gibanja sustava
Cestica o€uvana veli¢ina,

dL

M) — — =0. 34
0 = % 0 (5.34)

Primjer 5.7.3: PribliZavanje svemirskih brodova povezanih uZetom

Dva jednaka svemirska broda ¢ije su mase m; = my = 100t povezana su uzetom zanemarive
mase i kruZe oko sredi$ta mase sustava brzinama iznosa v = 10 ms~! (napetost uZeta osigurava
potrebnu centripetalnu silu). Odredit ¢emo rad koji astronauti moraju obaviti Zele li polaganim
zatezanjem uZeta prepoloviti poéetnu udaljenost medu brodovima.

Svemirske brodove moZemo shvatiti kao Cestice, a silu kojom uZe djeluje na brodove moZemo
smatrati medudestiénom silom. S obzirom na to da druge sile nisu prisutne, zaklju€ujemo da
nisu prisutni niti momenti vanjskih sila te da je kutna koli¢ina gibanja sustava dvaju brodova
oluvana. |z uvjeta oCuvanja kutne koli¢ine gibanja moZemo odrediti brzine brodova u konaénom
stanju sustava te nakon toga izraunati razliku izmedu konalne i pocletne kineti¢ke energije
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sustava. Prema teoremu o radu i kineti¢koj energiji, promjena kineti¢ke energije odgovara radu
koji astronauti moraju obauviti.

U pocetnom se stanju brodovi gibaju duz kruZnice polumjera ¢/2, gdje je ¢ poletna duljina uZeta.
Iznos kutne koli¢ine gibanja sustava L u po&etnom stanju moZemo izraziti kao (vidi primjer 5.7.1)

L=2x émlv = {myv,

a s obzirom na to da je ta veli¢ina o¢uvana, umnoZak fv mora ostati nepromijenjen. To znali
da upola manjoj duljini uZeta ¢ = (/2 odgovara dvostruko veéi iznos brzine gibanja svemirskih
brodova,

v’ = 2u.

Sada moZemo odrediti razliku konacne i poéetne kineti¢ke energije,

myv”? myv?
—2 X

AK =K — K =2x = 3mv? = 3 x (10°kg) x (10ms™ )% = 30 MJ,

koja odgovara radu koji astronauti moraju obaviti.

Kutna koli¢ina gibanja sustava &estica u ROL i u ROSM: Polazeéi od definicije (5.30)
koja vrijedi u bilo kojem referentnom okviru kao to je npr. referentni okvir laboratorija (ROL),
koriste¢i transformacije (5.10), (5.11) i svojstva (5.12), kutnu koli¢inu gibanja sustava Cestica
moZemo napisati kao

L= ZLi s Zri X P = Z(rcmqtr;k) X Mi(Vem + Vi) =+ = Ly + L7, (5.35)

) %

gdje tri totke podrazumijevaju niz jednostavnih koraka koji su ovdje izostavljeni (koriste se
svojstva (5.12)), veli¢inu
Lcm = Tem X Pem (536)

zovemo kutnom koli¢inom gibanja sredista mase, a

L*=) r xp; (5.37)

je kutna koli¢ina gibanja sustava u referentnom okviru sredista mase (ROSM).
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Zadaci

Z.5.1: Svemirski brod mase myg i povr§ine popretnog presjeka A giba se brzinom iznosa vy te nailazi na
mirni oblak prasine gustoée p. Pretpostavljajuéi da su sudari broda s Cesticama prasine savrSeno neelasti¢ni
(pragina se “lijepi” za brod) te da je povrina A konstantna, izvedite izraz koji opisuje ovisnost iznosa brzine
broda v o duljini puta s koju brod prevaljuje gibajuéi se kroz oblak. Zatim izvedite izraz koji opisuje ovisnost
duljine puta s o vremenu ¢ koje je proteklo od trenutka u kojem je brod u%ao u oblak.%

Rj: v[s] = vo/(1+ Asp/mo), s[t] = 72 (—1 +/1+ 2A,ovot/m0)

Z.5.2: Pijesak pada odozgo masenim tokom od 50 kgs~! na vodoravnu transportnu traku koja se giba

brzinom iznosa 1 ms~! (gibanje pijeska u vodoravnom smjeru prije kontakta s trakom je zanemarivo).
Odredi minimalnu snagu kojom mora djelovati stroj koji pokrece traku kako bi odrzao brzinu trake stalnom.

Rj: P = (dm/dt)v? = 50 W

Z.5.3: Tijela &je su mase m; = 300g i my = 150 g mogu klizati duZ vodoravne tralnice uz zanemarivo
trenje. Tijelo 1 nalijeée brzinom iznosa v; = 25cms~! na mirno tijelo 2 nakon &ega se tijelo 2 giba brzinom
iznosa vy, = 30 cm s~!. Odredite koeficijent restitucije k¥ u ovom sudaru te izratunajte dio kinetitke energije
koji se pretvorio u druge oblike energije.
. _ (m1+m2)v/z _ _ 2 m1m21)2 o
Rii k=22 —-1=08 Q=(1—-k)g— 15 =1125]

miviz (m1+m2)

Z.5.4: U drveni kvadar mase M = 5kg koji mirno visi na nitima, tako da se srediste mase kvadra nalazi
¢ = 1m ispod objesista, vodoravno se prema sredistu mase ispali projektil mase m = 25g. Projektil se zabije
u kvadar te ostaje “zarobljen” u njemu uslijed ¢ega se kvadar zajedno s projektilom zanjiSe do maksimalnog
otklona niti @ = 35°. Odredite iznos brzine koju je projektil imao prije nego $to se zabio u kvadar.

-T_ \ \

14 A _ | N

—l- T —V> M I

— (9 —

— Qv
Rj: v =241 /200(1 — cosa)) ~ 378 ms

Z.5.5: Dokazite sljedecu tvrdnju:  “Nakon necentralnog savrseno elasti¢nog sudara projektila i mirne mete
medusobno jednakih masa, tijela se gibaju duZ medusobno okomitih pravaca.”

Z.5.6: Hokejski pak se sudario s mirnim pakom nakon &ega je, duZ pravca koji zatvara kut a; s pravcem
svog prvobitnog gibanja, a prije nego $to se zaustavio zbog trenja s ledom, prevalio put duljine s1. Pak koji
je pofetno mirovao se nakon sudara gibao duZ pravca koji zatvara kut a s pravcem prvobitnog gibanja prvog
paka. Pretpostavljajuéi da su pakovi identi¢ni, odredite koliki je put prevalio drugi pak prije zaustavljanja.

Rj: 53 = s1(sinay/sin ag)?

Z.5.7: Dvije Cestice se gibaju duZ dva usporedna pravca razmaknuta a u suprotnim smjerovima. Mase
Cestica su my i ma, a iznosi njihovih brzina su vy i vo. Odredi iznos ukupne kutne koli¢ine gibanja Zestica
u referentnom sustavu sredi$ta mase.

Rj: LY = mymaa(v1 + v2)/(m1 + ma)

Z.5.8: Odredite koliko puta bi se poveala napetost uZeta koje povezuje svemirske brodove iz primjera
5.7.3 kad bi astronauti duljinu uZeta polaganim zatezanjem smanjili na jednu polovinu poletne duljine.

bldeja za ovaj zadatak je preuzeta iz [7], zadatak 1.2.
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Rj: osam puta
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6 Mehanika krutog tijela

Stvarna tijela se pod djelovanjem sila gibaju te u vecoj ili manjoj mjeri mijenjaju svoj oblik. Kad u
mehanici, zbog jednostavnosti, pretpostavimo da je neko tijelo toliko ¢vrsto da promjene njegovog
oblika moZemo zanemariti, kazemo da se radi o krutom tijelu. U ovom poglavlju upoznajemo osnovne
zakone gibanja krutog tijela.

6.1 Definicija i stupnjevi slobode krutog tijela

Kruto tijelo je tijelo nepromjenjivog oblika. Smatramo da vanjske sile koje na njega djeluju mogu
izazvati gibanje tijela kao cjeline, ali ne i promjene njegovog oblika. Shvatimo li kruto tijelo kao sustav
Cestica, podrazumijevamo da je nepromijenjivost njegova oblika osigurana djelovanjem unutarnjih
(medulesti¢nih) sila koje sprje¢avaju promjene udaljenosti medu Cesticama. Masu tijela i poloZaj
njegovog srediSta mase moZemo opisati izrazima

m = Zmi, Tem = %Zmiri, (6.1)

a mozemo koristiti i volumnu gusto¢u mase p. U tom slu€aju mase &estica m; zamjenjujemo diferen-
cijalima mase tijela, m; — dm = pdV/, gdje je p volumna gusto¢a mase, dV je diferencijal volumena
tijela, a sumaciju po Cesticama zamjenjujemo integracijom po masi odnosno po volumenu tijela.
Izraze (6.1), za masu i poloZaj sredita mase zamjenjujemo izrazima

1 1
m:/dm:/pdV, rcm:—/rdm:—/rpdv. (6.2)
m m

Podrazumijeva se da je podrugje integracije ograni¢eno na dio prostora koji zauzima tijelo.

Na kruto se tijelo takoder odnose mnogi rezultati koje smo upoznali u prethodnom poglavlju bavedi
se opCenitim sustavom &estica. Najvazniji medu njima su izraz za koli¢inu gibanja tijela (5.8), izraz
za kutnu koli¢inu gibanja tijela (5.35) te za njegovu kineti¢ku energiju (5.14), koje ovdje ponavljamo
zbog preglednosti,

P = Pem Pem = MVem, (63)

L = Lcm + L* Lcm =Tcm X Pcm; (64)
1

K=Km+K" K= §mv§m, (6.5)

gdje su L* i K* kutna koli¢ina gibanja i kineti¢ka energija tijela izraZene u odnosu na njegovo srediste
mase. Osim toga tu su jednadZba gibanja sredi$ta mase tijela (5.9),

dp _ dpem _ mdvcm
At de O dt

= maey, = F, (6.6)

gdje je F zbroj svih vanjskih sila koje djeluju na tijelo te zakon o&uvanja koli¢ine gibanja (5.5), prema
kojemu se srediSte mase tijela giba jednoliko pravocrtno ili miruje ako je zbroj vanjskih sila na tijelo
jednak nuli. Takoder imamo i jednadzbu gibanja kutne koli¢ine gibanja tijela (5.31), koju ovdje
moZemo napisati kao

dL

——-M g
=M, (6.7)
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gdje je M zbroj momenata vanjskih sila koje djeluju na tijelo. Prema zakonu oluvanja kutne koli¢ine
gibanja (5.34), kutna koli¢ina gibanja tijela je stalna u vremenu ako je zbroj momenata vanjskih sila
koje djeluju na tijelo jednak nuli.

Sest stupnjeva slobode krutog tijela: Polozaj krutog tijela koje se sastoji od N > 3 &estica
koje ne leZe na istom pravcu u trodimenzionalnom se prostoru u potpunosti moZe odrediti s pomocu
Sest parametara. Svaki se od tih %est parametara moZe mijenjati u vremenu neovisno o ostalim
parametrima, pa kaZemo da kruto tijelo posjeduje Sest stupnjeva slobode. Parametri se mogu odabrati
na razli¢ite naline, a najzornije je ovako:

e Odabiremo jednu (prvu) Zesticu tijela. Ona se moZe nalaziti bilo gdje u trodimenzionalnom
prostoru pa kaZzemo da na nju otpadaju tri stupnja slobode te je od sada smatramo uévrs¢enom
(nepomi¢nom u prostoru). Medutim, s obzirom na to da se tijelo i dalje moZe gibati (vrtjeti
oko bilo koje osi koja prolazi tom totkom), njegov poloZaj nije u potpunosti odreden.

e Odabiremo idu¢u (drugu) Zesticu tijela te uoavamo da se ona, ovisno o orijentaciji tijela,
nalazi negdje na sferi &iji je polumjer jednak njenoj nepromjenjivoj udaljenosti od prve Cestice.
S obzirom na to da je sfera dvodimenzionalan prostor, poloZaj druge &estice odreden je dvama
parametrima (poput geografske duljine i irine na globusu) pa kaZemo da na odredivanje njena
poloZaja otpadaju dva stupnja slobode. U&vrstimo li drugu Cesticu u nekoj tolki sfere, tijelo se
mozZe okretati oko pravca odredenog poloZajem prve i druge Cestice.

e Odabiremo jo¥ jednu (treéu) &esticu tijela koja se ne nalazi na pravcu na kojem leZe prve dvije.
Ona se, ovisno o poloZaju tijela nakon $to su prve dvije Cestice ulvriCene, nalazi negdje na
kruZnici sa sredistem na pravcu koji prolazi prvim dvjema &esticama. KruZnica je jednodi-
menzionalan prostor te je dovoljan jedan parametar kako bismo odredili poloZaj trece Cestice.
KaZemo da na trecu Cesticu otpada jedan stupanj slobode. Sada su tri Eestice tijela uévrséene
i tijelo se vise ne moZe pomicati.

Prebrojimo i u gornjem razmatranju stupnjeve slobode prve, druge i trece Cestice, dolazimo do Sest
stupnjeva slobode krutog tijela, neovisno o broju &estica od kojih se ono sastoji.

Sest stupnjeva slobode gibanja tijela otituje se i u dvjema jednad?bama gibanja (6.6) i (6.7) koje
govore o vremenskim derivacijama dvaju vektorskih veli¢ina od kojih svaka ima tri neovisne kompo-
nente.

Opcenito gibanje krutog tijela moZe se shvatiti kao gibanje njegovog sredista mase uz koje se
odvija vrtnja tijela oko osi koja prolazi njegovim sredistem mase. Valja naglasiti da os vrtnje tijela
moZe u vremenu mijenjati svoju orijentaciju u prostoru. Matemati¢ki opis opéenitog gibanja krutog
tijela vrlo je sloZen te u ovom poglavlju razmatramo samo neke posebne slucajeve gibanja krutog
tijela:

U poglavlju (6.2) se bavimo uvjetima stati¢ke ravnoteze krutog tijela odnosno uvjetima koji
moraju biti zadovoljeni kako bi ono trajno mirovalo.

Gibanje sredista mase krutog tijela koje nije popraceno vrtnjom krutog tijela jo$ se naziva i
translacijskim gibanjem. U tom slu¢aju imamo L* = 0 i K* = 0, a jedina relevantna jednadzba
gibanja odnosi se na gibanje samog sredista mase tijela.

Vrtnju krutog tijela oko nepomi¢ne osi razmatramo u poglavlju 6.3.

U poglavlju 6.8 razmatramo kotrljanje simetri¢nog tijela po podlozi pri ¢emu razlikujemo slu¢aj
kotrljanja bez klizanja i kotrljanja s klizanjem.
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6.2 Staticka ravnoteza i teziste krutog tijela

Uvjeti staticke ravnoteZe krutog tijela: Kad kruto tijelo trajno miruje, koli¢ina gibanja i
kutna koli¢ina gibanja tijela, kao i derivacije tih veli¢ina po vremenu, jednake su nuli. Prema
zakonu o¢uvanja koli¢ine gibanja sustava &estica (5.5), slijedi da zbroj vanjskih sila koje djeluju
na tijelo koje trajno miruje mora biti trajno jednak nuli,

F=) F =0 (6.8)

Nadalje, prema zakonu otuvanja kutne koli¢ine gibanja sustava Zestica (5.34), zbroj momenata
vanjskih sila na tijelo koje trajno miruje takoder mora biti trajno jednak nuli,

Uvjete (6.8) i (6.9) zovemo uvjetima staticke ravnoteZe krutog tijela.

Teziste tijela: Ako je kruto tijelo znatno manje od polumjera zakrivljenosti Zemlje, silu teZu koja
djeluje i-tu Cesticu tijela opisujemo izrazom F; = m;g, gdje je g konstantni vektor akceleracije
slobodnog pada (polje sile teze smatramo homogenim poljem). Ukupni u&inak sile teZe na tijelo tada
je jednak u&inku koji bi imala sila F = mg, gdje je m masa tijela, a koja bi djelovala u sredistu mase
tijela. Zbroj momentata sile teZe koja djeluje na Cestice tijela moZemo izraziti kao M = r,, X mg.
Tvrdnju dokazujemo najprije pokazujuci da je zbroj sila na sve £estice tijela jednak sili koja bi djelovala
na Cesticu mase jednake ukupnoj masi tijela, Y . m;g = (D>, m;)g = mg, a zatim pokazujuéi da je
zbroj momenata svih sila jednak momentu sile mg koja djeluje u sredistu mase tijela,

Zri X m;g = (Z miri> X & = Mrem X & = Iem X MG, (6.10)

Zbog opisanog svojstva srediSte mase jo$ zovemo “tezistem” tijela.

Primjer 6.2.1: Sile u osloncima grede s teretom

Vodoravna homogena greda duljine ¢ i mase m poduprta je na svom lijevom kraju te u toZki
udaljenoj a < ¢/2 od lijevog kraja, a na njenom desnom kraju visi teret mase M. Odredit ¢emo
iznose sila koje djeluju na gredu u dvama osloncima.

y |
g
l
LLLLLL
I o—m I T
— a —1
[ l/2 | @
I 14 /

Koordinatni sustav postavljamo tako da greda leZi na z-osi, ishodiste se nalazi pri lijevom kraju
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grede, a y-0s je uspravna i usmjerena uvis.
Prepoznajemo da na gredu djeluju Cetiri sile:

1. U osloncu pri lijevom kraju grede na gredu djeluje sila F'; uspravnog smjera. MoZemo ju
izraziti kao F'; = Fj,j. S obzirom na to da smo lijevi kraj grede odabrali kao ishodiste,
“krak” ry sile F'y je nul-vektor, r; = 0. Time je i moment M; = r; X F; sile F'; nul-vektor,
M, = 0. Zbog preglednosti pis§emo

I'1:0, F1:F1yj, M1:I'1><F1:0.

(Otekujemo da F; djeluje prema dolje 3to zna&i da otekujemo Fy, < 0.)

2. U osloncu koji se nalazi na udaljenosti a od lijevog kraja grede odnosno u to¢ki ro = ai
(“krak” sile) djeluje sila uspravnog smjera Fy = F%, j. Njen moment je ry x Fy = (ai) X
(Fhyj) = aFy, k. Zbog preglednosti,

rgzai, FQZFQyj, MQZI'QXFQZ(J,Fka.

(Otekujemo da F djeluje prema gore odnosno Fy, > 0.)

3. Djelovanje sile teZe na gredu shvacamo kao djelovanje sile mg = —mg j u tezistu (sredistu
mase) tijela koje se u odnosu na ishodiste nalazi pri (¢/2)i. MoZemo pisati

£ mg!

I'3:§1, ng—mgj, M3:I'3><F3:— 5 k.

4. Djelovanje niti na kojoj visi teret mase M shvacamo kao silu Mg = —Mgj koja djeluje
pri £i. Pisemo

I'4:£i, F4:—ng, M4:I'4><F4:—Mg£k.

Uvjeti staticke ravnoteZze (6.8) i (6.9) daju nam jednadzbe
Fiy+ Fyy — (m+ M)g =0, aFy, —mgl/2 — Mgl =0,

iz kojih moZemo izralunati y-komponente sila F; i F5. Dobivamo
l l
Fly:(m+M)g—%(m+2M)g, FQy:%(m+2M)g_

Uotavamo da za a < ¢/2 vrijedi Fy, < 0, 8to znati da F; djeluje prema dolje, te da vrijedi
F5, > 0, 8to znadi da F, djeluje prema gore. Takoder uofavamo da kad udaljenost medu
osloncima teZi u nulu, iznosi sila koje djeluju u osloncima teZi u beskona&no.
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Primjer 6.2.2: Grani¢ni kut pri naslanjanju stapa na zid

Tanki homogeni Stap jednim je krajem oslonjen na vodoravnu podlogu s kojom ima koeficijent
stati¢kog trenja p, a drugim krajem naslonjen je na uspravan zid s kojim ima zanemarivo trenje,
tako da $tap s podlogom zatvara kut a.

~— (g —

N

Trajno mirovanje Stapa u opisanom poloZaju moguce je ako je kut a veéi od grani¢ne vrijednosti
(imin Koja ovisi o koeficijentu trenja o (kad bismo tap oslonili o zid uz o < Ay, Stap bi kliznuo
i pao na tlo). Odredit ¢emo grani¢nu vrijednost cvpy.

Sustav razmatramo pod pretpostavkom da on trajno miruje, t.j. da su zadovoljeni uvjeti staticke
ravnoteze (6.8) i (6.9). Koristit éemo koordinatni sustav postavljen tako da se ishodiste nalazi pri
donjem kraju $tapa, x-os je vodoravna i usmjerena od zida udesno, a y-os je uspravna i usmjerena
uvis (vidi sliku). Najprije prepoznajemo sile F; i totke r; (“hvatista”) u kojima sile djeluju te
raunamo momente sila M; = r; X F;. Masu i duljinu $tapa obiljezavamo s m i £.

1. Zid djeluje na gornji kraj Stapa vodoravnom silom iznosa N,q usmjerenom udesno,
F, = N,q1i, ri = —fcosai+ fsinaj, M, =r; x F; = —N,qlsina k.

2. Djelovanje sile teze na Stap shvacamo kao djelovanje sile Fo = mg = —mgj u sredistu
mase (teZistu) tapa,

l l l
Fy = —mg]j, rgz—acosaijtﬁsinaj, M2:r2xF2:%cosak.

3. Podloga djeluje na donji kraj Stapa silom iznosa N,,q usmjerenom uvis:
F3:Np0dj, 11'3207 M3:r3><F3:O.

4. Osim podloge, na donji kraj Stapa takoder djeluje sila stati¢kog trenja iznosa Fi, prema
zidu odnosno nalijevo,

F4:—Ftri, I'4:0, M4:I'4><F4:0.

Uvjeti statitke ravnoteze (6.8) i (6.9) koji su zadovoljeni prema polaznoj pretpostavci ovdje daju
tri jednadzbe,

l
Nyq — Fi, =0, —mg + Npoa = 0, —N,iq¢ sin o + % cosa = 0.

93
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Eliminiramo |i N,iq iz tog sustava dobivamo N,.q = mg te uvjet
1
Fi, = aNpod cot a,

gdje uotavamo da iznos sile statickog trenja potreban za trajno mirovanje $tapa raste (teZi u
beskonatno) kad se kut o smanjuje (teZi u nulu), a s obzirom na to da je najvedi iznos sile
statickog trenja odreden umnoskom koeficijenta trenja 1 i sile N,oq kojom $tap i podloga jedno
drugo pritiscu, takoder imamo uvjet

Ftr S ,uNpod-
Oba uvjeta su zadovoljena ako vrijedi
L ta <
—cot
2 _— M
$to jo§ moZemo izraziti kao
. 1
QO > Qimin gdje je Qin = arctan 9
1

Na primjer, koeficijentu stati¢kog trenja = 0.5 odgovara grani¢ni kut ayy;, = 45°.

6.3 Vrtnja tijela oko nepomicne osi

Vrtnja oko nepomicne osi: Kad je gibanje tijela ograni¢eno na vrtnju oko nepomiéne osi, Cestice
koje se nalaze na samoj osi (ako takvih ima) miruju, dok se preostale &estice gibaju kruZno oko osi.
Slika prikazuje dio kruzne putanje i-te Cestice pri vrtnji krutog tijela oko z-osi:

Pri vrtnji krutog tijela oko &vrste osi sve Cestice tijela imaju istu kutnu brzinu

do.

w=wKk, W, = ——,
dt

(6.11)

I istu kutnu akceleraciju
Cdw,  d%¢,
oAt de?’

(6.12)
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gdje je ¢. kut kojim prikazujemo poloZaj krutog tijela i koji predstavlja njegov jedini stupanj slobode.
PoloZaj i-te Eestice u odnosu na ishodi$nu to¢ku koja se nalazi na osi vrtnje opisujemo vektorom r;,
a moZemo ga prikazati kao zbroj vektora s; koji je okomit na os vrtnje i vektora t; koji je paralelan s
osi,

r; =s; +t, (6.13)

(vidi sliku). MoZemo reéi da s; pokazuje poloZaj i-te Cestice u odnosu na os vrtnje te uotavamo da
se njegov smjer tijekom vrtnje tijela mijenja, dok mu je iznos stalan. Vektor t; pokazuje poloZaj te
Cestice u odnosu na ravninu z = 0 i u vremenu ima stalan smjer i iznos. Brzinu i-te Cestice sada
moZemo izraziti kao (vidi poglavlje 2.6)

V, =w XS; (614)

te akceleraciju kao
a =a xs; —w’s;, (6.15)

gdje prvi ¢lan predstavlja tangencijalnu, a drugi ¢lan centripetalnu akceleraciju Cestice.
6.4 Moment tromosti krutog tijela

Moment tromosti krutog tijela u odnosu na zadanu os vrtnje, a ovdje uzimamo da je to
z-0s, je veli¢ina definirana izrazom

L=> misi =Y mi(a +y), (6.16)
gdje je m; masa, a s? = 27 + 17 je kvadrat udaljenosti i-te Eestice od osi.

Kad je tijelo opisano volumnom gusto¢om mase p, moment tromosti dan je izrazom

I, = /52 dm = /(:1:2 +y*)pdV (6.17)

Moment tromosti nam omoguduje da pri vrtnji krutog tijela na jednostavan nadin izrazimo njegovu
kutnu koli¢inu gibanja i kineti¢cku energiju (vidi poglavlja 6.5 6.7).

Primjer 6.4.1: Momenti tromosti nekih jednostavnih tijela

e Moment tromosti tankog homogenog obru¢a mase m i polumjera a, u odnosu na os koja
je okomita na ravninu obruda i prolazi njegovim sredistem je

* 2
I =ma”,

jer se sva masa obruca nalazi na udaljenosti s = a od osi.

e Moment tromosti tankog homogenog $tapa duljine ¢ i mase m u odnosu na os koja je
okomita na Stap i koja prolazi njegovim krajem je

¢ ¢
1
Iz:/SQdm:/ 82)\(18:/ SZTds:---:—mEQ.
0 0 4 3

Diferencijal mase koja se nalazi unutar intervala udaljenosti od osi $irine ds napisali smo
kao dm = A ds, gdje je A = m// linijska gusto¢a mase Stapa.
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e Moment tromosti tankog homogenog $tapa duljine ¢ i mase m u odnosu na os koja je
okomita na Stap i koja prolazi njegovim sredistem je

/2 g2 1
[::/SQdm:2/ 52)\ds:2/ $?—ds=---=—ml?
0 o 0 12

Faktor 2 ispred integrala nakon drugog po redu znaka integracije prisutan je jer imamo
dvije polovice $tapa.

e Moment tromosti homogenog valjka mase m i polumjera a u odnosu na njegovu os jednak

je
1
I /s dm = /5 odS = / s —287Td8— = 2ma2.

Diferencijal mase valjka koja se nalazi izmedu udaljenosti od osi s i udaljenosti s+ ds ovdje
smo napisali kao dm = o dS, gdje je o = m/(a*n) povriinska gustoéa mase pri projekciji
valjka na z,y-ravninu, a dS = 2smds je povrdina kruznog vijenca polumjera s (opsega
2sm) i Sirine ds.

e Moment tromosti homogene kugle mase m i polumjera a u odnosu na os koja prolazi
sredistem kugle je

I::/SQdm:/S2pdV:/ 324”;
0 §(17T

Diferencijal mase koji se nalazi pri udaljenosti od osi s i s4ds napisali smo kao dm = pdV/,
gdje je p = m/( a®m) volumna gustoéa mase, a dV je volumen stijenke cilindra polumjera

s (opsega 2sm), visine 2v/a? — s? i debljine ds.

Zvjezdica u oznaci I’ naglasava da je rije¢ o osi koja prolazi sredistem mase tijela.

a? — g2

Teorem o paralelnim osima (Steinerov teorem): Moment tromosti krutog tijela u odnosu na

z-0S moZe se napisati kao
I =ms, + 17, (6.18)

gjde je m masa tijela, sy, je udaljenost sredista mase tijela od z-osi, a I} je moment tromosti tijela u
odnosu na os koja je paralelna sa z-osi te prolazi sredi$tem mase tijela. Clan ms?  ponekad nazivamo
“momentom tromosti srediSta mase”.

Teorem dokazujemo izravno raspisuju¢i moment tromosti tijela u odnosu na z-os kao

[ —ZTTLZ Zmz‘scm_'_s ‘2 Zmi(sszFQScm'S;‘kjLS;‘kz)
(st 2e S+ S, (619

gdje smo koristili s; = S, + sF. U posljednjem izrazu prvi &lan prepoznajemo kao ms?_, suma u
drugom &lanu jednaka je nuli zbog svojstva (5.12), a treéi €lan prepoznajemo kao moment tromosti
I, &ime je teorem dokazan.
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Primjer 6.4.2: Moment tromosti $tapa u odnosu na os koja prolazi njegovim krajem

Moment tromosti tankog homogenog $tapa mase m i duljine ¢ u odnosu os koja je okomita na
Stap i koja prolazi njegovim krajem moZemo izralunati koristenjem vrijednosti momenta tromosti
I u odnosu na os koja prolazi srediStem mase 3tapa i teorema o paralelnim osima,

N2 1 1 1
I = (—) I = ~ml® + —ml® = —mi?,
mp) T Tt e =g
gdje je ¢/2 udaljenost sredista mase Stapa od osi vrtnje, vrijednost I = 1—12m£2 smo preuzeli iz
primjera (6.4.1), a rezultat koji smo dobili je u skladu s istim primjerom.

Teorem o okomitim osima: Razmatramo li plosno tijelo koje leZi u z,y-ravnini pravokutnog
koordinatnog sustava, medu momentima tromosti u odnosu na x, y i z-os vrijedi relacija

I, = Zmis? = Zmz(xf +y?) = Zmzx? + Zmz?/? =1,+ 1, (6.20)

ili rije¢ima, moment tromosti plo3nog tijela u odnosu na z-os koja je okomita na tijelo jednak je
zbroju momenata tromosti istog tijela u odnosu na bilo koje dvije medusobno okomite osi koje leZe
u ravnini tijela i sijeku se u toc¢ki u kojoj ga z-os probada.

Primjer 6.4.3: Moment tromosti tankog obru¢a u odnosu na tangentu

Koristenjem teorema o okomitim osima i teorema o paralelnim osima ¢emo na jednostavan nacin
odrediti moment tromosti tankog obru¢a u odnosu na os koja tangira obru&.

Polazimo od otiglednog izraza za moment tromosti obru¢a mase M i polumjera R u odnosu na
2-0s koja je okomita na ravninu obruta i koja prolazi njegovim sredistem, I* = MR? Prema
teoremu o okomitim osima ona je dvostruko ve¢a od momenta tromosti istog obru¢a u odnosu
na bilo koju os koja leZi u ravnini obruca i prolazi njegovim sredistem,

=1 +1;=2I3 = MR

Nadalje, primjenom teorema o paralelnim osima raéunamo moment tromosti prstena u odnosu
na os koja leZi u ravnini prstena, ali ne prolazi njegovim sredistem, vec ga tangira odnosno prolazi
na udaljenosti R od osi koja prolazi sredistem,

3

1
I,=MR*+ 1= MR*+ §MR2 = §MR2.
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6.5 Kutna koli¢ina gibanja krutog tijela

Kutna kolic¢ina gibanja: Projekciju vektora kutne koli¢ine gibanja na os vrtnje krutog tijela
(uzimamo da je to z-o0s) moZemo izraziti kao

L, = Lw,, (6.21)

gdje je I, moment tromosti u odnosu na os vrtnje, a w, je kutna brzina vrtnje.

Tvrdnju (6.21) dokazujemo raspisujuéi kutnu koli¢inu gibanja i-te Zestice u odnosu na ishodi¥nu
toc¢ku na osi vrtnje kao

Lz:rzxpz:(sz+tz)sz:Sszz+thpz (622)

Koriste¢i p; = m;v; = m;(w X s;) te opéi vektorski identitet a X (b x ¢) = (a-c)b — (a- b)c
pokazujemo da je prvi ¢lan na desnoj strani paralelan s osi vrtnje,

S; X Pi = 8; X my(w X 8;) = mysiw = m;s;w, K, (6.23)
dok je drugi &lan u izrazu (6.22) okomit na os,

jer gleda u smjeru vektora s;. Komponentu koli¢ine gibanja krutog tijela u smjeru osi vrtnje sada
moZemo napisati kao

L, = Z(Li)z = Z(sZ X Pi). = Zmisfwz = (Zmis?>wz = Lw,, (6.25)

7 7

gdje smo sumu u zagradama prepoznali kao moment tromosti krutog tijela u odnosu na z-os (6.16).
Time je tvrdnja (6.21) dokazana.

Napomena o glavnim osima krutog tijela: lzraz (6.24) pokazuje da vektor kutne koli¢ine gibanja
krutog tijela i vektor njegove kutne brzine nisu nuZno istog smjera. Ta dva vektora imaju isti smjer
jedino kad se kruto tijelo vrti oko jedne od svojih “glavnih osi”. Svako kruto tijelo posjeduje barem
tri takve osi. One su medusobno okomite i prolaze sredistem mase tijela. (Dokaz posljednjih dviju
tvrdnji sloZenod¢u nadilazi namjenu ovog teksta.) Simetri¢na tijela mogu imati vi¥e od triju glavnih
osi. Na primjer, kugla ima beskonaéno mnogo glavnih osi jer svaku os koja prolazi njenim sredistem
moZemo smatrati glavnom osi. Opdéenito, os rotacijske simetrije tijela, ukoliko ju tijelo posjeduje,
ujedno je jedna od njegovih glavnih osi.
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6.6 Jednadzba gibanja tijela pri vrtnji oko nepomicne osi

Jednadzba gibanja za vrtnju krutog tijela oko nepomicne osi: U svakom sustavu estica
vrijedi jednadzba gibanja (6.7) prema kojoj je derivacija kutne koli¢ine gibanja po vremenu
jednaka zbroju momenata vanjskih sila. Pri vrtnji krutog tijela oko nepomi¢ne osi razmatramo
isklju¢ivo projekciju kutne koli¢ine gibanja na os vrtnje te koristeéi (6.21) moZemo napisati

d dw

4,z = [z—z = Lo, = MZ7 6.26

dt dt ( )
gdje je M, zbroj z-komponenata momenata vanjskih sila u odnosu na ishodi$nu to¢ku na z-osi.
Jednadzbu (6.26) zovemo jednadZbom gibanja za vrtnju krutog tijela oko nepomine osi.

Preostale komponente zbroja momenata vanjskih sila ovdje nema potrebe razmatrati jer prema pret-
postavci o vrtnji tijela oko nepomiéne osi one ne mogu utjecati na gibanje tijela.

Primjer 6.6.1: Virtnja valjka s namotanom niti i utegom na njenom kraju

Oko homogenog valjka mase M = 10kg i polumjera R = 0.1 m koji se moZe vrtjeti oko vodoravne
osi namotana je bezmasena nit na &ijem kraju visi uteg mase m = 1kg. Odredit ¢emo trajanje
prvog punog okreta valjka ako sustav u poletnom trenutku miruje.

Na slici su ucrtane x i y-os pravokutnog koordinatnog sustava koje su smjeStene tako da se vrtnja
valjka odvija oko z-osi koja je usmjerena prema Citatelju. Na slici je takoder naznaen pozitivan
smjer kutne koordinate ¢. kojom opisujemo poloZaj valjka pri njegovoj vrtnji oko z-osi. Ako je
u pocetnom trenutku ¢, = 0, kutna koordinata ¢, ée s vremenom postati negativna, a takoder
olekujemo negativnu kutnu brzinu w, i kutnu akceleraciju a,.

Najprije uotavamo da zakretu valjka d¢, oko z-osi odgovara pomak utega duz y-osi dy = Rd¢.,.
Podijelimo li tu relaciju s diferencijalom vremena dt u kojemu su se zakret d¢. i pomak dy dogodili,
dobivamo relaciju koja povezuje kutnu brzinu valjka i brzinu utega v, = Rw,, a deriviranjem te
relacije po vremenu dobivamo relaciju koja povezuje kutnu akceleraciju valjka i akceleraciju utega,

a, = Ro,.

Jednadzbu gibanja valjka moZemo napisati kao
Ia. = M, = ((Ri) x (~T'j)). = (~RTk). = —RT.

gdje je I} = %MR2 moment tromosti valjka u odnosu na z-os oko koje se on okrece, (vidi primjer
6.4.1), o, je kutna akceleracija valjka pri vrtnji oko z-osi, M, je z-komponenta momenata vanjskih




100 S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.)

sila koje djeluju na valjak, a ovdje je prisutan jedino moment sile napetosti niti 7" &ije se hvatiste
nalazi na obodu valjka.

Jednadzbu gibanja utega moZemo napisati kao
ma, = —mg + T,

gdje je a, njegova akceleracija.

Eliminacijom napetosti niti 7" i akceleracije utega a, iz gornjih triju jednadzbi, kutnu akceleraciju

valjka a, mozemo izraziti kao
myg

(%M + m) R

S obzirom na to da je kutna akceleracija stalna u vremenu, kutnu brzinu w, i kutnu koordinatu ¢,
moZemo izraziti oslanjajuéi se na analogiju s relacijama koje opisuju kinematiku gibanja stalnom
akceleracijom (jednoliko ubrzano gibanje). Kutnu brzinu koja odgovara stalnoj kutnoj akceleraciji
moZemo opisati izrazom w,[t] = «a.t, gdje je ¢ vrijeme koje je proteklo od poletka gibanja, a kut
¢, za koji se tijelo u tom vremenu zakrenulo je

A, = —

1
[t = =at?.
6.l = 1o
Prvom punom okretu odgovara ¢,[t;| = —27 iz &ega dobivamo

2% (—21)  [4nR [ M 4r % (0.1m) [ 10kg
Y LR S UP Y R (R 1) = 0.87s.
! \/ @ \/ g (2m+ ) \/9.81ms2 2% (1kg) 0875

Primjer 6.6.2: Njihanje Stapa, poletna akceleracija slobodnog kraja

Tanki homogeni Stap koji se moZe slobodno njihati oko jednog svog kraja pusten je u gibanje iz
mirovanja u vodoravnom poloZaju. Odredit ¢emo iznos akceleracije slobodnog kraja $tapa netom
nakon poletka gibanja.

Y |

» '
z l—>x

Njihanje Stapa mase m i duljine £ moZemo shvatiti kao njegovu vrtnju oko vodoravne nepomicne
z-osi koja prolazi njegovim krajem. Jedina sila koja djeluje na Stap izvan osi je gravitacijska sila
mg = —mg]j s hvatitem u teZidtu $tapa koje se nalazi pri ro, = (¢/2)i. JednadZbu gibanja
$tapa moZemo napisati kao

La, =M, = (ren X mg), = (gl X (—mgj))z = (— fm_gk)z = _Em_g’

gdje je I, = %mEQ moment tromosti &tapa u odnosu na njegov kraj (vidi primjere 6.4.1 i 6.4.2),
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a, je kutna akceleracija, a r.,, X mg je moment gravitacijske sile. Slijedi

o, = — 3g
ST

Akceleraciju kraja Stapa ra¢unamo prema jednadzbi (6.15). Na samom potetku gibanja prisutan
je samo prvi €lan jer su brzina estice v; i kutna brzina tijela w nul-vektori. Dobivamo

3 . 39 .
Akraj = O X Skraj = ( 2? k) X (01) = —793.

Zanimljivo je uotiti da je iznos akceleracije kraja Stapa, airaj = %g, vedi od iznosa akceleracije
gravitacijske sile.

6.7 Energija pri vrtnji tijela oko nepomicne osi

Kineti¢ka energija pri vrtnji krutog tijela oko nepomiéne osi moZe se napisati kao
1 1
K = Z I = Z imivf = Z émiwgs? = (Zml ) = —Lw?, (6.27)
gdje smo sumu u zagradama prepoznali kao moment tromosti krutog tijela.

Diferencijal kineti¢ke energije mozemo izraziti kao umnoZak z-komponente momenta vanjskih sila i
diferencijala kuta zakreta d¢, koji je pritom nastupio,

1
dK = d<§lzw§) — Lw.dw, = Lw,a,dt = M, dé,. (6.28)

U ra&unu smo na osnovu (6.11) koristili dw, = a, dt i w, dt = d¢,, te na osnovu (6.26) I,a, = M.,.

Rad momenta vanjskih sila pri vrtnji krutog tijela oko nepomicne osi: Diferencijal rada koji
obave vanjske sile se moZemo napisati kao

dW =) dW; =) F;-dr; = ZF cvidt = ZF (w X s; dt:chsixF-)dt
:(wdt)-Z( —t;) X (wdt) Zr,xF = (wdt) ZM

i

=M wdt = M,w, dt = M, do., (6.29)

gdje prepoznajemo izraz koji je istovjetan izrazu za diferencijal kineti¢ke energije. Jednakost diferen-
cijala dK i dW nam govori da je rad AW koji vanjske sile obave djelujuéi na tijelo jednak promjeni
kineti¢ke energije tijela AK, $to je u skladu s od ranije poznatim teoremom o radu i kineti¢koj energiji
(vidi poglavlje 4.2). Dodatno, kad je rije¢ o konzervativnim silama, rad koji sile obave djelujuéi na
tijelo jednak je negativnoj promjeni potencijalne energije tijela te vrijedi

AK = AW = —AU. (6.30)
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Snaga: lzraz za diferencijal rada momenta vanjskih sila (6.29) nam omoguéuje da snagu djelovanja

momenta vanjskih sila izrazimo kao

_aw

P=—=Muw,. 6.31
& w (6.31)

Primjer 6.7.1: Njihanje Stapa, kutna brzina u ravnotenom poloZaju

Kao i u prethodnom primjeru i ovdje razmatramo tanki homogeni Stap koji se moZe slobodno
njihati oko jednog svog kraja i koji je pusten u gibanje iz mirovanja u vodoravnom poloZaju.
: I
¥ l g
v

Zanima nas odrediti kutnu brzinu vrtnje Stapa u trenutku u kojem on prolazi ravnoteznim
poloZajem.

PosluZit ¢emo se natelom otuvanja mehanitke energije. Prema (6.27), kineti¢ka energija $tapa
mase m i duljine ¢ je
1 1/1 1
K = §IZw§ = a(gmﬁ)wg = émEng
(koristili smo od ranije poznat izraz za moment tromosti Stapa). Gravitacijsku potencijalnu
energiju moZzemo izraziti kao

l 1
U= mg(— sin gbz) = —mg/lsin ¢,
2 2
gdje je ¢, kut kojim opisujemo zakret tijela oko z-osi u odnosu na njegov pocetni poloZaj. Ako na
gornjoj slici z-os gleda prema Citatelju, kut ¢, ¢e biti negativan. lzraz u zagradama jest promjena
visine srediSta mase Stapa. Koristeéi gornje izraze za K i U, mehanicka energija ovog sustava je

1 1
E=K+U-= 6m£2w§ + §mg€ sin ¢,

Na pocetku gibanja imamo w, = 0 i ¢ = 0, dakle £ = 0, te na osnovu ofuvanja energije
zaklju€ujemo
3
w? = — 29 Sin O

14

(sing, < 0). Ako z-os gleda prema ¢itatelju, u ravnoteznom poloZaju imamo ¢, = —%7‘(‘,
odnosno w? = 3g//.
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6.8 Kotrljanje krutog tijela

Kotac je naziv koji éemo koristiti za bilo koje rotacijski simetri¢no kruto tijelo odnosno tijelo koje u
ravnini okomitoj na os simetrije ima kruZni presjek i koje se moZe kotrljati po podlozi. Os rotacijske
simetrije tijela prolazi sredistem mase tijela, a oznadavat ¢emo ju kao z*-os. Primjeri “kotala” su
obrug, puni ili 3uplji valjak, kugla, sfera (3uplja kugla), itd. Opcenito, moment tromosti kotata mase
M i polumjera R u odnosu na njegovu z*-os moZemo napisati kao

I = kM R?, (6.32)

gdje koeficijent x poprima vrijednosti od 0 do 1. Za obru¢ i za Suplji valjak imamo xk = 1, za puni
valjak © = 1/2, za punu kuglu x = 2/5 (vidi primjer 6.4.1), a kad bi se sva masa kota¢a nalazila u
njegovom srediStu, imali bismo x = 0.

Kotrljanje kotaca bez klizanja je kotrljanje pri kojem to¢ka kotaa koja u nekom trenutku dodiruje
podlogu, miruje u odnosu na nju. Slika prikazuje kota¢ polumjera R na podlozi te osi z* i y*
koordinatnog sustava u referentnom okviru kotata (ROSM, vidi poglavlje 5.4) &ija je z*-0s usmjerena
prema Citatelju. Slika takoder prikazuje x i y osi koordinatnog sustava u referentnom okviru vezanom
uz podlogu.

/

Zakretu kotata d¢; oko njegove z*- osi, u referentnom okviru vezanom uz podlogu odgovara pomak
srediSta mase kotaca
dzen, = —Rdo, (6.33)

gdje je R polumjer kotaa. Podijelimo li tu relaciju diferencijalom vremena d¢ unutar kojeg su se
pomak dz., i zakret d¢ dogodili, dobivamo relaciju koja povezuje brzinu srediSta mase vy, =
dZen /dt i kutnu brzinu kotada w? = d¢* /dt,

Veme = —RW}. (6.34)
Gornju relaciju zovemo uvjetom kotrljanja bez klizanja, a deriviranjem te relacije po vremenu do-
bivamo relaciju koja pri kotrljanju bez klizanja povezuje akceleraciju sredista mase acy, i kutnu

akceleracije kotaa o}
Ueme = —Ra. (6.35)
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Primjer 6.8.1: Kotrljanje bez klizanja niz kosinu, koeficijent trenja

Pretpostavit ¢emo da se kotat &iji je moment tromosti dan izrazom (6.32) pod djelovanjem sile
teZe kotrlja bez klizanja niz kosinu nagiba 3. Odredit ¢emo akceleraciju sredista mase kotala,
iznos sile stati¢kog trenja koja djeluje izmedu kotala i kosine te minimalnu vrijednost koju mora
imati koeficijent stati¢kog trenja kako ne bi nastupilo klizanje.

Na kotat djeluju gravitacijska sila Mg s hvatistem u sredi$tu mase kotaca (tezistu) te sila podloge
N i sila trenja Fy; s hvatistima u tocki u kojoj kota¢ dodiruje kosinu.

JednadZba gibanja sredista mase kotata u potpunom (vektorskom) obliku glasi
Ma., =F = Mg+ N + Fy,,
a njenu z-komponentu moZemo napisati kao
Magy,, = Mgsin g — Fi,.

JednadZba gibanja za vrtnju kotata oko njegove z*-osi (uzimamo da je ta os usmjerena prema
Citatelju), s obzirom na to da jedino sila trenja ima moment u odnosu na tu os razli€it od nule,
glasi

Iia} = M: = —RF,.

Uz koristenje uvjeta kotrljanja bez klizanja (6.35) i izraza za moment tromosti kotala (6.32),
iz posljednje dvije jednadZbe moZemo eliminirati kutnu akceleraciju o, te izraziti akceleraciju
srediSta mase i iznos sile trenja kao

K

Gemz = —— gsin 3, Fi, Mgsin 5.

14+ kK 14k
Uotavamo da iznos akceleracije kotata koji se kotrlja bez klizanja niz kosinu ne ovisi o masi
kotala, ali ovisi o koeficijentu x odnosno o nalinu na koji je masa unutar njega rasporedena.
Kotac &ija je masa rasporedena uz njegovu z*-os (k — 0) akcelerirao bi poput tijela koje bez
trenja translacijski klizi niz kosinu, dok bi akceleracija kotaca &ija je masa rasporedena pri njegovu
obodu (k — 1) bila upola manja.

Buduéi da je sila trenja, &iji smo iznos F;, odredili, po svojoj prirodi sila stati¢kog trenja, njen
iznos zadovoljava nejednakost
Ftr S //LN7

gdje je N iznos sile kojom kotac i podloga medudjeluju u smjeru okomitom na kosinu. S obzirom
na to da iz jednadZbe gibanja sredista mase kotada slijedi

N = Mg cos j3,
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moZemo zakljuliti da koeficijent stati¢kog trenja mora zadovoljavati nejednakost

>Ftr_ K
H="N " 1+x

tg B.

Uz nedovoljno velik koeficijent stati¢kog trenja kotaa i kosine sila trenja ne bi mogla postici
potrebnu vrijednost te bi pri gibanju kotaca niz kosinu doslo do klizanja.

Kineticka energija pri kotrljanju bez klizanja: Prema opcenitim relacijama (5.14) ili (6.5),
kineti¢ku energiju tijela moZemo izraziti kao zbroj kineti¢ke energije centra mase K., i kineti¢ke
energije tijela u referentnom okviru njegova srediSta mase K*. Kad se radi o kota&u &iji je moment
tromosti dan izrazom (6.32) i koji se kotrlja bez klizanja, $to zna& da je zadovoljen uvjet (6.34),

kineti¢ku energiju moZemo izraziti kao

1 1 1 1 v
K = Koy + K* = =M, + =I"w? = = Mv? —MR2<Cm>

2 1+k
2

Muv?,. (6.36)

Uotavamo da je kineti¢ka energija kotaca u kotrljanju do dva puta veca od kineti¢ke energije tijela
iste mase koje se brzinom istog iznosa giba translacijski.

Primjer 6.8.2: Kotrljanje bez klizanja niz kosinu, kona¢na brzina

Primjenom ouvanja mehanictke energije odredit éemo konacni iznos brzine sredista mase kotada
koji se, krenuvsi iz mirovanja pri vrhu kosine visine H, dokotrljao bez klizanja u podnoZje kosine.

Vazno je uoditi da sila stati¢kog trenja koja osigurava kotrljanje bez klizanja ne obavlja rad, a s
obzirom na to da u sustavu nema daljnjih sila koje bi mogle dio mehani¢ke energije pretvoriti u
druge oblike energije, zaklju¢ujemo da je mehanictka energija sustava ofuvana.

U pocetnom stanju imamo kineti¢ku energiju kotaca jednaku nuli, jer on miruje, te gravitacijsku
potencijalnu energiju kota¢a koju moZemo izraziti u odnosu na referentnu razinu podnoZja kosine,

K=0, U=MgH,  Eye=K+U=MgH.

U konagnom stanju imamo kineti¢ku energiju kotaca koja je dana izrazom (6.36) te gravitacijsku
potencijalnu energiju kotaca koja je jednaka nuli jer smo podnoZje kosine odabrali kao referentnu

razinu, .
+ K 9
MvZ .
2 cm

Primjenom uvjeta ouvanja mehanicke energije, Eyon. = Epoz., dobivamo

[ 2gH
Vem = .
1+k

Kao i u prethodnom primjeru, gdje smo uodili ovisnost akceleracije sredista mase o koeficijentu
k, ovdje uotavamo da se tijela &ija je masa rasporedena blize njihovom obodu i koja zbog toga
imaju veli koeficijent k, kotrljaju sporije od onih &ija je masa rasporedena blize z*-osi.

1
+/<;MUQ

2 cm?

K =

U:07 Ekon.:K+U:

Kotrljanje s klizanjem: Kad brzina sredista mase kotaa vy, i kutna brzina njegove vrtnje w,
ne zadovoljavaju uvjet (6.34), dolazi do klizanja kotata po podlozi. To zna& da na kota¢ djeluje
sila dinamickog trenja &iji je smjer suprotan smjeru brzine koju toka kotaa koja dira podlogu ima u
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odnosu na samu podlogu. Ako se u referentnom okviru podloge gibanje sredista mase kotaéa odvija
duZ z-osi, moZemo pisati

Vemz 2 _sz — F’trm = :F,UDNa (637)
gdje je N iznos sile kojom kota¢ i podloga medudjeluju u smjeru okomitom na podlogu. Gornji
simboli (> i —) odnose se na slu€aj u kojem je z-komponenta brzine sredista mase kotata veca, a

donji simboli (< i +) odnose se na slu¢aj u kojem je ta brzina manja od one koja zadovoljava uvjet
(6.34).

Primjer 6.8.3: Kotrljanje biljarske kugle uz klizanje

Neposredno nakon 3to je primila udarac Stapom, biljarska kugla klizi po vodoravnoj podlozi
brzinom iznosa vy = 2ms~! bez vrtnje. Kugla s podlogom ima koeficijent trenja ;i = 0.1. Sila
trenja koja djeluje na kuglu e tijekom vremena smanjiti brzinu sredista mase kugle te dovesti
do njene vrtnje, zbog Cega ¢e u nekom trenutku nastupiti kotrljanje kugle bez klizanja. Odredit
¢emo nakon koliko ¢e vremena nastupiti kotrljanje bez klizanja i koliki put ¢e do tog trenutka
kugla prevaliti.

Uzmemo |i da se kugla giba u pozitivnom smjeru x-osi, u po¢etnom trenutku moZemo napisati
ZTem|[0] = 0, Vemz[0] = o, w,[0] = 0.
Jednadzbu gibanja sredista mase kugle moZemo napisati u obliku
Macme = —Fie = —uMg,

$to daje stalnu akceleraciju acy,, = —pg odnosno jednoliko ubrzano gibanje. To zna&i da brzinu
sredista mase i z-koordinatu poloZaja sredista mase sada moZzemo opisati izrazima (2.21) i (2.22)
koji uz nase pocletne uvjete daju

L
Vema [t] = vo — pugt, Tem[t] = vot — §,ugt )

Jednadzba gibanja za vrtnju kugle oko z*-osi glasi
I'a, =M, =—-RF, =—RuMg,
$to daje stalnu kutnu akceleraciju

o - BpMg - RpMg - Spg
: I ZMER? 2R’

gdje smo koristili poznati izraz za moment tromosti homogene kugle u odnosu na os koja prolazi
njenim sredistem (vidi primjer 6.4.1). Kako je pocetna kutna brzina jednaka nuli moZemo napisati
dpLg
] = ot = — 222t
w.[t] = o R
Sada moZemo odrediti trenutak ¢’ u kojem gibanje kugle prelazi u kotrljanje bez klizanja. Uvjet
(6.34) koji glasi vem: = —Rw, ovdje vodi na
OpLg

vo — pgt = Tt/
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iz ¢ega dobivamo
2U0

- Tug’
a put koji do tog trenutka prevaljuje srediste mase kugle je

t/

_12ug 12 x (2ms™1)? B
© 49ug 49 x 0.1 x (9.81ms—2)

1
S, = xcm[t/] - I‘Cm[O] = Uot/ — §,ugt/2 — ...
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Zadaci

Z.6.1: Homogena vodoravna greda duljine L = 6 m i mase M = 80kg leZi na dvama osloncima, a na njoj
stoji ¢ovjek mase m = 60kg. Udaljenost lijevog oslonca od lijevog kraja grede je 1 = 1.5m, udaljenost
desnog oslonca od lijevog kraja grede je o2 = 5.5m, a ¢ovjek je od lijevog kraja grede udaljen z3 = 4.5m.
Odredi iznose sila kojima oslonci djeluju na gredu.

RJ FLQ = i((M + m).%'g’l - ML/2 - mmg)g/(xg — .%'1), F1 ~ 6377N, F2 ~ 735.7N

Z.6.2: Kvadar pritis¢emo uz uspravan zid s kojim on ima koeficijent statitkog trenja p = 0.5 kako on ne
bi klizio prema dolje. Primjenjujemo silu iznosa F' &iji smjer s okomicom na zid zatvara kut «. Odredi kut
« za koji je potreban najmanji iznos sile F'.

Rj: tga = p~!, o ~63.4°

Z.6.3: Dva sitna tijela kojima su mase mj i mo pri¢vré¢ena su na krajevima tankog homogenog $tapa
duljine L i mase M. Na kojoj udaljenosti od kraja $tapa na kojem se nalazi tijelo mase mq prolazi os
okomita na tap, a u odnosu na koju &itav sustav ima najmanji moment tromosti?

Rj: a=(M/2+ mg)L/(M + mq + mg)

Z.6.4: Odredi moment tromosti homogenog sto$ca polumjera baze R i mase M u odnosu na njegovu 0s
simetrije.
Rj: I =4 MR?

Z.6.5: Tanka homogena vodoravna greda mase m oslonjena je na dva oslonca koji se nalaze pod samim
krajevima grede. U nekom trenutku jedan se od oslonaca naglo ukloni i greda se po¢ne gibati. Odredi silu
kojom preostali oslonac djeluje na gredu u trenutku netom nakon $to je jedan oslonac uklonjen.

Rj: F'=mg/4

Z.6.6: Preko koloture koju moZemo smatrati homogenim diskom polumjera R i mase M i koji se moZe
bez otpora okretati oko nepomi¢ne vodoravne osi prebalena je nerastezljiva nit zanemarive mase na &ijim
su krajevima utezi masa mj i mg. Pustimo li sustav u gibanje nit pokreée koloturu pri ¢emu ne dolazi do
proklizavanja. Odredi napetost onog dijela niti na kojem visi masa m;.

Rj: Th = (Mmq + 4mima)g/(M + 2mq + 2ms)
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7 Centralna sila i gravitacija

U ovom poglavlju éemo najprije upoznati opéa svojstva polja tzv. centralne sile medu kojima su
ofuvanje mehanicke energije i ofuvanje kutne koli¢ine gibanja Cestice koja se giba pod djelovan-
jem takve sile. Zatim ¢emo pokazati da gibanje dviju Cestica koje medudjeluju konzervativnhom
meducesti¢nom silom moZemo opisati jednadzbom koja je po svom obliku istovjetna jednadzbi gibanja
jedne Cestice u polju centralne sile. Nakon toga ¢emo se baviti Newtonovim zakonom gravitacije i
gibanjem planeta.

7.1 Svojstva centralne sile

Centralna sila: Kad na Cesticu djeluje sila koja je svuda usmjerena prema nepomiénoj tocki u
prostoru ili od te tocke, pri Eemu jakost sile ovisi jedino o udaljenosti &estice od te tocke, kaZzemo
da na Cesticu djeluje centralna sila odnosno da se estica nalazi u polju centralne sile. Samu
to¢ku prema kojoj je sila usmjerena zovemo centrom sile. Polje centralne sile moZemo opisati
vektorskim izrazom

Flr] = F,[] £, (7.1)

gdje je r vektor poloZaja Cestice u odnosu na centar sile, 7 = |r| je udaljenost Zestice od centra
sile, F.[r] je tzv. radijalna komponenta vektora centralne sile, a & = r/r je jedini¢ni vektor.

Ako je F,.[r] < 0 kaZzemo da je centralna sila privla¢na, dok za F'[r] > 0 kaZemo da je sila odbojna.

Kutna koli¢ina gibanja ¢estice u odnosu na centar sile o¢uvana je veli¢ina: Moment centralne
sile u odnosu na njen centar jednak je nuli, M = r X F[ | =0, jer sur i F istog ili suprotnog smjera.
S obzirom na to da uvijek vrijedi jednadZba gibanja J L M, gdje je L = r x p kutna koli¢ina
gibanja Cestice u odnosu na centar sile, slijedi da je L oéuvana veli¢ina.

(Takoder moZemo zakljutiti da se gibanje Cestice odvija u ravnini odredenoj vektorima r i p.)

Centralna sila je konzervativna: Svaki pomak &estice moZemo rastaviti na radijalni pomak koji je
paralelan centralnoj sili te na tangencijalni pomak koji je okomit na silu. Centralna sila obavlja rad
isklju¢ivo pri radijalnom pomaku Zestice, dW = F,[r] dr, te je ukupni rad obavljen na putanji koja
pocinje u toc¢ki r; udaljenoj od centra sile 71, a zavrSava u ry na udaljenosti 75,

r2 T2
Wiy — / A — / Fr] dr. (7.2)

S obzirom na to da rad ne ovisi o odabiru putanje, ve¢ ovisi isklju¢ivo o odabiru krajnjih tocaka,
slijedi da je centralna sila konzervativna.

Potencijalna energija u polju centralne sile: Potencijalna energija Cestice koja se nalazi na
udaljenosti r od centra sile jest rad koji bismo obavili suprotstavljajuéi se centralnoj sili pri pomicanju
Cestice od referentne udaljenosti 7y do kona&ne udaljenosti r,

Ul = — / B, (7.3)

Inverzna relacija

Fylr] = —=U[r] (7.4)
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nam omogucuje da u slu¢aju u kojem je centralna sila opisana potencijalnom energijom U[r] odredimo
izraz za samu silu F,.[r].

Mehanitka energija Cestice koja se giba pod djelovanjem centralne sile (7.1) je zbroj odgovarajuce
potencijalne energije (7.3) i njene kinetitke energije.

Primjer 7.1.1: Centralna elasti¢na sila

Centralnu silu koja je privlana pri svim udaljenostima i &ija je jakost razmjerna udaljenosti Cestice
od centra sile opisujemo vektorskim izrazom

Flr|] = —kr = —krt,
gdje je k pozitivna konstanta ili, kraée, izrazom za radijalnu komponentu sile
F.[r] = —kr.

Takvu silu moZemo shvatiti kao elastiénu oprugu konstante k ¢ija je masa zanemariva, Cija
je ravnoteZna duljina jednaka nuli i koja je razapeta izmedu Cestice i srediSta sile, a zovemo
ju centralnom elasti¢nom silom. Opcenita putanja Cestice pod djelovanjem takve je elipsa sa
sredistem u sredidtu sile (tu tvrdnju ovdje ne dokazujemo). KruZnica i segment pravca koji
prolazi centrom sile posebni su slu¢ajevi elipti¢ne putanje Cestice.

/

Potencijalnu energiju koja odgovara centralnoj elasti¢noj sili ratunamo s pomocu izraza (7.3).
Odaberemo li 7y = 0 kao referentnu udaljenost dobivamo

1
Ulr] = 5]{:7“2,

$to je od ranije poznati izraz za potencijalnu energiju opruge. Takoder uo¢avamo da je zadovoljena
inverzna relacija (7.4).

Tocke obrata: Pri gibanju Cestice u polju centralne sile, to¢ke obrata su one tocke na putanji
Cestice u kojima udaljavanje Cestice od sredista sile prelazi u pribliZavanje Cestice prema sredistu sile
ili suprotno. Vektor brzine estice v je to¢kama obrata okomit na vektor njenog poloZaja r, a to
znadi da iznos kutne koli¢ine gibanja koji je u polju centralne sile o¢uvana veli¢ina mozemo izraziti
kao

L= ‘L| = ‘robrat X (m Vobrat)| = TobratVobrat - (75)

Koriste¢i gornji izraz, mehani¢ku energiju koja je takoder ouvana veli¢ina moZemo izraziti kao

1 I?
E=K+U-= 5mvgbm + Ulroprat) = -+ = =——5— + UlTobrat)- (7.6)

- 2
2,nf”ﬂobrat
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Gornja jednadZba nam omogucuje da za poznatu mehani¢ku energiju E i poznati iznos kutne koli¢ine
gibanja Cestice L za esticu mase m u polju centralne sile opisane potencijalnom energijom Ul|r|
odredimo udaljenost totaka obrata (jedne ili vige njih) od sredista sile.

Primjer 7.1.2: Tocke obrata Cestice u polju centralne elasti¢ne sile

Odredit ¢emo udaljenosti toaka obrata od sredista centralne sile opisane potencijalnom energijom
1
Ulr] = 5]{:7“2

(vidi prethodni primjer) za &esticu mase m, kutne koli¢ine gibanja iznosa L i mehanitke energije
E.

Udaljenosti roprat su rjedenja jednadzbe (7.6) koja ovdje glasi

L? 1
E = o2 + _k,rc%brat
2TrLTobrat 2

2
obrat*

E kL?
(Tgbrat)l,g = E (1 +4/1 - mEQ) :

Moze se pokazati da opéenito vrijedi mE? > kL?, a to znadi da izraz pod korijenom ne moze
biti negativan odnosno da su oba rjesenja realna. Jedno od njih odgovara najmanjoj (apocentar),
a drugo najvecoj udaljenosti od centra sile (pericentar) koju Zestica postize tijekom gibanja (vidi
sliku u prethodnom primjeru). Takoder valja uotiti da su rje$enja medusobno jednaka kad vrijedi
mE? = kL?, a taj uvjet odgovara posebnom sluéaju kada se &estica giba kruZnom putanjom
zbog &ega nema smisla govoriti o to¢kama obrata.

i koju moZemo shvatiti kao kvadratnu jednadZbu u varijabli r Dva rjesenja te jednadzbe su

7.2 Gibanje dvaju tijela

Medudjelovanje dviju €estica: Pretpostavimo li da Cestice jedna na drugu djeluju silom koja ovisi
isklju€ivo o njihovoj medusobnoj udaljenosti, silu kojom &estica 1 djeluje na Eesticu 2 moZemo opisati
izrazom
Fio [1'12] = F, [7’12] Iyo, (7-7)
gdje je
rig =TIy —1I; (7.8)
vektor poloZaja Cestice 2 u odnosu na &esticu 1, 715 = |r12| je udaljenost medu Cesticama, a T15 =
r12/r12 je jedini¢ni vektor. lzraz (7.7) je u skladu s tre¢im Newtonovim zakonom prema kojemu
estice jedna na drugu djeluju suprotnim silama, Fy; = —F5, te prema kojemu smjerovi tih sila leZe
na pravcu na kojemu leZze same &estice. Ako je F,.[ris] < 0, sila medu Cesticama je privla¢na, a ako
je Fy[ri] > 0, sila je odbojna.

Potencijalna energija para ¢estica medu kojima djeluje sila opisana sa (7.7) i koje se nalaze
na medusobnoj udaljenosti 715 jest, prema definiciji potencijalne energije, rad potreban da Cestice
s neke referentne udaljenosti ry dovedemo na udaljenost 715. Pretpostavimo li da je jedna Cestica
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nepomicna, pri pomaku one druge udaljenost se medu njima mijenja za dris, a element rada koji
obavljamo je dW = —F,.[r15| dri5. Potencijalna energija je prema tome,

Ulria] = — / R, (7.9)

To
Inverzna relacija kojom iz potencijalne energije mozemo izracunati silu glasi

F,lra] = —%U[le]. (7.10)

VaZno je uotiti podudarnost gornjih izraza s izrazima (7.3) i (7.4) koji se odnose na centralnu
silu. Kad sila pri velikim medudesti¢nim udaljenostima is¢ezava, prirodno je pri definiciji potencijalne
energije koristiti referentnu udaljenost 7y = oo jer se takvim odabirom udaljenim &esticama pridruZuje
potencijalna energija jednaka nuli.

Primjer 7.2.1: Lennard-Jonesova medulesti¢na sila

Cesto se uzima da medu &esticama djeluje tzv. Lennard-Jonesova sila koja je opisana izrazom

za potencijalnu energiju
an 12 a6
v =((2)" -2 2))
r r

gdje je r = r15 udaljenost medu Cesticama, a € i a su pozitivne konstante. Zbog prepoznatljivih
eksponenata 12 i 6 u izrazu za silu, zovemo ju jo$ i “silom 12-6". Slika prikazuje ovisnost
potencijalne energije o udaljenosti medu &esticama.

Uvj[r]

Izraz za Lennard-Jonesovu silu dobivamo primjenom inverzne relacije (7.10),

Fualr] =~ = 2 ((;)” ; (g)ﬁ) |

Slika prikazuje jakost Lennard-Jonesove sile u ovisnosti o udaljenosti medu &esticama.

Fy 5[]
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Promatrajudéi jakost Lennard-Jonesove sile te odgovarajuéu potencijalnu energiju, uo¢avamo njena
sljede¢a svojstva:

e Na udaljenosti 7 = a Lennard-Jonesova sila iS¢ezava zbog &ega tu udaljenost zovemo
ravnoteznom udaljeno$éu.

e Na udaljenostima r < a Lennard-Jonesova sila je odbojna i kad udaljenost medu ¢esticama
teZi u nulu njezina jakost teZi u beskona&no. U skladu s time, potencijalna energija (koja
odgovara radu koji je potrebno obaviti kako bismo sustav doveli u neko stanje) takoder teZi
u beskona¢no kad udaljenost medu &esticama teZi u nulu. To znadi da Lennard-Jonesova
sila ne dopusta dvama Cesticama da se nadu na istom mjestu.

e Na udaljenostina » > a Lennard-Jonesova sila je privlagna s time da njena jakost i¥¢ezava
kad udaljenost medu Cesticama teZi u beskona&no. Dogovorno, potencijalna energija je
napisana tako da ona takoder is¢ezava kad udaljenost medu Cesticama tezi u beskonaéno.

e Pri ravnoteznoj udaljenosti 7 = a, potencijalna energija poprima najmanju mogucu vri-

jednost Upj[a] = —e. Dvije &estice mogu provoditi glavninu vremena u okolini ravnoteZne
udaljenosti (titrati oko nje) te na taj na&in one mogu &initi vezanu strukturu nalik dvoatom-
noj molekuli.

JednadZba gibanja za vektor relativnog polozaja: Drugu derivaciju vektora rjs = ry — 1
koji opisuje poloZaj Cestice 2 u odnosu na Cesticu 1 moZemo izraziti kao

d?r d’r d’r F F F —F 1 1
12 _ d'rs 1:_12_22_12_M: — + — | Fys, (7.11)
dt? dt? dt? ™o mq mo mq mo mi
odnosno koristeci (7.7),
d21‘12 &
ap = Fio = F.[ri2) 12, (7.12)
gdje je
1My
e 7.13
= (7.13)

tzv. reducirana masa sustava.

Uotavamo da je jednadZba (7.12) po svom obliku istovjetna jednadzbi gibanja jedne jedine Eestice
Cija je masa p i koja se nalazi u polju centralne sile. Vektor poloZaja Cestice 2 u odnosu na Cesticu
1 mozemo izraziti kao

ryg=ro—r; = (T +15) — (Tem +17) =15 — 17, (7.14)

gdje je r., vektor poloZaja sredista mase sustava, a zvjezdicama su oznaceni vektori poloZaja Cestica
u odnosu na sredi¥te mase sustava (vidi poglavlje 5.4). Nadalje, koriste¢i opce svojstvo

mary + mory = 0, (7.15)

iz gornjih dviju jednadzbi dobivamo relacije

* mg
rn=———""Trig, r —
my + Mo my + Mo

Irio. (716)

N ¥



114 S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.)

Primjer 7.2.2: Gibanje dvaju Cestica koje medudjeluju elasticnom silom

Razmotrit ¢emo sustav dviju Cestica &ije su mase m; i mo i medu kojima djeluje privlatna
sila razmjerna udaljenosti medu &esticama 5. Takvu silu moZemo shvatiti kao oprugu ¢&ija
je ravnotezna duljina jednaka nuli, a koristeéi notaciju kao u (7.7) moZemo ju opisati izrazom

Fy[ria] = —kri,
gdje je k > 0 konstanta opruge. Odredit ¢emo kutnu brzinu w jednolike vrtnje ovog sustava oko
njegovog srediSta mase.

Koriste¢i jednadzbu gibanja (7.12), razmatramo gibanje Zestice &ija je masa jednaka reduciranoj
masi sustava (7.13) na koju djeluje centralna sila F, (takvo gibanje smo susreli u primjeru 7.1.1).
Prema (7.12), akceleracija te estice je

d? 1 1 k k

@I‘u = pFr[’f’u]f'u = p(—k'f’u)flz = ——Tofe = ——Tjo.

S druge strane, prema pretpostavci o jednolikoj vrtnji sustava kutnom brzinom w, akceleracija
estice sastoji se isklju¢ivo od njezine centripetalne akceleracije

2
d _ 2
—=TI'io = —WTrg.

dt?

Iz jednakosti akceleracije dobivene iz jednadzbe gibanja i akceleracije dobivene na osnovu pret-
postavljenog gibanja (centripetalne akceleracije) slijedi traZena kutna brzina

k my + me
2 V mima

Primje¢ujemo da kutna brzina vrtnje estice ne ovisi o udaljenosti 5.

Na primjer, ako je my = 2my, polumjeri kruZnica duZ kojih se estice gibaju u referentnom okviru
sredista mase su prema (7.16)

Mo 2 . m 1
rf=——ry=—-r = ———Trig= -7
1 12 12 > 12 12
my + mo 37 my + mo 37

$to moZemo prikazati slikom.

VaZno je uotiti da se Cestica vece mase giba duZ kruZnice manjeg polumjera.
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U slu¢ajevima u kojima je jedna masa znatno veca od druge, npr. ako m; > my odnosno ako
msy/my — 0, vrijedi

m2}inrqul—>ou = My, mz}inrllll_)o I'T = 0, mQ}inrllll_)O I'; =T9. (717)
To znadi da u takvim sustavima reduciranu masu moZemo poistovjetiti s masom manje masivne
estice, a gibanje Cestice vee mase moZemo zanemariti odnosno uzeti da se njen poloZaj podudara s
poloZajem sredista mase. Nadalje, vektor relativog poloZaja Cestice 2 u odnosu na &esticu 1 moZemo
poistovjetiti s poloZajem Cestice 2 u odnosu na srediste mase sustava.

Primjer 7.2.3: Polumjer orbite Sunca

Pretpostavimo |i da se Sunéev sustav sastoji isklju¢ivo od Sunca &ija je masa m; = M, =
1.9891 x 10%°kg i od Zemlje &ija je masa my = Mg = 5.9742 x 10** kg, koja se giba du¥
kruZnice polumjera priblizno jednakog jednoj astronomskoj jedinici (1au = 1.49598 x 10" m),
moZzemo odrediti polumjer kruZnice duZ koje se giba srediste Sunca,

f_ M2 Me Mo

r] = ri9 = T19
1 12 12
my + me Mg + Mg Mg

(lau) = --- = 449 km.

Dobiveni polumjer kruZne putanje sredista Sunca znatno je manji od polumjera Sun&evog ekvatora
koji iznosi Ry = 6.96 x 10®m, a to obja3njava zbog Zega je u mnogim situacijama posve
opravdano zanemariti gibanje Sunca i jednostavno re¢i da ono “miruje”.

7.3 Gravitacijska sila i gravitacijsko polje

Newtonov zakon gravitacije (gravitacijska sila): Medu Cesticama &ije su mase my i my i
koje su jedna od druge udaljene 715 djeluje privla&na sila &ija je jakost (iznos)
mime

Fgrav[TIQ] = GNW’ (718)

gdje je Gn = 6.67428 x 107" Nm? kg2 tzv. gravitacijska ili Newtonova konstanta, a samu silu
nazivamo gravitacijskom silom.

Uo¢avamo da je jakost te sile razmjerna masama Cestica te da je obrnuto razmjerna kvadratu udal-
jenosti medu njima. To znadi da se iznos gravitacijske sile smanjuje s udaljenos¢u medu &esticama
te da teZi u nulu kad ta udaljenost teZi u beskonaéno. S druge strane, kad udaljenost teZi u nulu,
jakost sile tezi u beskonaéno, zbog ¢ega izbjegavamo govoriti o gravitacijskoj sili pri pretjerano malim
udaljenostima.

Gravitacijska sila jedna je od &etiriju temeljnih sila u prirodi, a gravitacijska konstanta jedna je od
temeljnih konstanti.
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Primjer 7.3.1: Jakost gravitacijske sile kojom medudjeluju Zemlja i Sunce

Silu koja osigurava Zemljino gibanje oko Sunca moZemo izratunati (a) mnoZeéi Zemljinu cen-
tripetalnu akceleraciju masom Zemlje ili (b) raunajudi jakost gravitacijske sile kojom medudjeluju
Zemlja i Sunce. Ocekujemo podudaranje dobivenih vrijednosti za jakost sile.

(a) U jednoj godini (T = 365.25 x 24 x 60%s = 3.15576 x 107s) Zemlja (Mg = 5.9742 x
10**kg) &ini jedan okret oko Sunca, pri &emu je srednja udaljenost Zemlje od Sunca a
jednaka tzv. astronomskoj jedinici (engl. astronomical unit, 1au = 1.49598 x 10! m).
Zanemarimo li gibanje Sunca i pretpostavimo li da je putanja Zemlje savrSena kruZnica
(vidi raniji primjer), moZemo odrediti iznos centripetalne sile koja osigurava Zemljino kruZno
gibanje,

F., = Mgw?a = Mg (27/T)* a
2w
3.15576 x 107 s

2
= (5.9742 x 10** kg) x ( ) x (1.49598 x 10" m)

= 3.54288 x 10%? N.

(b) Sila kojom medudjeluju Zemlja i Sunce (My = 1.9891 x 103°kg) jest gravitacijska sila
dana izrazom (7.18). Njena je jakost

Mg Mo
a?

= (6.67428 x 107" Nm? kg™ ?) x

Fgrav = GN

(5.9742 x 10%*kg) x (1.9891 x 103 kg)
(1.49598 x 1011 m)>

= 3.54397 x 10*N.

Uotavamo da smo u oba rauna dobili vrlo sli¢nu vrijednost.

Gravitacijsko polje: Neka se Cestice &ije su mase m; nalaze u tockamar;, 7 =1,..., N. Kad bismo
Cesticu mase m doveli u to¢ku r, na nju bi djelovala ukupna gravitacijska sila koju moZemo izraziti
kao zbroj gravitacijskih sila svih &estica,

Fyrav[r Z NS R TN Z mi{r — 1) (7.19)

|r; — r|? |r; —r| -—r|3

Prvi razlomak u prvom koraku opisuje jakost gravitacijske sile kojim i-ta &estica privlai masu m, dok
razlomak (r; — r)/|r; — r| predstavlja jedini¢ni vektor usmjeren od totke u kojoj se nalazi masa m
prema toc¢ki u kojoj se nalazi i-ta Cestica, $to znadi da njegov smjer odgovara smjeru gravitacijske
sile koja djeluje na &esticu mase m. U idu¢em smo koraku pojednostavili izraz izlu€ivsi masu m i
gravitacijsku konstantu G ispred znaka sumacije.” Istu silu sada moZemo krace napisati kao

Fgrav[r] = m~y[r], (7.20)

"U nazivniku kona&nog izraza u (7.19) pojavljuje se tre¢a potencija udaljenosti medu &esticama $to na prvi pogled
nije u skladu s prirodom gravitacijske sile ija je jakost obrnuto razmjerna drugoj, a ne trecoj potenciji te udaljenosti.
Dakako, uzme li se u obzir da se u brojniku istog izraza nalazi vektor relativnog poloZaja jedne €estice u odnosu na
drugu koji je sam po sebi razmjeran udaljenosti medu Cesticama, uoava se da je &itav razlomak obrnuto razmjeran
kvadratu udaljenosti, 8to je ofekivano. Ista opaska odnosi se na treu potenciju udaljenosti u nazivinicima u izrazima
(7.21) i (7.22).
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gdje vektorsku veli¢inu

Y] = GNZ% (7.21)

zovemo gravitacijskim poljem u to¢ki r. MoZe se reci da je gravitacijsko polje vektorsko polje odnosno
funkcija koja svakoj tocki prostora pridruZuje vektor &iji smjer odgovara smjeru u kojem bi, u danoj
tocki prostora, djelovala ukupna gravitacijska sila Ciji je iznos razmjeran jakosti te sile. Fizi¢ka
dimenzija gravitacijskog polja jednaka je dimenziji akceleracije, LT~2, a odgovara joj mjerna jedinica
ms~2 ili Nkg™".

Kad je raspored mase u prostoru opisan volumnom gusto¢om mase p, umjesto zbrajanjem doprinosa
svake pojedine Cestice, gravitacijsko polje moZemo izraziti integralom

~[r] = GN/ 2T =Gy | [r']dV7, (7.22)

= rP P’

gdje je p[r'] volumna gustoéa mase u okolini totke r' a AV’ je element volumena po kojemu se
provodi integracija.

Teorem o sfernim ljuskama: Kad je masa m rasporedena u prostoru tako da &ini jednoliku sfernu
ljusku, gravitacijsko polje izvan te ljuske jednako je gravitacijskom polju Cestice mase m koja se
nalazi u sredistu ljuske, dok gravitacijsko polje unutar ljuske i¢ezava. Dokaz ovog teorema se, zbog
matematicke sloZenosti, nalazi u dodatku E.

S obzirom na to da bilo koje sferno tijelo poput Zemlje ili Sunca moZemo shvatiti kao niz sfernih
ljuski koje su smjeStene jedna unutar druge, a kako je ukupno gravitacijsko polje zbroj doprinosa svih
ljuski, primjenom teorema o sfernim ljuskama zaklju¢ujemo da je gravitacijsko polje izvan sfernog
tijela jednako gravitacijskom polju koje bismo imali kada bi se sva masa tijela nalazila u njegovu
sredistu.

Primjer 7.3.2: Jakost gravitacijskog polja pri Zemljinoj povrsini

Prema teoremu o sfernim ljuskama, jakost (iznos) gravitacijskog polja na povr3ini sfernog planeta

mase M i polumjera R je opcenito

M
= GN@-

Na povrdini Zemlje (Mg = 5.9742 x 10** kg, Rq = 6.378km) to je

M, 9742 x 10 k
Yo = Grn—y = (6.67428 x 107" Nm? kg ™?) x 5.9742 X 107 ke

=9.802Nkg ™!
R (6.378 x 10°m)? &

ili 9.802ms™2, &to je priblizno jednako akceleraciji slobodnog pada pri Zemljinoj povrini (vidi
primjere 3.3.1i 8.3.2).
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7.4 Gravitacijska potencijalna energija i gravitacijski potencijal

Gravitacijska potencijalna energija para Cestica: Ako su Cestice &ije su mase m; i ms jedna od
druge udaljene 15, njihovu gravitacijsku potencijalnu energiju mozemo napisati kao
mime

Ulr] = —Gx . (7.23)

T12

Gravitacijska potencijalna energija teZi u nulu kad udaljenost medu ¢esticama teZi u beskonaéno, dok
je pri svim konaénim udaljenostima ona negativna.

Izraz (7.23) za gravitacijsku potencijalnu energiju para &estica moZemo izvesti ratunajuéi rad koji
obavljamo dovodedi Eestice s referentne beskonaéne udaljenosti na konaénu udaljenost r. MoZemo
pretpostaviti da Cestica mase m; sve vrijeme miruje u ishodistu, dok ¢esticu mase my pomi¢emo duz
1-0si od z = oo do z = r. Pri tome na Cesticu m; djeluje gravitacijska sila F = —Gx™32 i, dok
mi djelujemo silom suprotnog smjera. Rad je

mime |”

W= [ (-F)-dr= / Gx 52 dr = —G = oy 2, (7.24)

2 T oo r

=00 [e.9]

Sto je upravo izraz (7.23). Potencijalna energija pri udaljenosti » odnosno rad potreban da Zestice
s beskonatne (referentne) udaljenosti dovedemo na udaljenost r negativan je jer je gravitacijska sila
sama po sebi privlaéna.

Gravitacijski potencijal: Ako su Cestice Cije su mase m; rasporedene u to¢kama r;, potencijalna
energija koju bi Cestica mase m imala u tocki r jednaka je zbroju potencijalnih energija te Cestice u
odnosu na sve ostale Zestice sustava. Koristei izraz (7.23) imamo

mm;
$to jo§ moZemo moZemo napisati kao
Ulr] = m®|r], (7.26)
gdje skalarnu veli¢inu
)= G 3 = [ e (r27)

nazivamo gravitacijskim potencijalom u to¢ki r. MoZe se reéi da je gravitacijski potencijal u danoj
tocki prostora jednak omjeru gravitacijske potencijalne energije koju bi Cestica imala u toj tocki i
mase Cestice.

Racunanje gravitacijskog polja iz gravitacijskog potencijala: Napravi |i ¢estica mase m u
gravitacijskom polju v pomak dr, promjena njene gravitacijske potencijalne energije je

dU = —Fgay - dr = —my - dr, (7.28)

(negativni predznak je prisutan jer je potencijalna energija, prema definiciji, jednaka radu koji mi
obavljamo pomi€udi &esticu, pritom djelujuéi silom koja je suprotna gravitacijskoj sili). Istu prom-
jenu gravitacijske potencijalne energije moZemo izraziti i odgovaraju¢om promjenom gravitacijskog
potencijala d®,

dU = mdo. (7.29)
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Usporedbom gornjih dviju izraza za dU nalazimo d® = —~-dr te samo gravitacijsko polje v moZemo
izraziti kao 4o
- 7.30
’Y dI‘ Y ( )
ili raspisano po komponentama pravokutnog koordinatnog sustava,
do do do
=TT =——, L= ——. 7.31
v = W=, v o (7.31)

S obzirom na to da je gravitacijski potencijal (7.27) skalarna veli¢ina, za razliku od gravitacijskog
polja (7.22) koje je vektorska veli¢ina, u mnogim je situacijama jednostavnije najprije izralunati
gravitacijski potencijal te s pomocu izraza (7.30) izralunati gravitacijsko polje, nego izravno ralunati
gravitacijsko polje.

7.5 Keplerovi zakoni i gibanje nebeskih tijela

Newtonovom otkri¢u zakona gravitacije prethodila su tri zakona u kojima je Johannes Kepler sazeo
pravilnosti koje je uocio u astronomskim opaZanjima gibanja planeta Sunlevog sustava. VazZno je
naglasiti da iz moderne perspektive Keplerovi zakoni ne sadrZe niSta $to ne slijedi iz Newtonovih
zakona i iz Newtonovog zakona gravitacije. Keplerove zakone ovdje navodimo isklju¢ivo zbog njihovog
povijesnog znacaja.

Prvi Keplerov zakon:

Orbite planeta su elipse sa Suncem u jednom od Zarista.

Analiza gibanja sustava dviju Cestica koja se temelji na Newtonovim zakonima i koja uzima u obzir
gravitacijsko medudjelovanje Zestica u skladu s Newtonovim zakonom gravitacije (potpunu analizu
spomenutog problema zbog sloZenosti ovdje ne provodimo) pokazuje da su putanje &estica kruZnice,
elipse, parabole ili hiperbole. Time se pokazuje da je Newtonova fizika u skladu s prvim Keplerovim
zakonom. Naravno, u prvom Keplerovom zakonu se prikriveno podrazumijeva da Sunce miruje, $to je
samo priblizno to¢no. U sustavu koji se sastoji od dvije Cestice, one se nalaze na suprotnim stranama
u odnosu na srediste mase te ako se giba jedna od njih (npr. Zemlja), mora se gibati i ona druga
(npr. Sunce).

Drugi Keplerov zakon:

Vektor poloZaja planeta u odnosu na Sunce prebrisuje jednake povrsine u jednakim
intervalima vremena.

Lako je pokazati da je drugi Keplerov zakon istovjetan tvrdnji da je kutna koli¢ina gibanja planeta
u odnosu na Sunce ofuvana veli¢ina. PovrSinu dS koju vektor r prebrise u intervalu vremena dt
moZemo napisati kao polovicu povrsine paralelograma Sto ga razapinju vektori r i vd¢, a potom ju
moZemo izraziti s pomocu kutne koli¢ine gibanja planeta,

1 1 1 1
ds = 5]1‘ x vdt| = %]r x mv|dt = %}r x p|dt = %}L}dt. (7.32)

Iz gornjeg izraza vidimo da ako je dS/dt konstanta (drugi Keplerov zakon), onda je iznos kutne
koli¢ine gibanja planeta |L| takoder konstantan. Do istog zakljutka smo dogli izravnim razmatranjem
gibanja estice u polju opéenite centralne sile (vidi poglavlje 7.1).
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Treci Keplerov zakon:

Kvadrat ophodnog vremena planeta razmjeran je trecoj potenciji velike poluosi orbite.

Iz ovog zakona slijedi da je jakost sile koja djeluje na planet obrnuto razmjerna kvadratu njegove
udaljenosti od Sunca. Kad se planet mase m giba duZ kruZne orbite polumjera r, $to je posebni
slu¢aj elipse, privlaéna centralna sila ima ulogu centripetalne sile te vrijedi jednakost

— F.[r] = mw?r, (7.33)

gdje je F,[r] < 0 radijalna komponenta centralne sile, a w je kutna brzina kruZenja. Napisemo li
kutnu brzinu kao w = %’T gdje je T ophodno vrijeme planeta i napisemo |i prema trecem Keplerovom
zakonu T2 = kr®, gdje je k konstanta, dobivamo

m—r = —
kr3 ko r?’

21\ ° 4m? dmr? 1
T} e mir = - (7.34)

Ei[r]=—m (7

$to je privlagna centralna sila s jakoS¢u obrnuto razmjernom kvadratu udaljenosti od njena sredista.
Upravo takvo svojstvo prema Newtonovom zakonu gravitacije ima gravitacijska sila (vidi poglavlje
7.3).
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Zadaci

Z.7.1: lzvedite (a) izraz koji opisuje jakost priviatne centralne sile te (b) izraz za odgovarajucu potencijalnu
energiju, ako period gibanja tijela u kruZnoj orbiti ne ovisi o polumjeru orbite, ali ovisi 0 masi tijela m, a
dan je izrazom T = 2w+/m/k, gdje je k > 0 konstanta. Zatim (c) odredite ukupnu energiju tijela u kruznoj
orbiti polumjera r.

Rj: (a) Flr] = kr, (b) Ulr] = 2kr?, (c) E = kr?

Z.7.2: Odredite udaljenost pri kojoj je Lennard-Jonesova sila (vidi primjer 7.2.1) privla¢na i poprima najvedi
iznos.

Rj: 7= (13/7)"/%a ~ 1.109a

Z.7.3: Cestica mase m giba se u polju neke privlatne centralne sile. Neka su 1 i 7o najmanja i najveca
udaljenost od centra sile koje Cestica postize tijekom gibanja (totke obrata), a v2 neka je iznos brzine Cestice
u trenutku u kojem se ona nalazi na udaljnosti 7. Odredite rad koji centralna sila obavi nad &esticom od
trenutka u kojem se Cestica nalazi na udaljenosti 75 do trenutka u kojem se ona nalazi na udaljenosti r;.

Rj: W =muv3 ((r2/r1)*—1) /2

Z.7.4: lzvedite izraz koji opisuje jakost gravitacijskog polja u toc¢ki koja se nalazi na osi tankog prstena
mase M i polumera R na udaljenosti z od njegova sredista. Zatim odredite udaljenost z pri kojoj jakost
gravitacijskog polja poprima najvecu vrijednost te samu jakost polja u toj tocki.

Rj: g-[2] = GNMz(2? + R?) 732, 2z = % a = 2GNM/3v/3r?

Z.7.5: lzvedite izraz koji opisuje jakost gravitacijskog polja u tocki koja se nalazi na osi tankog homogenog
diska mase M i polumjera R na udaljenosti z od njegova sredista.

Rj: g[z] =2MGNR2?(1—1/y/1+ (R/z)?)

Z.7.6: Duvije se zvijezde gibaju po kruznim orbitama oko sredista mase &itavog sustava brzinama stalnih
iznosa vy i vo. Polumjer jedne od orbita je r;. Odredite polumjer druge orbite i mase obiju zvijezda.
(Rezultate izrazite preko vy, vy i 71.)

Rj: 7o = vor1/v1, my = 71(v2/v1)(v1 + v2)?/GN, ma = 71 (v1 + v2)?/GN

Z.7.7:  Pretpostavljajuéi da je jakost “modificirane gravitacijske sile” razmjerna s r~(2%9) gdje je r
udaljenost &estice od sredista sile, a € > —1 je konstanta (¢ = 0 odgovara Newtonovoj gravitaciji), izvedite
izraz koji opisuje odgovarajuéi “modificirani gravitacijski potencijal”’, ako je pri udaljenosti rg od centra sile
iznos “modificiranog gravitacijskog polja” gg.

2+e€
Rj: ¢lr] = —#e—r(1+e
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8 Neinercijski referentni okvir

Inercijski referentni okviri su referentni okviri u kojima vrijede Newtonovi zakoni, dok u bilo kojem
referentnom okviru koji se u odnosu na neki inercijski referentni okvir giba ubrzano Newtonovi zakoni
u onom obliku u kojem ih obi¢no navodimo ne vrijede (vidi poglavlje 3.1). Takve referentne okvire
zovemo neinercijskim referentnim okvirima. Promatramo li gibanje u neinercijskom referentnom
okviru, u jednadZbi gibanja Cestice osim stvarnih sila pojavljuju se i ¢lanovi koje zovemo prividnim
silama. Ovdje ¢emo upoznati prividne sile u neinercijskom referentnom okviru koji se u odnosu na
neki inercijski referentni okvir giba ubrzano translacijski i u onom koji se jednoliko vrti.

8.1 Stvarne i prividne sile

Podsjetimo se sljedelih &injenica (vidi poglavlje 3.1):

e Akceleracija Cestice ovisi o odabiru referentnog okvira u kojem promatramo njezino gibanje.
Kao primjer koji to jasno pokazuje moZemo razmotriti gibanje neke Cestice u dva referentna
okvira koji se jedan u odnosu na drugog vrte oko neke osi.

e Stvarna sila koja djeluje na neku Cesticu proizlazi iz temeljnog fizickog medudjelovanja te Cestice
s drugim Zesticama (npr. gravitacijsko ili elektromagnetsko medudjelovanje) te ni na koji nacin
ne ovisi 0 nasem odabiru referentnog okvira.

e Referentni okvir u kojem vrijedi
ma = Fstvarna7 (81)

gdje su m i a masa i akceleracija Cestice, a Fgama j€ stvarna sila koja na nju djeluje, zovemo
inercijskim referentnim okvirom. Gornju jednadZzbu zovemo Newtonovom jednadZbom gibanja
(NJG).

Podsjetimo se takoder da smo primjenom Galilejevih transformacija (vidi poglavlja 2.7 i 3.1) pokazali
da je svaki referentni okvir koji se u odnosu na bilo koji inercijski referentni okvir giba translacijski
stalnom brzinom, takoder inercijski referentni okvir. To zna&i da ako postoji jedan inercijski referentni
okvir, onda postoji i beskonaéno mnostvo inercijskih referentnih okvira.

Neinercijski referentni okvir i prividne sile: Kad gibanje ¢estice promatramo u neinercijskom
referentnom okviru, ono nije u skladu s NJG u njenom izvornom obliku, ve¢ je u jednadZbu gibanja
potrebno ukljuditi i &an koji zovemo prividnom silom (engl. fictious force).2 Jednadzba gibanja
Cestice mase m u neinercijskom referentnom okviru opcenito glasi

ma’ == Fstvarna =+ FPriVidna’ (82)

gdje je a’ akceleracija Cestice, a s desne strane se uz stvarnu nalazi i prividna sila. Ona ovisi
o nacinu na koji se neinercijski okvir giba u odnosu na inercijski referentni okvir, a u nekim
slu¢ajevima takoder i o brzini Cestice u odnosu na koriSteni neinercijski referentni okvir.
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8.2 Ubrzano translacijsko gibanje referentnog okvira

Slika prikazuje Eesticu mase m i vektor njenog poloZaja r[t] u referentnom okviru S za koji
pretpostavljamo da je inercijski referentni okvir. JednadZba gibanja Cestice u tom referentnom
okviru glasi ma = Fgama, gdje je a = d?r/dt?. Slika takoder prikazuje vektor poloZaja r'[t] iste
Cestice u neinercijskom referentnom okviru S’ za koji pretpostavljamo da se u odnosu na S giba
translacijski. Vektor R[t] opisuje poloZaj ishodita referentnog okvira S’ u odnosu na ishodiste
referentnog okvira S.

S m

JednadZba gibanja Cestice u neinercijskom referentnom okviru S’ glasi
ma’ = Feyama — MA, (8.3)

gdje je A = d?R/dt? akceleracija referentnog okvira &’ u odnosu na S, a a' = d%r’/dt?
je akceleracija Cestice u odnosu na S’. Drugi €lan na desnoj strani gornje jednadZbe gibanja
prepoznajemo kao prividnu silu Fivigna = —mA.

Jednadzbu gibanja (8.3) moZemo izvesti uo&imo li da medu vektorima R, r i r’ (vidi sliku) vrijedi
relacija
r[t] = R[t] + 1'[t]. (8.4)

Dvostrukim deriviranjem te relacije po vremenu dobivamo a[t] = A[t]+a’[t], $to jo§ moZemo napisati
kao
ma’ = ma — mA. (8.5)

Prema jednadzbi gibanja u inercijskom referentnom okviru S, prvi ¢lan na desnoj strani odgovara
stvarnoj sili Fstvama, dok je drugi €lan prividna sila Fpiiana = —mA.

Primjer 8.2.1: Prividna teZina putnika u dizalu

Pocevsi od trenutka u kojem se dizalo poéne uspinjati pa sve do trenutka u kojem dizalo postigne
stalnu brzinu uspinjanja, akceleracija dizala A usmjerena je uvis. Za to vrijeme putnik ima dojam
da on svojim nogama pritis¢e pod dizala silom koja je ve¢a od one kojom pritis¢e mirnu podlogu
odnosno da je on “teZi nego inace”.

-— (R —
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Ispravnost putnikova dojma moZemo pokazati razmatranjem opisane situacije bilo u inercijskom
referentnom okviru S vezanom uz zgradu, bilo u neinercijskom referentnom okviru S’ vezanom
uz dizalo koje se giba ubrzano.

e U inercijskom referentnom okviru S vezanom uz zgradu, akceleracija putnika a jednaka
je akceleraciji dizala, a = A = Ai, a stvarne sile koje djeluju na putnika su sila podloge
N = Ni i gravitacijska sila mg = —myi, gdje je m masa putnika. Newtonovu jednadZbu
gibanja

ma = Fstvarna =N+ mg
moZemo napisati kao
mAi = Ni—mgi,

iz ¢ega slijedi iznos sile kojom podloga djeluje na putnika
N=m(g+ A).

Silom istog iznosa, ali suprotnog smjera, putnik djeluje na podlogu.

e Situaciju moZemo razmotriti i u neinercijskom referentnom okviru S’ vezanom uz dizalo
koje se u odnosu na inercijski referentni okvir S giba translacijski s akceleracijom A = Ai.
S obzirom na to da putnik u dizalu miruje imamo a’ = 0, a u jednadzbi gibanja (8.3)
osim stvarnih sila N = Ni i mg = —mgi koje djeluju na putnika imamo i prividnu silu
Foriviana = —mA. To znati da jednadzba gibanja

/
ma = Fstvarna + Fprividna

ovdje glasi
0 =N+ mg—mA = Ni— mgi — mAi,

8to daje iznos sile N = m(g + A).

U oba razmatranja nalazimo da putnik i pod medudjeluju silom iznosa N = m(g+ A) koji je ve(i
od iznosa sile mg kojom putnik i pod medudjeluju u mirnom dizalu ili u dizalu koje se uspinje ili
spusta stalnom brzinom.
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8.3 Referentni okvir u jednolikoj vrtnji, centrifugalna i Coriolisova sila

Referentni okvir u jednolikoj vrtnji: Ovdje razmatramo gibanje &estice u neinercijskom referent-
nom okviru S’ koji se u odnosu na mirujudi inercijski referentni okvir S vrti stalnom kutnom brzinom
Q2 oko nepomitne osi. Slika prikazuje koordinatne sustave vezane uz ta dva referentna okvira. Oni
su orijentirani tako da se njihove z i 2’ osi podudaraju s osi vrtnje, a 2’-os rotirajuéeg koordinatnog
sustava zatvara s x-osi mirujuéeg koordinatnog sustava kut Q. Vektor kutne brzine €2 vrtnje S’ u
odnosu na S nije prikazan jer je okomit na ravninu slike, a usmjeren je prema &itatelju. Slika takoder
prikazuje Cesticu mase m i vektor njenog polozaja p u odnosu na os vrtnje.

Ako Cestica miruje u odnosu na referentni okvir &', njena udaljenost p’ od osi vrtnje i kut ¢’ koji
vektor p’ zatvara s x’-osi su stalni u vremenu. Ista &estica u odnosu na mirni inercijski referentni
okvir S opisuje kruznicu.

Jednadzba gibanja i prividne sile: Kad gibanje estice mase m opisujemo u referentnom okviru
S’ koji se vrti stalnom kutnom brzinom u odnosu na inercijski referentni okvir S, jednadZ?ba gibanja
Cestice glasi

ma’ = Fstvarna + Fprividna7 Fprividna = Fcf + FCor- (86)

Na desnoj strani osim stvarne sile Fgyama imamo prividnu silu Fiivigna koju shva¢amo kao zbroj dviju
prividnih sila koje zovemo centrifugalnom prividnom silom F; i Coriolisovom prividnom silom Fc,.
U posebnom slu¢aju u kojem &estica u odnosu na referentni okvir S’ miruje ili se giba paralelno sa
z-osi, Coriolisova prividna sila jednaka je nuli.

Centrifugalna prividna sila je dana izrazom
Fcf = mQ2 /, (87)

gdje je m masa Cestice, €) je kutna brzina vrtnje neinercijskog referentnog okvira u odnosu na
inercijski (mirni) referentni okvir, a p’ je vektor poloZaja Zestice u odnosu na os vrtnje.

Uoctavamo da je F uvijek usmjerena ‘prema van' u odnosu na os vrtnje te da je ona prisutna neovisno
o tome giba li se &estica u odnosu na rotirajuci referentni okvir ili ne.
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Mirovanju estice u neinercijskom referentnom okviru S’ koji se jednoliko vrti u odnosu na mirni inerci-
jski referentni okvir S odgovara jednolika vrtnja estice u S. Vrtnju Cestice u inercijskom referentnom
okviru objasnjavamo djelovanjem stvarne sile koja je usmjerena prema osi vrtnje i ima ulogu cen-
tripetalne sile. Mirovanje iste Cestice u rotiraju¢em referentnom okviru objagnjavamo ponistavanjem
stvarne sile usmjerene prema osi vrtnje i centrifugalne prividne sile F; usmjerene ‘prema van'.

v
_ Fprividna = Fcf
g i o S
/ \m
! \
Fstvarna = Fcp '\ Fstvarna ;
\ /
\ /
\ /
S o _7

Mirovanje Cestice
u neinercijskom referentnom okviru &’
koji se jednoliko vrti u odnosu na S

Jednolika vrtnja Cestice
u mirnom inercijskom referentnom okviru S

Primjer 8.3.1: Medvjed u perilici za rublje

Odredit ¢emo stvarnu silu kojom medudjeluju kovanica od 5 kuna (tzv. “medvjed”) koja se nasla
u bubnju perilice za rublje i stijenka bubnja u fazi rada perilice koju obi¢no zovemo “centrifugom”.
Masa medvjeda (kovanice) je 7.45¢g, promjer bubnja je 40 cm, a za vrijeme “centrifuge” on &ini
600 okretaja u minuti. Gibanje éemo najprije razmotriti u inercijskom referentnom okviru u kojem
perilica miruje, a zatim u neinercijskom okviru vezanom uz bubanj perilice.

e U inercijskom referentnom okviru S u kojem perilica miruje, a njen bubanj se vrti, medvjed
se giba po kruZnici polumjera r = 20 cm kutnom brzinom w = 600 x 27 radmin~!. To
znadi da medvjed ima centripetalnu akceleraciju iznosa a., = w?r odnosno da na njega
djeluje stvarna sila iznosa

2
Fstvarna = MAcp = Fcp =mnmwrT

= (7.45 x 107?kg) x (600 x 27rad (60s)"1)? x (0.2m) ~ 5.9N.

Zanemarimo li prisutnost gravitacijske sile, centripetalna sila je ostvarena iskljucivo kroz
medudjelovanje medvjeda i bubnja perilice.

e U neinercijskom referentnom okviru S’ vezanom uz bubanj perilice, na§ medvjed miruje na
udaljenosti ' = 20 cm od osi vrtnje. To zna&i da je njegova akceleracija u S’ jednaka nuli,
a’ = 0. Zanemarimo li gravitacijsku silu, jedina stvarna sila koja djeluje na medvjeda je sila
kojom na njega djeluje stijenka bubnja. Nju moZemo napisati kao Fgyama = —NT/, gdje
je T jedini¢ni radijalni vektor usmjeren ‘prema van' u odnosu na os vrtnje. Centrifugalnu
prividnu silu (8.7) pisemo kao F.; = m?r’, a kako medvjed u bubnju miruje, Coriolisova
prividna sila nije prisutna. Kutna brzina vrtnje S’ u odnosu na S je 2 = 600 x 27 rad min~".

Jednadzba gibanja u referentnom okviru S’ nam daje
0=ma' = Fsvama + Fop = —NT + mQQI‘,,

iz ¢ega dobivamo iznos sile kojom medudjeluju bubanj perilice i medvjed koji se u njemu
vrti N = mQ?r. (Rezultat se otekivano podudara s onim koji smo dobili razmatrajudi isti
problem u inercijskom referentnom okviru.)
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Zanimljivo je uoditi da je u ovom slucaju jakost sile kojom medudjeluju medvjed i bubanj oko
80 puta veca od teZine mirnog medvjeda. Isto vrijedi i za molekule vode u mokrom rublju, $to
objasnjava zasto one prilikom vrtnje bubnja izlaze iz mokrog rublja.

Coriolisova prividna sila je dana izrazom
Foor = —2mQ x v/, (8.8)

gdje je € vektor kutne brzine vrtnje referentnog okvira S’ u odnosu na inercijski referentni okvir
S, a v/ je brzina &estice u odnosu na §'.

Coriolisova sila nije prisutna kad je brzina estice paralelna s osi vrtnje ili kad &estica miruje.

lzvod izraza (8.7) za Centrifugalnu silu i izraza (8.8) za Coriolisovu silu se zbog sloZenosti nalazi u
dodatku C.

Primjer 8.3.2: Ucinak Zemljine vrtnje pri slobodnom padu tijela

Razmotrit ¢emo slobodan pad pogetno mirnog (u odnosu na Zemlju) sitnog tijela s male visine
h koji se dogada pri zemljopisnoj Sirini ¢. lzratunat ¢emo relativni poloZaj toc¢ke u kojoj tijelo
udara u tlo u odnosu na to¢ku u kojoj bi tijelo udarilo u tlo kad se Zemlja ne bi vrtjela oko svoje
0Si.

Koristit ¢emo referentni okvir vezan uz Zemlju, a koordinatni sustav ¢emo razapeti tako da z-os
gleda prema sjeveru, y-os prema zapadu, a z-os suprotno smjeru gravitacijskog polja.

Ekvator —

Os v

Kutnu brzinu vrtnje Zemlje moZemo izraziti kao

B 2w rad
24 x60%x60s

Q:Q(cosqﬁi—i—singzﬁk), =7.272x 10 rads .

Zanemarujuci promjene poloZaja tijela tijekom pada, polozZaj tijela u odnosu na os vrtnje Zemlje
mozemo pribliZzno izraziti vektorom

p= Rcosgb(—singbiJrcosgbk) = —§81n2¢i+RCOSQ¢k,
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gdje je R = 6.371 x 10°m polumjer Zemlje. Djelovanje stvarne gravitacijske sile na tijelo mase
m mozemo opisati s

F = m~, v = —vKk, v~ g~98lms 2
pri Cemu zbog male visine s koje tijelo pada zanemarujemo ovisnost gravitacijskog polja o visini.

e Kad bi Zemlja mirovala, referentni okvir vezan uz Zemlju bio bi inercijski referentni okvir,
jednadZbu gibanja tijela u slobodnom padu napisali bismo kao

ma = —myKk,

a njeno rjeenje za tijelo koje u potetnom trenutku ¢t = 0 miruje u tocki r[0] = hk bilo bi

v[] = —tk,  r[f] = (h - %t?) k.

Slobodni pad tijela odvijao bi se duZ z-osi te bi tijelo udarilo u tlo u samom ishodistu
koordinatnog sustava. Trajanje pada iznosilo bi 7 = /2h/7.

e Uzmemo i u obzir Zemljinu vrtnju, referentni okvir vezan uz Zemlju postaje neinercijski
referentni okvir. U jednadZbi gibanja tijela u slobodnom padu se osim stvarne gravitacijske
sile pojavljuju centrifugalna i Coriolisova prividna sila,

ma = m~y + m2p — 2m€d x v.

Brzinu moZemo priblizno izraziti kao v = —gt k, a koristenjem ranije navedenih izraza za
p i €2 dobivamo

a=-—k+0? (—§81n2¢i+RCOSQ¢k) —QQ(Cosgbi+singbk) X (—gtk)

O2Rsin2
= _%(b i—2Qgtcosoj— (7 — Q*Rcos” ¢) k,
odnosno rastavljeno po komponentama,
Q?Rsin 2
ay = — S 2@ ¢7 a, = —2Qgt cos ¢, a; = —g,

2
gdje je
g=v—Q*Rcos’ ¢
akceleracija slobodnog pada. RjeSenje jednadzbe gibanja za tijelo koje pocetno miruje na
visini h moZe se napisati rastavljeno po komponentama kao
Q2R sin 2¢ .2 _ Qgcoso 3

ol = -0, gl = -5

A =h— 2
2

Uvritavanjem trajanja pada 7 = 1/2h/g u gornje rjeSenje dobivamo z i y-koordinatu totke
u kojoj tijelo udara u tlo,

Q2 Rh sin 2¢ Q(2h)3/2 cos ¢
——  y=ylrl=——"
2g 39

Zaklju€ujemo da se uc¢inak Zemljine vrtnje pri slobodnom padu tijela s male visine sastoji
od

x=zxr] =
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1. otklona prema ekvatoru (z[7] < 0 za ¢ > 0) koji i¢ezava na samom ekvatoru (¢ = 0)
i na polovima (¢=+m/2), najizraZeniji je pri srednjim zemljopisnim Sirinama (¢ ~ 7/4),
a moZemo ga povezati s prisutno$¢u centripetalne prividne sile te od

2. otklona prema istoku (y[7] < 0) koji je najveéi na ekvatoru, i¥¢ezava na polovima, a
povezujemo ga s prisutnos¢u Coriolisove prividne sile.

Kao primjer uzmimo pad sitnog tijela s visine h = 10m u Zagrebu koji se nalazi na sjevernoj
geografskoj Zirini od priblizno ¢ = w/4. Tocka u kojoj tijelo udara o tlo je u odnosu na to¢ku u
kojoj bi isto tijelo udarilo kad se Zemlja ne bi vrtjela pomaknuta priblizno 1.7 cm prema jugu te
0.5 mm prema istoku.

Kad se radi o tijelu koje mirno visi na niti, Zemljina vrtnja dovodi isklju¢ivo do otklona niti
prema ekvatoru koji objasnjavamo prisutnos¢u centrifugalne prividne sile (Coriolisova prividna
sila iS¢ezava ako tijelo miruje). Taj ucinak je prema dogovoru ugraden u uobi€ajenu definiciju
akceleracije slobodnog pada g te o njemu ne moramo posebno voditi ra¢una.
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Zadaci

Napomena: Neke od ovdje navedenih zadataka moguce je rijesiti koristenjem inercijskog i koristenjem
neinercijskog referentnog okvira. PokuSajte zadatke rijesiti na oba nacina.

Z.8.1: Kutija klizi niz kosinu uz faktor trenja 4, a u kutiji na niti visi sitno tijelo. Odredite kut koji nit
zatvara s okomicom na kosinu ako tijelo u odnosu na kutiju miruje (ne njie se).
Rji: tgB8=mn

Z.8.2: Na podu mirnog vagona miruje homogena kugla. Ako vagon po¢ne ubrzavati duz vodoravne pruge
akceleracijom stalnog iznosa A i ako se kugla po podu vagona kotrlja bez klizanja, kolika ¢e biti akceleracija
srediSta kugle u referentnom okviru vagona?

Rj: o/ =5A/7

Z.8.3: U automobilu koji se kree duZ zavoja brzinomjer pokazuje stalan iznos brzine v = 100kmh™!,
a dinamometar, na kojem “mirno” visi uteg mase m = 1kg, pokazuje silu iznosa F' = 12N. Odredite
polumjer zakrivljenosti zavoja.

Ri: R=mv?/\/F?— (mg)? ~ 111.6m
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9 Specijalna teorija relativnosti

Specijalna teorija relativnosti uskladuje nase poimanje prostora i vremena s &injenicom da je brzina
Sirenja svjetlosti jednaka u svim inercijskim referentnim okvirima odnosno da ona ne ovisi o brzini
izvora svjetlosti. Njen najvaZniji element su Lorentzove transformacije koje povezuju inercijske refer-
entne okvire. Za razliku od Galilejevih transformacija koje smo upoznali u poglavlju 2.7, Lorentzove
transformacije osim prostornih zahvaéaju i vremensku koordinatu. Time specijalna relativnost ujed-
injuje trodimenzionalni prostor i vrijeme u &etverodimenzionalno prostorvrijeme (engl. spacetime).
Specijalna relativnost takoder sadrzi promijenjeni izraz za koli¢inu gibanja Cestice te posve novo
poimanje energije Cestice.

9.1 Opcenito o nacelu relativnosti

Nacelo relativnosti u fizici zahtijeva da zakoni fizike imaju isti oblik u svim inercijskim referentnim
okvirima. Pritom se, naravno, podrazumijeva da izgled samih fizi¢kih pojava moZe ovisiti o odabiru
referentnog okvira u kojem ih promatramo. Razli¢ite fizi¢ke teorije su principu relativnosti uspjele
udovoljiti u veoj ili manjoj mjeri.

Klasi¢na ili Galilei-Newtonova relativnost odnosi se na Newtonovu jednadZbu gibanja &iji je
oblik jednak u svim inercijskim referentnim okvirima za koje se uzima da su povezani Galilejevim
transformacijama (2.32)-(2.34). KaZe se da je Newtonova jednadZba invarijantna na Galilejeve
transformacije, $to znali da se njen oblik ne mijenja kad na nju primijenimo Galilejeve transfor-
macije. Galilei-Newtonova relativnost time obuhvaca sve zakone mehanike koji slijede iz Newtonove
jednadZbe gibanja, ali ne i pojave iz podrugja elektromagnetizma kao $to je npr. Sirenje svjetlosti.

Brzina svjetlosti: Eksperimentalno je utvrdeno da brzina %irenja svjetlosti (elektromagnetskog vala)
u vakuumu ima iznos ¢ = 2.998 x 10® ms~! neovisno o brzini kojom se izvor svjetlosti giba u odnosu
na referentni okvir opaZaca koji tu brzinu mjeri. Stoga kaZemo da je iznos brzine $irenja svjetlosti u
vakuumu jednak u svim referentnim okvirima. Ta injenica nije u skladu s intuicijom veéine nas i ne
uklapa se u okvir Galilei-Newtonove relativnosti.

Shvatimo |i tvrdnju da svjetlost u svim referentnim okvirima putuje brzinom ¢ kao zakon fizike,
lako je pokazati da on nije invarijantan na Galilejeve transformacije. Dovoljno je razmotriti Sirenje
svjetlosti nastale vrlo kratkim bljeskom koji se u referentnom okviru S dogodio u trenutku ¢t = 0 u
ishodistu pravokutnog koordinatnog sustava. Ako se ta svjetlost nesmetano Siri brzinom iznosa c u
svim smjerovima prostora, nakon §to protekne vrijeme ¢ ona se nalazi na sferi polumjera r = ct.

Izrazimo li udaljenost svjetlosti od ishodiSta s pomocu koordinata x, 4 i z, sferu na kojoj se svjetlost
nalazi moZemo opisati jednadZbom

r? = 2%+t + 2% = (ct)?. (9.1)
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Istu pojavu moZemo promotriti u referentnom okviru S’ koji se u odnosu na S giba stalnom brzinom
iznosa V' u smjeru z-osi. Postavimo li koordinatni sustav u &’ tako da se on u trenutku bljeska
podudara sa koordinatnim sustavom u S, fizi¢ka situacija u S’ nije ni po ¢emu razli¢ita od one u S,
jer se i u referentom okviru &’ u trenutku t = 0 u ishodidtu koordinatnog sustava dogodio bljesak.
Nadalje, ako se u referentnom okviru &’ Sirenje svjetlosti pokorava istom zakonou fizike kao i u S,
poloZaj svjetlosti u trenutku ¢ > 0 mora biti opisan jednadZbom koja je istovjetna jednadzbi (9.1) i
koja glasi

T/Q — l‘lQ +y/2 + 2/2 — (Ct,)Q. (92)

Medutim, napiSemo li Galilejevu transformaciju poloZaja (2.32) u obliku
¥ =x-Vt, Yy =y, 2 =z, t =t, (9.3)

(uzeli smo da se &’ u odnosu na S giba brzinom iznosa V' u pozitivnom smjeru x-osi) i primijenimo
li ju na jednadZbu bljeska (9.1), umjesto o&ekivanog izraza (9.2) dobivamo (2’ + V)% + y? + 2 =
(ct')?, $to nije jednadZba sfere sa sreditem u ishodidtu. Time smo pokazali da fizi¢ki zakon prema
kojemu se svjetlost Siri jednakom brzinom u svim referentnim okvirima nije invarijantan na Galilejeve
transformacije.

Specijalna teorija relativnosti je teorija prostora i vremena, ili kako se to u fizici kaZe prostorvre-
mena (engl. spacetime), koja problem neinvarijantnosti zakona Sirenja svjetlosti u odnosu na Galilejeve
transformacije rjeSava napustanjem Galilejevih i prihva¢anjem novih, tzv. Lorentzovih transformacija.
Specijalnu teoriju relativnosti razvio je A. Einstein 1905. g., a upoznat ¢emo ju u nastavku ovog
poglavlja.

Opca teorija relativnosti je teorija prostorvremena koja u sebi sadrZi specijalnu relativnost, a
zakrivljeno$¢u prostorvremena opisuje ulinke gravitacije kao $to su npr. crne rupe. Opcu teoriju
relativnosti razvio je A. Einstein 1915. g. te ju jo$ nazivamo i Einsteinovom teorijom gravitacije. U
ovom se tekstu ne¢emo baviti opéom relativnoscu.

9.2 Lorentzove transformacije i neka njihova svojstva

Lorentzove transformacije: Neka je S inercijski referentni okvir, a referentni okvir S’ neka
se u odnosu na S giba stalnom brzinom iznosa v. U tim referentnim okvirima moZemo uvesti
pravokutne koordinatne sustave tako da su im osi paralelne i da se gibanje referentnog okvira &’
u odnosu S odvija u smjeru z-osi.

y Y

® @

z Z/

[ vt !
Lorentzove transformacije koordinata u tom slu¢aju glase

/ / /

' =y(z — vt), y =y, 7 =z, t =(t —vz/?), (9.4)
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gdje je c brzina svjetlosti, a tzv. Lorentzov faktor + i parametar potiska 3 dani su izrazima

1 v

S obzirom na to da se ni u jednom referentnom okviru niti jedna estica s masom, a time niti jedan
opazal, ne moZe gibati brzinom iznosa jednakog ili veCeg od brzine svjetlosti, nema smisla razmatrati
gibanje referentnog okvira &’ u odnosu na referentni okvir S brzinom v > c¢. Inverzne transformacije
moZemo dobiti izravno iz (9.4) ili jednostavnije zamjenom ‘crtanih’ koordinata ‘necrtanima’ te, s
obzirom na to da se S giba u negativnom smjeru x’-osi, promjenom predznaka brzine v. One glase

v=A@" o), y=y, 2=z, =7 +v/P). (9.6)
Izvod samih Lorentzovih transformacija dan je u dodatku D.

U poglavlju 9.1 smo pokazali da ‘zakon Sirenja svjetlosti’ izraZen jednadZbom (9.1) nije invarijantan
na Galilejeve transformacije. Sada moZemo pokazati da taj zakon jest invarijantan na Lorentzove
transformacije. Na izraz (9.1) koji opisuje 3irenje svjetlosti u referentnom okviru S primjenjujemo
transformacije (9.6). Dobivamo v2(z'+vt')?+y?+2" = *>v2(t' +v1’/c*)? odnosno nakon sredivanja
22 + 9y + 2 = (ct')?, $to je po obliku istovjetno polaznom izrazu (9.1). Zaklju€ujemo da je zakon
Sirenja svjetlosti invarijantan na Lorentzove transformacije.

Korespondencija s Galilejevim transformacijama: Kad je brzina gibanja &’ u odnosu na S
znatno manja od brzine svjetlosti odnosno kad v — 0, u (9.5) imamo 5 — 0 i v — 1, a Lorentzove
transformacije (9.4) i (9.6) se time svode na Galilejeve transformacije. To zna&i da je pri malim brz-
inama opravdano umjesto Lorentzovih koristiti Galilejeve transformacije, a ujedno nam to objadnjava
i zaSto Newtonova mehanika i Galilei-Newtonova relativnost daju prihvatljive rezultate pri dovoljno
malim brzinama.

Prostorvrijeme i dogadaji: Vjerojatno najzanimljivije svojstvo Lorentzovih transformacija je to da
one osim prostornih koordinata djeluju i na vremenske koordinate ¢ i t’. To znaci da svaki referentni
okvir ima svoje vrijeme odnosno da vremenska koordinata nije zajedni¢ka svim referentnim okvirima
kao Sto je to sluéaj u Galilei-Newtonovoj relativnosti. Zbog toga je u specijalnoj relativnosti uvrijeZeno
trodimenzionalni prostor i vrijeme shvadati kao Cetverodimenzionalno prostorvrijeme. Takoder je
uvrijezeno o poloZaju u prostoru i trenutku u vremenu govoriti kao o dogadaju u prostorvremenu.
Dogadaj u prostorvremenu je odreden s pomocu njegove Cetiri koordinate. To su, na primjer, u
referentnom okviru S koordinate ¢, =, y i 2.

Transformacija prostorvremenskog razmaka medu dvama dogadajima: Svojstva Lorentzovih
transformacija je najlakSe razumjeti razmotrimo li njihovo djelovanje na prostorvremenski razmak
medu dvama dogadajima. Neka je taj razmak u referentnom okviru S dan razlikama koordinata At,
Az, Ay i Az te u &' neka je razmak medu istim dogadajima dan s At’, Ax’, Ay’ i Az'. Razlike
koordinata u S i &’ povezane su transformacijama

Az’ = v(Az — v Ab), Ay = Ay, A2 = Az, At = y(At — v Ax/c?), (9.7)
odnosno inverznim transformacijama

Ar = y(Az' +v At), Ay = Ay, Az = A7, At = (At +v Az’ /). (9.8)
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Neistovremenost dogadaja: Dogadaji koji su istovremeni u jednom referentnom okviru, nisu nuzno
istovremeni u nekom drugom referentnom okviru. Neka su u referentnom okviru S’ dva dogadaja u
prostoru razmaknuta za Az’, a vremenski razmak medu njima neka je jednak nuli, At = 0. KaZemo
da se u referentnom okviru &’ radi o dvama istovremenim dogadajima. lzratunamo li s pomocu
transformacija (9.8) vremenski razmak medu tim dogadajima u referentnom okviru S, dobivamo

At = yv Ax'/? (neistovremenost). (9.9)

To znadi da se istovremenost dogadaja u jednom referentnom okviru narudava prelaskom u drugi
referentni okvir razmjerno razmaku tih dogadaja duZ osi relativnog gibanja jednog referentnog okvira
u odnosu na drugi. Razmak medu dogadajima duz poprecnih osi ne utjete na gubitak istovremenosti.

Vlastito vrijeme i dilatacija vremena: Mirni opaZa¢ opaZa da za nekoga tko se u odnosu na
njega giba vrijeme tece sporije. Vrijeme koje protjete za opazata koji miruje u nekom inercijskom
referentnom okviru zovemo njegovim vlastitim vremenom. Ako mirni opaza& u referentnom okviru &’
u nekom trenutku pokrene i ubrzo nakon toga zaustavi zaporni sat, vremenski razmak At’ medu tim
dogadajima koje on izmjeri odgovara njegovom vlastitom vremenu, a s obzirom na to da on miruje,
prostorni razmak medu tim dogadajima je Az’ = 0. Sada s pomoCu transformacija (9.8) moZemo
izraunati vremenski razmak medu istim dogadajima u referentnom okviru S. Dobivamo

At
At =7yAt = —— (dilatacija vremena), (9.10)

1—(v/c)?

Sto pokazuje da je vremenski razmak u referentnom okviru S dulji od vremenskog razmaka u S’.

Primjer 9.2.1: Paradoks blizanaca

Blizanci Bobi i Rudi proslavili su svoj 18. rodendan. Iduceg jutra Bobi odlazi na putovanje
svemirskim brodom, a Rudi ostaje kod kucée. Bobi najprije putuje brzinom iznosa v = 0.8c u
nekom smjeru, a kad prema njegovu satu (vlastitu vremenu) protekne 6 mjeseci, on mijenja smjer
i polinje se brzinom istog iznosa vracati prema Zemlji kako bi s Rudijem proslavio njihov 19.
rodendan. Medutim, prema Rudijevu vlastitu vremenu, Bobi je na Rudijev 19. rodendan zakasnio
punih 8 mjeseci.

Objadnjenje ove neobine pojave nalazimo u dilataciji vremena. Prema Bobijevu vlastitu vremenu
odnosno prema vremenu u referentnom okviru S’ vezanom uz Bobijev brod, Bobijevo putovanje
je trajalo At’ = 12mj. Prema Rudijevu vlastitu vremenu odnosno prema vremenu u referentnom
okviru § vezanom uz Zemlju, vrijeme koje protjete od Bobijeva polaska do njegova povratka
dobivamo izrazom za dilataciju vremena (9.10),

A 12my
VI- @/ /1 (08

a to vrijeme je 8 mjeseci dulje od onoga $to je Bobi oéekivao.

At

= 20 mj,

Vlastita duljina i kontrakcija duljine: Predmet koji se giba pri¢inja se kra¢im od istog predmeta
kad on miruje. Zamislimo mirni Stap poloZen paralelno s z’-osi u referentnom okviru S’. S obzirom
na to da $tap miruje, 2’-koordinate njegovih krajeva su stalne u vremenu, a razliku tih koordinata
Ax’ smatramo vlastitom duljinom ¥tapa. Nasuprot tomu, u referentnom okviru S u odnosu na koji
se taj Stap giba, smisleno je govoriti o duljini Sstapa Az jedino ako njegove krajeve shvatimo kao
istovremene dogadaje. To znali da je u S vremenski razmak medu krajevima $tapa jednak nuli,
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At = 0. Sada s pomo¢u transformacija (9.7) kao vlastitu duljinu Stapa dobivamo Az’ = v Ax. To
znadi da je duljina Stapa Ax u referentnom okviru & u odnosu na koji se on giba brzinom iznosa v
dana s

1
Ar = — Az’ =+/1— (v/c)2 Az’ (kontrakcija duljine), (9.11)
Y

gdje je Ax’ vlastita duljina Stapa. Skracenje ili kontrakcija duljine tijela opaZa se iskljucivo u smjeru
njegovog gibanja, dok u popre¢nom smjeru opazamo jednake dimenzije kao i kod mirnog tijela.

9.3 Relativisticko zbrajanje brzina

Relativisticka transformacija brzina: Komponente brzine Cestice u referentnom okviru S su

dx dy dz
u: Us = Uy = o Us = o (9.12)
dok u referentnom okviru &’ imamo
da’ dy’ dz’
ll,Z U;:@, U;:@, U;:@ (913)

Simbol u za brzinu &estice koristimo kako bismo izbjegli preklapanje sa simbolom v koji oznacava
iznos brzine relativnog gibanja referentnih okvira. Ako se referentni okvir S’ u odnosu na S giba
brzinom iznosa v u smjeru z-osi, na osnovi Lorentzovih transformacija slijedi (vidi dodatak D) da su
komponente brzine estice povezane relacijama

Uy — U , Uy U,

;_ _ - oM 9.14
Ya 1 —uzv/c?’ Uy Y(1 = uzv/c?)’ Y Y(1 —uzv/c?)’ ( )

gdje je Lorentzov faktor v dan izrazom (9.5). Inverzne transformacije su
ul +v uy, o
_ z — vy = 9.15
Trup/@ T ded) T A ud) (9:15)

Kao i kod Lorentzovih transformacija za koordinate prostorvremena i ovdje uo¢avamo korespondenciju
s Galilejevim transformacijama.

Uy

Primjer 9.3.1: Brzina rakete ispaljene iz broda u gibanju

Zamislimo svemirski bojni brod koji se priblizava Zemlji tako da se u odnosu na Zemlju giba
brzinom iznosa 0.5¢. Kad bi taj brod u nekom trenutku prema Zemlji ispalio raketu koja se u
odnosu na njega samog giba brzinom iznosa 0.75¢, koliki bi bio iznos brzine te rakete u odnosu
na Zemlju?

Jednostavnim zbrajanjem brzina odnosno primjenom Galilejevih transformacija dobili bismo iznos
brzine rakete koji je veéi od brzine svjetlosti, 5to je oligledno netofan rezultat. Kako bismo
primijenili relativisti¢ke transformacije brzine uzimamo da Zemlja miruje u referentnom okviru S,
a da se brod uz koji je vezan referentni okvir S’ giba brzinom iznosa v = 0.5¢ u smjeru z-osi. U
referentnom okviru S’ imamo brod koji miruje i raketu koja se giba u smjeru x’-osi brzinom &ije
su komponente u;, = 0.75¢ i u; = u/, = 0. Transformacijama (9.15) dobivamo z-komponentu
brzine rakete u odnosu na Zemlju

ul +v (0.75¢) + (0.5¢) 10

_ _ — e~ 091c
1 +au/ 1+ (0.75¢) x (05c) /2 11° ¢

Uy
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Da je svemirski brod prema Zemlji umjesto rakete poslao svjetlosni signal, imali bismo brzinu
signala u/, = c. Isti iznos brzine svjetlosnog signala imali bismo i u referentnom okviru Zemlje,

u - u, +v  (le)+(0.5¢) .
T l4wv/cd 14 (1) x (0.5¢)/c2

9.4 Relativisticka koli¢ina gibanja i energija Cestice

U nalelu, proizvoljno jaka sila moZe djelovati na esticu tijekom proizvoljno dugog vremena, a prema
Newtonovoj jednadZbi gibanja to znadi da koli¢ina gibanja &estice p moZe biti proizvoljno velika. Osim
toga, bududi da ta sila djelujuéi na Cesticu moZe obaviti proizvoljno velik rad, i kineti¢ka energija
Cestice K moze takoder biti proizvoljno velika. Prema nerelativisti¢kim izrazima za koli¢inu gibanja
p = mu i za kineti¢ku energiju K = %muQ, kad bi te veli¢ine bile proizvoljno velike, iznos brzine
estice u bi takoder mogao biti proizvoljno velik, ali to nije u skladu sa €injenicom da iznos brzine
masivne Cestice niti u kojem inercijskom referentnom okviru ne moze doseci brzinu svjetlosti. Taj
problem rjeSavaju tzv. relativisti¢ki izrazi za koli¢inu gibanja i za kineti¢ku energiju Cestice.

Relativistic¢ki izraz za koli¢inu gibanja Cestice mase m koja se giba brzinom u glasi
1
p=7ymu, =",
V1= (u/c)?

gdje je v tzv. Lorentzov faktor.

(9.16)

Izraz (9.16) proizlazi iz zahtjeva da Newtonova jednadzba gibanja Eestice u relativisti¢koj fizici
zadrZi oblik koji ona ima u nerelativisti¢koj fizici,

dp
F=— 9.17
i (9.17)

gdje je F sila koja djeluje na Cesticu te da je invarijantna na Lorentzove transformacije.

Umjesto dokaza te invarijantnosti razmotrit éemo samo najvaznija svojstva relativisti¢ke koli¢ine
gibanja.

e Kad se iznos brzine Cestice priblizava brzini svjetlosti, u — ¢, iznos relativisti¢ke koli¢ine gibanja
teZi u beskona¢no. To znadi da relativisti¢ka koli¢ina gibanja moZe biti proizvoljno velika bez
da iznos brzine Cestice dosegne brzinu svjetlosti.

e Kad iznos brzine &estice teZi u nulu, u — 0, Lorentzov faktor teZi u jedinicu, v — 1, a time se
izraz za relativisti¢ku koli¢inu gibanja svodi na nerelativisti¢ki oblik p = mu.

Na taj je na&in izraz za relativistitku koli¢inu gibanja (9.16) u skladu sa &injenicom da masivne Eestice
ne mogu doseéi brzinu svjetlosti kao i s nerelativisti¢ckom definicijom koli¢ine gibanja.



S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.) 139

Primjer 9.4.1:

Pretpostavimo da na poletno mirnu &esticu mase m u nekom trenutku po&ne djelovati stalna sila
iznosa F'. Zelimo odrediti ovisnost brzine Cestice o proteklom vremenu t koristeéi relativisticki
izraz za koli¢inu gibanja Cestice.

S obzirom na to da estica poetno miruje te da je sila stalna, prema Newtonovoj jednadzbi
gibanja imamo
plt] = Ft

gdje je t vrijeme koje je proteklo od trenutka u kojem je sila potela djelovati, dok koriste¢i (9.16)
mozemo napisati
mult]

L (u[t]/e)*

plt] =
Iz gornjih dviju jednadzbi slijedi

_ Ft
m\/l + (Ft)Q/(mc)Q’

ult]

Sto je traZena ovisnost brzine o proteklom vremenu. Lako je uotiti da vrijedi lim; ., u[t] = ¢,
$to znaci da se s vremenom iznos brzine priblizava brzini svjetlosti, ali je nikad ne dostiZe.

Nerelativisti¢ki izraz v = at = %t vodio bi na pogre3an zaklju¢ak da Cestica nakon vremena
t = " postiZe brzinu svjetlosti, a nakon toga ju premaSuje. Uvrstavanjem tog vremena u
relativistitki rezultat za u[t] dobili bismo ispravnu vrijednost u[me/F] = ¢/v/2.

Relativisticki izraz za kineti¢ku energiju Cestice mase m koja se giba brzinom iznosa u glasi

1

K = (y — 1)m¢?, (9.18)

gdje je v Lorentzov faktor.

Uotavamo sljedeca svojstva gornjeg izraza:

e Kad u — ¢, imamo v — 00, §to znadi da kineti¢ka energija moZe biti proizvoljno velika, a da
pritom brzina Cestice ne dosegne brzinu svjetlosti.

e Kad u — 0, razvoj Lorentzovog faktora 7 u red potencija omjera u/c daje

1u?

=14+ -=+... (9.19)

1
Vw28

Upotrijebimo li taj razvoj u izrazu za kineti¢ku energiju (9.18) dobivamo K = mu?, $to je
nerelativisti¢ki izraz za kineti¢ku energiju.

Relativisti€ki izraz za kineti¢ku energiju (9.18) moZemo izvesti napisemo li element kinetitke energije
dK kao element rada dW koji sila F obavlja pomicudi &esticu za dr,

dp dr

dK:dW:F-dr:E-drza-dp:u-dp, (9.20)
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gdje smo koristili jednadzbu gibanja (9.17) i nakon toga definiciju brzine u = dr/d¢. Pretpostavimo
li, zbog jednostavnosti, da sila djeluje u smjeru gibanja &estice, moZemo pisati u - dp = udp te
koriste¢i (9.16) imamo

mu )_”‘_ mu du (9.21)

—Gwjepr) T @ /e

gdje tri tockice oznalavaju korake racunanja diferencijala izraza u okruglim zagradama. Konaéno,
kineti¢ku energiju K dobivamo integracijom dK od pofetnog stanja u kojem £estica miruje do
konacnog stanja u kojem je iznos njene brzine wu,

K= /dK / 1m“,/dcu )3/2:---:(7—1)71102. (9.22)

dK:udp:ud(

Crtica na simbolu u/ uvedena je kako bismo varijablu integracije razlikovali od gornje granice inte-
gracije, a tri to¢kice ovdje oznacavaju izostavljeni postupak rjeSavanja integrala i algebarsko sredivanje
dobivenog izraza.

Relativisticka energija Cestice mase m definirana je izrazom
E = ymc® = mc® + K, (9.23)

gdje je v Lorentzov faktor, K je kineti¢ka energija (9.18), a ¢lan mc? je tzv. energija mirovanja
Cestice.

Koristeci relacije (9.16) i (9.23) moZe se pokazati da vrijedi
E? = (mc*)? + (pc)®. (9.24)

Tu relaciju moZemo prikazati kao duljine stranica pravokutnog trokuta gdje je relativisti¢ka energija
estice ¥ odgovara duljini hipotenuze, a energija mirovanja mc? i umnoZak iznosa koli¢ine gibanja p
i brzine svjetlosti odgovaraju duljinama kateta.

A
& -
N / \\\
q)
Y
"\ \\ pc
/ \
\

Bezmasene cestice: Dok o &esticama bez mase u klasi¢noj mehanici nema smisla govoriti, rela-
tivisticka mehanika dopusta postojanje takvih &estica. Relacija (9.24) i njen grafi¢ki prikaz trokutom
nam govore da kad pc > mc? vrijedi E ~ pc odnosno za m = 0 imamo

E = pc. (9.25)

Najpoznatiji primjer bezmasenih &estica u prirodi su fotoni odnosno Eestice elektromagnetskog zracenja.
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Zadaci

Z.9.1: Putnitka agencija je oglasila putovanje od Zemlje do planeta udaljenog 10 godina svjetlosti (Ax)
koje bi, prema vlastitom vremenu putnika, trebalo trajati samo 5 godina (At’). Odredite iznos brzine
svemirskog broda u odnosu na Zemlju s kojim bi se takvo putovanje moglo ostvariti.

R v=rc(1+ (cAt’/Aac)Q)_l/2

=0.894c

Z.9.2: Gusarski svemirski brod prolazi pored Zemlje brzinom iznosa 0.5¢, a sat vremena kasnije (prema
zemaljskom vremenu) policajci sa Zemlje prema gusarima odasilju svjetlosni signal i kre¢u u potjeru za njima
brodom ¢ija je brzina u odnosu na Zemlju 0.75 c. Potjera traje sve dok policajci ne dostignu gusare.

(a) Koliko ¢e prema vlastitom vremenu policajaca u brodu trajati njihova potjera za gusarima?
(b) Koliko ¢e prema vlastitom vremenu gusara trajati interval od trenutka u kojem oni prime svjetlosni
signal sa Zemlje do trenutka u kojem ih policajci dostignu?
(a) ™ = 1.323h, (b) TG = 0.866 h

Z.9.3: U referentnom okviru vezanom uz Zemlju, dva svemirska broda se udaljavaju od Zemlje brzinama
iznosa u = 0.75¢ duZ medusobno okomitih pravaca. Odredite iznos brzine jednog svemirskog broda u
odnosu na drugi.

Rj: v/ =wuy/2 - (u/c)? =0.899 ¢
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10 Mehanika fluida

Fluidi (plinovi i tekucine) su tijela koja ne posjeduju vlastiti oblik, ve¢ se prilagodavaju obliku prostora
(posude) u kojemu se nalaze. Ovo poglavlje se najprije bavi fluidima u mirovanju, a zatim dotite
neke najjednostavnije aspekte gibanja fluida.

10.1 Tlak i vrste fluida

Tlak fluida: Stijenka posude koja ogranicava Sirenje fluida prostorom i fluid medudjeluju silom koja
je okomita na stijenku posude. Na isti nacin fluid medudjeluje s povrS§inom bilo kojeg ¢vrstog tijela
koje je u njega uronjeno. Tlak (engl. pressure) je fizitka veli¢ina definirana kao omjer iznosa sile AF
i elementa povrdine AS na koju sila djeluje,

AF

Mjerna jedinica sustava Sl za tlak je paskal, 1 Pa = 1 Nm~2. Smatramo da je tlak prisutan svugdje
u fluidu, a ne samo uz stijenku posude ili povrSinu uronjenog tijela, a s obzirom na to da nema smisla
govoriti o njegovom smjeru, tlak je skalarna fizi¢ka veli¢ina.

Plinovi (engl. gas) su fluidi u kojima medudjelovanje Eestica (atoma ili molekula), osim za vrijeme
kratkotrajnih sudara medu njima, nema znacajnu ulogu. Kad se plin nalazi u zatvorenoj posudi on
se Siri sve dok ravnomjerno ne ispuni sav prostor posude.

Jednadzba stanja idealnog plina (engl. equation of state for an ideal gas) povezuje tlak plina p,
volumen V' posude u kojoj se plin nalazi i temperaturu plina 7',

pV =nRT = NKT, (10.2)

gdje je desna strana napisana na dva razli¢ita nacina. Kad ju napiSemo na prvi nacin, susreemo
koli¢inu tvari n (koju izraZavamo u molima) te tzv. univerzalnu plinsku konstantu R = 8.314 ] mol ' K1,
dok kod drugog nadina pisanja imamo broj Cestica NV i tzv. Boltzmannovu konstantu £ = 1.381 x
1072 JK~!. Pri koridtenju jednad?be stanja idealnog plina obavezno je koristiti termodinami¢ku
temperaturu izraZenu u kelvinima.

Tekucine (ili kapljevine) (engl. liquid) su fluidi u kojima medulesti¢ne sile nastoje odrZati Cestice
na okupu. Zbog toga tekudine ne zauzimaju nuZno sav prostor koji im je na raspolaganju. Kad se
tekucine nalaze pod djelovanjem gravitacijske sile one se smjeStaju u stanje najniZe gravitacijske po-
tencijalne energije. Nalazimo ih pri dnu posude, a povrsina im je vodoravna. U odsutnosti gravitacije,
npr. u svemirskom brodu, kapljice tekucine Sirile bi se unutradnjos¢u broda poput &estica plina.

Stlacivi i nestlacivi fluidi: Kad se radi o plinovima, podrazumijevamo da su oni stlaivi. Smanjenju
volumena plina odgovara povecanje njegovog tlaka i gustoce. Tekuline se, u usporedbi s plinovima,
znatno jale opiru smanjenju volumena. Zbog toga je u mnogim situacijama opravdano tekuéine
smatrati nestla&ivim fluidima (engl. uncompressible fluid). Nestla&ivost fluida obi¢no izrazavamo
uvjetom p = konst koji govori da je njihova gustoa nepromjenjiva.

Idealni i viskozni fluid: Medu&esti¢ne sile u fluidu mogu oteZati relativno gibanje (protjecanje)
dijelova fluida u odnosu na neke druge njegove dijelove. Kad fluid ne protje¢e posve slobodno,
kaZzemo da su u njemu prisutne viskozne sile te da je rije¢ o viskoznom fluidu (engl. viscous fluid).
Fluid u kojem viskozne sile nisu prisutne zovemo idealnim fluidom (engl. perfect fluid).
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10.2 Statika fluida i sila uzgona

Jednadzba ravnoteze fluida u gravitacijskom polju: Zbog prisutnosti sile teZe (gravitacijske
sile), tlak mirnog fluida se s visinom smanjuje. Kad se radi o stlativom fluidu, s visinom se
smanjuje i njegova gustoéa. Tlak p stati¢nog fluida zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

diyp[y] = —plyly, (10.3)

gdje je y visina, p je gustoca fluida, a g je akceleracija slobodnog pada koju ovdje smatramo
konstantnom (neovisnom o visini).

JednadZbu ravnoteZe fluida u gravitacijskom polju (10.3) zovemo jo% i jednadZbom “hidrostatske”
ravnoteze (engl. equation of hydrostatic equilibrium), bez obzira na to 3to ona vrijedi za sve fluide,
a ne samo za vodu.

Jednadzba (10.3) slijedi iz razmatranja sila koje djeluju na element fluida u ravnoteZi.
Y

N S h+ Ah |

Ah g

i h l
Gornja i donja ploha prikazanog elementa fluida imaju povrsinu AS, a visina elementa je Ah. To
znadi da je masa elementa fluida Am = p[h] AV = p[h] AS Ah te da na njega djeluje gravitacijska
sila iznosa Am g usmjerena prema dolje. Okolni fluid djeluje na donju plohu promatranog elementa
silom iznosa p[h] AS usmjerenom uvis te na gornju plohu silom iznosa p[h + Ah| AS usmjerenom

prema dolje. Djelovanje fluida na bo¢ne plohe promatranog elementa ne doprinosi y-komponenti
ukupne sile koju sada moZemo napisati kao

d
AF, = —Amg+ plh] AS —p[h + Ah]AS = --- = —plh] AS Ah g — % AhAS, (10.4)
y=h
gdje smo koristili prva dva ¢lana Taylorovog reda
d
plh+ AR ~ pi] + 2] A (10.5)

dy

y=h

Ukupna sila koja djeluje na element fluida koji se nalazi u ravnoteZi mora biti jednaka nuli te uvjet
AF, =0 vodi na (10.3).

Hidrostatski tlak: RjeSenje jednadZbe ravnoteze (10.3) za nestla&iv fluid odnosno za fluid &ija
gustoca p ne ovisi o tlaku, a time ni o visini, moZemo napisati kao

plh] = po — pg(h — hy), (10.6)

gdje je h visina, a po = plho| je tlak na referentnoj visini h = hg. Tlak opisan s (10.6) linearno
opada s visinom, a zovemo ga hidrostatskim (engl. hydrostatic pressure) iako on vrijedi za bilo
koji nestlaciv fluid.
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Primjer 10.2.1: Hidrostatski tlak u moru

S obzirom na to da morsku vodu moZemo smatrati nestlagivim fluidom, tlak u moru na dubini d
moZemo napisati s pomocu izraza za hidrostatski tlak (10.6). Uzmemo li kao referentnu visinu
ho povriinu mora pri kojoj je tlak vode jednak atmosferskom tlaku, py = plho] = Patm., imamo

p[h’] = Patm. — pg<h’ - hO), h < hO-
Napiemo li dubinu u moru kao d = —(h — hy), tlak u ovisnosti o dubini dan je izrazom
pld) = patm. + pgd,  d > 0.

Koristeéi priblizne vrijednosti p ~ 103kgm™3, g ~ 10ms ™2 i pagm. =~ 10° Pa, tlak u moru je

Py d
d| = atm 1 d) ~ atm. 1 Tn_ ]
pld] = pa ( +patm. ) Dat ( +10m)

$to znadi da sa svakih 10 m dubine, tlak u moru poraste priblizno za jednu vrijednost atmosferskog
tlaka.

Primjer 10.2.2: Barometarska formula za izotermnu atmosferu

Kad bi temperatura Zemljine atmosfere bila jednaka pri svim visinama, tlak zraka bi eksponenci-
jalno opadao s visinom u skladu s tzv. barometarskom formulom oblika

Mg

plh] = poe” ®T",

gdje je po tlak pri visini h =0, a M = 29gmol ' je molna masa zraka. Kad bi temperatura bila
T = 300 K, omjer tlakova u to¢kama medu kojima je visinska razlika Ah = 1km iznosio bi
plh+ AR} _ngn, (0.029 kg mol 1) (9.81 ms~2)

_ A o |- 1000 m)| = 0.89,
o P | =5 3120 K- mol (300 K) 00

$to znadi da bi se sa svakim kilometrom visine tlak smanjivao za priblizno 10 %.

Barometarsku formulu mogucée je izvesti s pomoéu jednadzbe stanja ideanog plina (10.2) i jed-
nadzZbe ravnoteZe fluida (10.3) kako slijedi. Najprije je potrebno gustoéu zraka p izraziti s pomocu
njenog tlaka p i temperature T". NapiSemo |li mnoZinu tvari kao n = m/M, gdje je m masa plina,
jednadzba stanja (10.2) poprima oblik pV' = (m/M)RT. Podijelimo li tu jednadzbu s V/, isko-
ristimo li p = m/V, te izlu€¢imo li gustocu, dobivamo p = Mp/RT. JednadZbu ravnoteze (10.3)
sada moZemo napisati kao

dp  Mp
dh ~  RrY
odnosno provedemo li separaciju varijabli
d M
Lo 29 g
P RT

Tu jednadZzbu sada integriramo pocevsi od h = 0 ¢emu odgovara tlak py do visine h pri kojoj je
tlak p[h]. Integracijom lijeve strane dobivamo

plh]
/p 0 %p — n[p{A] - Infpy),
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dok integracijom desne strane dobivamo

hr M M
/ 29N A = -2,
. RT RT

Izjednacavanjem tih integrala te antilogaritmiranjem dobivamo barometarsku formulu s poletka
ovog primjera.

Sila uzgona (engl. buoyancy) je ukupna sila kojom fluid djeluje na tijelo koje se u njemu nalazi.
Ona je posljedica razlike u tlaku fluida pri razli¢itim visinama, a kako tlak fluida opada s visinom,
usmjerena je uvis. Iznos sile uzgona na tijelo volumena V' uronjeno u fluid gustoce p je

Fy = pgV, (10.7)

Sto po iznosu odgovara teZini istisnutog fluida.

Jednadzbu (10.7) moZemo izvesti na slitan na&in kao $to smo izveli jednadzbu ravnoteze fluida
(10.3). Promatramo tijelo pravilnog oblika uronjeno u fluid. Na donju plohu tijela povrsine S fluid
djeluje silom iznosa Sp[h] usmjerenom uvis, dok na gornju plohu tijela fluid djeluje silom Sp[h + Ah]
usmjerenom prema dolje, gdje je Ah visina tijela. Bo&ne sile se medusobno ponistavaju. Iznos ukupne
sile sada je

AF, = Splh] — Sp[h + Ah] = S(p[h] — (p[h] + p'[h]AR)) = —SP'[A|AR = pgAV,  (10.8)

gdje smo najprije koristili razvoj u red p[h + Ah| = p[h] + p'[h]Ah, p'[h] = d%p[yHy:h, a zatim smo
koristili AV = SAh i jednadZbu ravnoteZe fluida (10.3).

Primjer 10.2.3: Debljina stijenke Celi¢ne plutate

Zelimo konstruirati sfernu plutadu promjera 2R = 0.5m tako da kad ona pluta na povrini mora
samo jedna trecina njenog volumena bude uronjena. Potrebno je odabrati odgovarajuéu debljinu
Zelitnog lima od kojeg Ce se izraditi stijenka plutate. (Gustoca &elika iznosi p; = 7700 kg m™3.)

Na plutau djeluju gravitacijska sila i sila uzgona, a kako bi plutaa bila u ravnoteZi, zbroj tih
sila mora biti jednak nuli. Pri racunanju gravitacijske sile uzimamo u obzir samo masu £eli¢ne
stijenke, a zanemarujemo masu zraka unutar plutale. lznos gravitacijske sile moZemo napisati
kao
Fy = myg = 4R*dpyg,
gdje smo masu plutate m, izrazili kao umnoZak povriine plutate 4R*r, debljine stijenke d (¥to
priblizno daje volumen stijenke) i gustoce &elika ps. Pri ratunanju uzgona uzimamo u obzir samo
onaj dio kugle koji je uronjen u more, a zanemarujemo uzgon uslijed uronjenosti preostalog dijela
kugle u zrak. S obzirom na to da je u more uronjena samo jedna trecina volumena kugle, iznos
sile uzgona je
47

1% 1 /4
Fu=pvg=" = pvo3 <§R37r> =5 By

Izjednalujudi iznos gravitacijske sile i iznos sile uzgona dolazimo do debljine stijenke

-3
g Rpy (0.25m) x (1000 kgm™?) ~ 3.6 mm.
9om 9 % (7700 kg m-?)
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Primjer 10.2.4: Balon na vruci zrak

Balon na vrudi zrak lebdi kad je gravitacijska sila koja na njega djeluje uravnoteZena uzgonom.
Procijenit ¢emo temperaturu do koje je potrebno zagrijati zrak u balonu kako bi on lebdio ako je
ukupna masa opreme i letata (ne raunajuci masu zraka u balonu) my, = 600 kg, volumen balona
je Vi, = 2800 m?, a temperatura vanjskog zraka je Ty = 293 K (priblizno 20°C) pri kojoj gusto¢a
zraka iznosi pg = 1.20kgm 3.

p07T0 g

[ |

Iznos ukupne gravitacijske sile I, koja djeluje na balon i na vruci zrak u njemu i iznos sile uzgona
F, koja djeluje na balon moZemo napisati kao

Fg:mbg+Png, Fu:POnga

gdje je p gustola vruéeg zraka temperature T', a p je gustoCa vanjskog zraka temperature Tj.
Gustocu zraka moZemo izraziti kao

m _nM _ pM

P=vV = "v TR

gdje smo najprije masu zraka m napisali kao umnoZak mnoZine n i srednje molne mase M, a
zatim smo iskoristili jednadzbu stanja idealnog plina pV = nRT. Kako su vrudi zrak unutar
balona i vanjski zrak pri priblizno jednakom tlaku (balon je odozdo otvoren), iz gornje jednadzbe
slijedi

pT = poTo.

Ta relacija nam omogucuje da jednakost sila F, = F|, napisemo kao

T
mug + poTOng = poVhy,

iz ¢ega izlu€ujemo temperaturu vruéeg zraka

600 kg

-1
~ 357K ~ 84°C.
(1.20 kg m=3) x (2800 m3))

_ Mmp -
poVp

T
7’=-I——9—— (293K) x (1-
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10.3 Stacionarni i laminarni tok fluida i jednadZba kontinuiteta

Stacionarni i nestacionarni tok fluida: Gibanje fluida pri kojem je vektor brzine fluida u bilo
kojoj tocki prostora stalan u vremenu zovemo stacionarnim tokom. Kad se vektor brzine fluida u
nekoj tolki prostora mijenja u vremenu kaZemo da je tok fluida nestacionaran. OCigledan primjer
nestacionarnog toka je tok vode u cijevovodu za vrijeme otvaranja ili zatvaranja slavine.

Laminarni i turbulentni tok fluida: Tok fluida koji moZemo prikazati kao usporedno gibanje nje-
govih slojeva zovemo laminarnim tokom. Nasuprot laminarnom toku imamo turbulentni tok u kojem
na prividno slu¢ajan nadin nastaju i nestaju vrtlozi i sli¢ne u vremenu promjenjive pojave. Turbulentni
tok je nestacionaran tok, dok laminarni tok moZe biti stacionaran, a moZe biti i nestacionaran.

Strujnice su krivulje u prostoru kojima opisujemo tok fluida. One se podudaraju s putanjama Cestica
fluida i njihov je oblik u stacionarnom toku stalan u vremenu. Slika prikazuje strujnice laminarnog
toka fluida koji zaobilazi prepreku kruznog oblika.

4

Volumni i maseni tok fluida su veli¢ine kojima opisujemo koli¢inu fluida koja u jedinici vremena
protjee kroz neku plohu u prostoru. Volumni tok gy je omjer volumena fluida AV i vremena At
potrebnog da on protekne odabranom plohom,

AV

W ="z (10.9)

Maseni tok ¢,, je omjer mase Am i vremena At u kojem ona protekne plohom, a pisu¢i Am = p AV,
gdje je p gustoca fluida, moZe ga se povezati s volumnim tokom,

_Am_ pAV

_am_ — o 10.1
Im = = A =P (10.10)
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Tok fluida kroz cijev: Kad fluid tece kroz cijev, kao plohu kroz koju iskazujemo tok fluida odabiremo
popredni presjek cijevi te govorimo o volumnom i o masenom toku fluida kroz cijev. Slika prikazuje
stacionarni tok fluida kroz cijev &ija povrsina popre¢nog presjeka S nije svuda jednaka.

Sa,v2, P2
I\
|
S1,v1, p1 \
/ \
I — VoAt —

k= v1 AL >

Na mjestu na kojem cijev ima povrSinu popre¢nog presjeka S'i brzina fluida je v, u intervalu vremena
At njome protjete volumen fluida AV = SvAt. To znali da je volumni tok fluida kroz cijev na tom
mjestu gy = AV/At = Sv. Ako je na tom mjestu gustoca fluida p, maseni tok fluida kroz cijev je

Gm = pqv = pSv. (10.11)

JednadZba kontinuiteta odraZava naelo oCuvanja koli¢ine materije i povezuje brzinu v toka
fluida s njegovom gusto¢om p. Ovdje zbog jednostavnosti uzimamo da fluid tece kroz cijev
povrsine popre¢nog presjeka S kao Sto je prikazano na gornjoj slici. O&ekujemo da je maseni
tok fluida ¢, jednak svuda duZ cijevi jer bi se u protivnom u nekim dijelovima cijevi masa fluida
neograni¢eno povecavala ili smanjivala, $to nije moguée. JednadZba kontinuiteta za tok fluida
kroz cijev glasi

qm = pqv = pSv = konst (10.12)

Ozna&imo li kao na gornjoj slici s 1 i 2 dva razli¢ita mjesta na cijevi, jednadZbu kontinuiteta jo$

moZemo napisati u obliku
plSlvl = pQSQUQ. (1013)

Kad se radi o nestlagivom fluidu njegova je gustoéa svuda jednaka te jednadZba kontinuiteta poprima

jednostavniji oblik
qy = Sv = konst, (p = konst) (10.14)

$to znadi da je u tom slu¢aju volumni tok svuda duZ cijevi jednak. MoZemo takoder pisati
511)1 = SQ’UQ, (1015)

gdje 1 i 2 oznadavaju dva razli¢ita mjesta na cijevi.
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10.4 Bernoullijeva jednadzba

Bernoullijeva jednadZba odraZava nacelo o¢uvanja mehani¢ke energije u stacionarnom toku
nestlaivog idealnog fluida. Prema Bernoullijevoj jednadZbi, duZ &itave duljine odabrane strujnice
vrijedi
1
p+ §pv2 + pgh = konst, (10.16)

gdje su p, p, v i h redom tlak, gustoca, brzina i visina elementa fluida. DuZ razli¢itih strujnica
vrijednost izraza na lijevoj strani mogu biti razli¢ite, ali duz odabrane strujnice ta se vrijednost
ne mijenja.

Bernoullijevu jednadzbu &esto primjenjujemo na tok fluida kroz cijev odnosno na strujnice koje njome
prolaze. Ako je cijev vrlo tanka u odnosu na karakteristi¢ni polumjer zakrivljenosti njenih zavoja
te ako promjene njenog poprecnog presjeka nisu pretjerano nagle, moZemo uzeti da na odabranom
mjestu na cijevi (npr. mjesto 1 na donjoj slici) fluid ima jednaku brzinu i tlak na &itavom popre¢nom
presjeku cijevi odnosno na svim strujnicama unutar cijevi na tom mjestu. Takoder moZemo uzeti da
se na odabranom mjestu na cijevi sve strujnice nalaze na istoj visini.

SQ7U27p27h2
|

S1,v1,p1, b1 l
0—>

Ozna&imo li s 1 i 2 razli¢ita mjesta na cijevi, Bernoullijevu jednadZbu jo§ moZemo napisati kao

1 1
P+ 5PV + pght = pa + 5pvs + pgha. (10.17)
Podsjetimo se da jednadZba kontinuiteta u obliku (10.15) povezuje brzinu nestla&ivog fluida s povrsinom
popre¢nog presjeka cijevi.

Izvod Bernoullijeve jednadzbe: Bernoullijevu jednadZbu moZemo izvesti razmatranjem mehanicke
energije elementa fluida koji se nalazi izmedu dviju zamisljenih grani¢nih ploha koje zajedno s fluidom
putuju kroz cijev. Promjena energije AE promatranog elementa fluida koja nastupa u intervalu
vremena At jednaka je radu AW koji tlak fluida obavlja djelujuéi na straznju grani¢nu plohu proma-
tranog elementa fluida, umanjenom za rad AW, koji sam element fluida obavlja potiskujuéi daljnji
fluid svojom prednjom grani¢nom plohom. MoZemo pisati

AFE = AWl - AWQ = FlAl‘l - FQAZEQ = plSllet - pQSQUQAt = (pl - pg)qVAt, (1018)

gdje smo najprije sile izrazili kao umnoZak povrsine popreénog presjeka cijevi i tlaka, pomake kao
umnoZak brzine fluida i proteklog vremena, a zatim smo koristili jednadZbu kontinuiteta (10.15)
prema kojoj je umnoZak povriine popretnog presjeka i brzine jednak volumnom toku gy (koji je jednak
svugdje duZ cijevi jer se radi o nestlativom fluidu). S druge strane, promjena energije AE' se sastoji od
promjene kineti¢ke energije i od promjene gravitacijske potencijalne energije promatranog elementa
fluida. Ako u intervalu At kroz cijev protjee masa fluida Am, na straznjem kraju promatranog
elementa fluida njegova se kineti¢ka energija umanjuje za AK; = %Amv%, dok se na prednjem
kraju ona povelava za AK, = %Amvg. Njegova gravitacijska potencijalna energija se na njegovom
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straznjem kraju umanjuje za AU; = Amghy, a na prednjem kraju se poveava za AUs; = Amghs.
Promjenu energije sada mozZemo izraziti kao

1 1
AFE = —AK; + AKy — AU, + AU, = —§Amvf + ~Amuv; — Amghy + Amghs

2
1 1
= (= 3pvi+ 5008 = pgh + pgha)av AL, (10.19)

gdje smo element mase napisali kao Am = ¢,,At = pqyAt. Konalno, izjednalavanjem energija
danih izrazima (10.18) i (10.19) dobivamo Bernoullijevu jednadzbu u obliku (10.17).

Primjer 10.4.1: Brzina istjecanja fluida (Torricellijev zakon istjecanja)

Koristenjem Bernoullijeve jednadZbe moZemo odrediti brzinu kojom tekucina istje¢e kroz maleni
otvor u stijenci posude. Pretpostavljamo da je posuda odozgo otvorena, da se povrsina tekuéine
nalazi na visini h iznad otvora te da tekucina kroz otvor slobodno istje¢e u atmosferu.

Sl y Patm.
|
e h SQ:patm.

—_— V]

Posudu s otvorom shvacamo kao cijev kroz koju tece tekucina. Pri povrsini tekucine Bernoullijevu
jednadZbu moZemo napisati u obliku

1 1
2% 5/)?1% + pghi = patm. + épvf + pgh.
Bududi da je povrsina tekucine u kontaktu s atmosferom, tlak tekucine p; jednak je atmosferskom
tlaku pa¢m., v1 je brzina kojom se povrsina spusta, a visinu povrsine hy iskazujemo u odnosu na
referentnu razinu otvora pa imamo h; = h. Pri otvoru posude Bernoullijevu jednadZbu pisemo

kao
1 2 1 2
P2+ 5pvy + pgha = Datm. + 2PV2:

| ovdje je tekucina u kontaktu s atmosferom pa uzimamo ps = p.m., brzina toka v, je brzina
koju Zelimo odrediti, a ho = 0 jer razinu otvora koristimo kao referentnu razinu. Izjednagavanjem
desnih strana gornjih dviju jednadzbi te koristenjem jednadZbe kontinuiteta u obliku (10.15) kako
bismo eliminirali brzinu povrsine v; slijedi

e 2gh
? 1 —(S2/51)%

gdje je S; povrdina vodoravnog presjeka posude, a Sy je povrSina otvora kroz koji voda istjece.
Ako je omjer S5/S1 znatno manji od jedinice, kvadrat tog omjera u nazivniku pod korijenom
moZemo zanemariti nakon &ega za brzinu istjecanja dobivamo

v = 4/2gh.

Gornji izraz poznat je kao Torricellijev zakon istjecanja.
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Primjer 10.4.2: Trajanje istjecanja idealnog fluida kroz mali otvor u stijenci posude

Nastavljajuéi razmatranje istjecanja tekucine iz posude iz prethodnog primjera, brzinu spustanja
povrsine vode moZemo izraziti kao

o2, S 2k dh
PTS, T g 1= (8,82 T dt

S pomocu tog izraza mozemo izralunati vrijeme T koje je potrebno da sva tekucina istete kroz
otvor odnosno da se povrsina tekucine spusti do samog otvora, ako je u poletnom trenutku ona
bila na visini h = H iznad otvora. Gornja diferencijalna jednadZba dopusta separaciju varijabli te
je moZemo napisati u obliku

Sy [1—(S2/51)?
dt = =4/ ——=——dh.
SQ QQh

Integracijom od pocetnog do konaénog stanja,

[ YNy
0 Sy 29 h=H \/F
S, [2H | <&)2
T=—/—4/1—-(=.
Sy g S

Kad je omjer povrdina S3/S; znatno manji od jedinice, kvadrat tog omjera pod korijenom moZemo
zanemariti. Na primjer, kad bismo imali S; = 1m?, S, = lcm? i potetnu visinu H = 1m,
istjecanje tekudine trajalo bi priblizno

2
T:& g: Lm 2X(1m)275min.
So\l g 1074m2 V 10ms—2

Bernoullijev princip izraZen je tvrdnjom da vecoj brzini fluida opéenito odgovara manji tlak. Kad
se radi o nestlat&ivom fluidu, tu tvrdnju moZemo procitati iz Bernoullijeve jednadzbe (10.16), a
Bernoullijev princip kazuje da ju moZemo primijeniti i kad je rije¢ o stladivim fluidima. Za razliku
od kvantitativne Bernoullijeve jednadZbe, Bernoullijev princip je samo kvalitativna tvrdnja koja nam
pomaZe prepoznati i djelomi¢no objasniti neke pojave pri gibanju fluida.

dobivamo

Primjer 10.4.3: Avionsko krilo (aerofoil) i dinami¢ki uzgon

Avionska krila oblikovana su tako da pri njihovom gibanju kroz fluid dolazi do djelovanja sile
dinami¢kog uzgona. Rijec je o sili koja djeluje uvis, dakle okomito na smjer gibanja aviona, i koja
omogucuje let aviona time $to uravnoteZuje gravitacijsku silu. Nastanak sile dinami¢kog uzgona
se u grubim crtama moZe objasniti primjenom Bernoullijevog principa.

Situaciju je najlakse razmotriti u referentnom okviru u kojem avionsko krilo miruje, a zrak struji
pored njega. Slika prikazuje mirno krilo i strujnice zraka ispred njega.
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Neke strujnice ¢e obici krilo s gornje, a neke s njegove donje strane. Nakon toga Ce se strujnice
ponovo sastati iza krila. Zbog jale izbolenosti gornje strane krila, strujnice koje obilaze krilo s
gornje strane dulje su od onih koje ga obilaze s donje strane. To znali da je brzina zraka uz
gornju plohu krila veéa od brzine zraka uz donju plohu, a prema Bernoullijevu principu to znadi
da je tlak zraka uz gornju plohu manji od tlaka uz donju plohu. Slijedi da na krilo djeluje sila
usmjerena uvis.

Napomena: Ovo objasnjenje treba prihvatiti kao jednostavan primjer primjene Bernoullijevog
principa, a niposto ga se ne smije uzeti kao potpuno objasnjenje pojave dinami¢kog uzgona.

10.5 Viskoznost fluida

Viskozna sila: Sile koje djeluju medu &esticama realnog fluida oteZavaju njegovo protjecanje. Kad
je tok laminaran, kaZemo da medu susjednim slojevima fluida djeluju viskozne sile. Slika prikazuje
slojeve u laminarnom toku fluida koji se, jedan u odnosu na drugoga, gibaju razli¢itim brzinama.

z

X

NajniZi sloj na slici miruje, a slojevi iznad njega gibaju se u smjeru x-osi brzinom koja raste s
udaljeno3¢u od najniZeg sloja (poput toka vrlo spore rijeke gdje voda uz dno miruje, a povriina se
giba). Rast iznosa brzine toka v u smjeru okomitom na smjer toka, a to je na gornjoj slici smjer z-
osi, izrazavamo omjerom Av/Az odnosno derivacijom dv/dz koju zovemo gradijentom brzine. Iznos
viskozne sile AF kojom susjedni slojevi djeluju jedan na drugoga razmjeran je povr$ini promatranog
sloja AS, gradijentu brzine dv/dz te koeficijentu dinamicke viskoznosti fluida y,

d
AF = “d_z AS. (10.20)

Smjer viskozne sile koja djeluje na neki sloj odgovara smjeru relativnog gibanja susjednog sloja u
odnosu na promatrani sloj. Odaberemo li na gornjoj slici neki sloj, onda sloj iznad tog sloja djeluje na
odabrani sloj silom u smjeru z-osi, a sloj koji se nalazi ispod odabranog sloja djeluje silom suprotnog
smjera. Slijedi da je zbroj viskoznih sila na odabrani sloj jednak nuli, to objadnjava gibanje tog sloja
stalnom brzinom.

Stokesov zakon (sila): Kad se dovoljno malena sfera dovoljno sporo giba kroz viskozni fluid na
nju djeluje sila otpora opisana tzv. Stokesovim zakonom, ili krace Stokesova sila. Njen iznos dan je
izrazom

F =6muRv (10.21)
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gdje je R polumjer sfere, v njena brzina u odnosu na fluid, a u je koeficijent dinami¢ke viskoznosti
fluida. Obi¢no se uzima da je Stokesov zakon primjenjiv ako je Reynoldsov broj za gibanje sfere
kroz fluid manji od 10, pri &emu Reynoldsov broj ratunamo s pomocu izraza

_ 2pwR

Re , 10.22
P (10.22)

gdje je pr gustoca fluida.

Primjer 10.5.1: Brzina kojom sitna kuglica tone u viskoznom fluidu

Plasti¢na kuglica promjera 2R = 0.5mm i gustoée p, = 1100kgm™> tone u vodi. Zelimo
procijeniti brzinu kojom ona tone.

Pretpostavimo li da kuglica tone dovoljno sporo da je opravdano primijeniti Stokesov zakon, iznos
ukupne sile koja djeluje na kuglicu moZemo napisati kao

F=(px— pr)Vg — 6mpltv,

gdje prvi €lan na desnoj strani predstavlja zbroj teZine kuglice i sile uzgona, a drugi ¢lan je
Stokesova sila. Ako kuglica poletno miruje, njena brzina se postupno povecava i asimptotski
se priblizava vrijednosti pri kojoj ukupna sila i8¢ezava. Tu brzinu oznaavamo s v, i zovemo ju
asimptotskom brzinom. Iz uvjeta F' = 0 slijedi

o (= p)Vig _ 2(px — pr)gR?
* 6muR ) ’

gdje smo volumen kuglice izrazili kao V' = §R37r. S obzirom na to da smo asimptotsku brzinu
odredili pretpostavljajuéi primjenjivost Stokesova zakona, najprije moramo provijeriti je li ona
zaista dovoljno malena odnosno je li Reynoldsov broj manji od 10. Reynoldsov broj za gibanje
kuglice asimptotskom brzinom moZemo napisati kao

_ 2pi0s Rt Ape(p — pr)g R

R
‘ I 9u?

U ovom primjeru, koriste¢i gustoéu vode p; = 1000 kgm ™ i koeficijent dinamitke viskoznosti
vode p =1 x 10% Pas (pri 20°), dobivamo

4% (1000kgm™3) x ((1100 — 1000) kgm™3) x (10ms~2) x (0.25 x 1073 m)?

~7
9 x (1 x 1073 Pas)?

Re

$to opravdava primjenu Stokesova zakona pri odredivanju asimptotske brzine. Konaéno, izraz za
asimptotsku brzinu nam daje
2 x ((1100 — 1000) kgm™2) x (10ms—2) x (0.25 x 1073 m)? 1

= ~14 .
! 9 x (1 x10~3Pas) e

VaZno je uotiti da za vecu kuglicu ili za kuglicu vece gustoCe primjena Stokesova zakona za
ratunanje asimptotske brzine vise ne bi bila opravdana.
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Poiseuilleov zakon protjecanja: Kad viskozni fluid dovoljno sporo tete kroz cijev, tok fluida je
laminaran. Fluid uz stijenku cijevi miruje, a u sredini cijevi brzina fluida poprima maksimalnu brzinu.
Slika prikazuje raspodjelu brzine fluida u takvoj situaciji.

pl] plr + Ax]
S
T A 7\
| +—— |\
[ ——— [
2R | +V—— I ; — >
\ IT— \
l | — .
N — \/
7/
[ Az |

Zbog viskoznih sila medu slojevima fluida prisutan je otpor pri njegovom protjecanju kroz cijev. Kako
bi se taj otpor svladao i tok fluida kroz cijev odrZao stalnim, tlak p|x] sa straZnje strane promatranog
elementa fluida duljine Az mora biti veéi od tlaka p[z + Ax] s prednje strane promatranog elementa
fluida. Drugim rije¢ima, tlak duZ cijevi se smanjuje u smjeru u kojem fluid te¢e. Kad fluid tee u
smjeru x-osi, smanjenje tlaka duZ cijevi opisujemo omjerom

Ap
Az

plr] — plr + Az]
- A , (10.23)

a Poiseuilleov zakon povezuje volumni tok nestladivog viskoznog fluida s polumjerom cijevi R, di-
namitkom viskozno¥¢u fluida p te s omjerom |Ap/Ax|,

dVv B TR*

_ AV _mRY|Ap
Cdt 8u

. 10.24
Ao (10.24)

qv

Napigemo li volumni tok kao ¢y = Sw, gdje je v srednja brzina fluida, a S = R?7 povriina popre¢nog
presjeka cijevi, srednju brzinu fluida moZemo koristeéi (10.24) izraziti kao

R2
8y

Ap

TS| A

_ (10.25)

(Izvod Poiseuilleovog zakona je zbog sloZenosti dan u dodatku F.) Poiseuilleov zakon primjenjiv je
kad je tok fluida kroz cijev dovoljno spor da ga moZemo smatrati laminarnim, a procjenu o tome je
li tok laminaran daje nam Reynoldsov broj za tok fluida kroz cijev polumjera R,

. 2pf@R

Re , 10.26
P (10.26)

gdje je pr gustoca fluida. Kad je Reynoldsov broj manji od 2100, tok fluida moZemo smatrati
laminarnim i moZemo koristiti Poiseuilleov zakon.
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Primjer 10.5.2: Brzina istjecanja viskoznog fluida iz posude kroz usku cijev

Medicinska igla duljine / = 5cm i unutarnjeg promjera 2R = 0.6 mm zabijena je vodoravno u
stijenku odozgo otvorene plasti¢ne boce, pri visini h = 10 cm ispod povrSine vode u boci. Zanima
nas odrediti pocetni volumni tok vode kroz iglu.

Najprije uotavamo da razlika tlaka pri unutarnjem i pri vanjskom kraju igle proizlazi iz
hidrostatskog tlaka vode pri dubini h te da iznosi Ap = p,gh. Zatim pretpostavljajuéi da je
tok fluida kroz iglu laminaran, na osnovu Poiseuilleovog zakona ra¢unamo srednju brzinu fluida
R2
811

Ap

Az

2
_ BEpegh 699 st
8u 0

v =

Kako bismo provjerili opravdanost polazne pretpostavke o laminarnom toku ra¢unamo Reynoldsov
broj

_ 2p0R 2% (1000kgm™®) x (0.22ms™") x (0.3 x 107 m)
T 1.0 x 10-3 Pas

S obzirom na to da je dobivena vrijednost Reynoldsovog broja manja od 2100 zaklju¢ujemo da
tok jest laminaran te da je opravdano koristiti raniji rezultat o srednjoj brzini toka vode u igli.
TraZeni volumni tok moZemo izraziti kao

Re ~ 132.

qv = S0 = R*10 = (0.3 x 10 m)* x 7 x (0.22ms™ ') ~ 62.4mm®*s~*.

Primjer 10.5.3: Magnusova pojava

Kad viskozni fluid tee pored valjka ili sfere koja se okrece oko osi koja je okomita na smjer toka
fluida, osim sile otpora koja na valjak ili sferu djeluje u smjeru toka fluida, nastaje i popre¢na sila
Fagnus koja djeluje u smjeru prikazanom na slici.

FMagnus

Nastanak popreéne sile poznat je kao Magnusova pojava, a moZe se objasniti viskoznos¢u fluida
i primjenom Bernoullijevog principa. Zbog viskoznosti, fluid koji prijanja uz tijelo giba se zajedno
s njegovom povriinom (tijelo “povladi” fluid za sobom), a to se gibanje dijelom prenosi i na
susjedne slojeve fluida. To znadi da rotirajuce tijelo na slici ubrzava tok fluida koji ga obilazi s
gornje strane, a usporava tok fluida koji ga obilazi s donje strane. Nadalje, prema Bernoullijevu
principu, brzem fluidu odgovara manji tlak (i obrnuto), $to zna&i da je s gornje strane rotirajuceg
tijela tlak manji, a s donje strane tijela je tlak veci nego $to bi bio kad bi fluid zaobilazio tijelo
koje ne rotira. Slijedi da zbog razlike tlakova s dviju strana rotirajuceg tijela mora nastati sila
koja, u situaciji prikazanoj na slici, djeluje prema gore. Tu silu nazivamo jo$ i Magnusovom silom.
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Zadaci

Z.10.1: Zatvoreni spremnik sfernog oblika promjera 2R = 2m pri¢vrééen je za vagon koji se giba vodor-
avnom prugom akceleracijom stalnog iznosa A = 5ms~2. Rezervoar je ispunjen vodom (p, = 1000 kg m~3),
a osim vode je u njemu ostao zarobljen mali mjehur zraka pri atmosferskom tlaku (patm. = 1.00 x 10° Pa).
Odredite tlak vode u sredidtu spremnika.

Rj: p = Patm. + pyR\/ g% + A% = 1.11 x 10° Pa

Z.10.2: Zatvoreni spremnik oblika uspravno postavljenog cilindra visine H = 5.00m napunjen je vodom
(pv = 1000kgm~3) do visine hg = 3.00m u odnosu na dno, a u preostalom dijelu se nalazi zrak pri
atmosferskom tlaku (patm. = 1.01 x 10° Pa). Odredite visinu h nad dnom spremnika do koje ¢e se spustiti
povrsina vode otvorimo li maleni otvor pri samom dnu spremnika kroz koji voda moZe istjecati u atmosferu.
Pretpostavljamo da voda istje¢e dovoljno polako da temperaturu zraka moZemo smatrati stalnom te da
prestaje tedi kad se tlak pri dnu spremnika izjednadi s atmosferskim tlakom.

Rj: h=4 + gzt;‘l,' (1 — /(1= pygH)? - 4pvgh0/patm_> =2.39m

Z.10.3: Vaga na kojoj se nalazi posuda s vodom pokazuje vrijednost m; = 3.8kg, a uronimo li u vodu
uteg mase m, = 1.1kg objeSen o tanku nit tako da on ne dodiruje dno posude, ali tako da bude u cijelosti
potopljen (nit je napeta), vaga pokazuje vrijednost mase my = 4.2kg. Odredite gustou utega. (Gustoca
vode p, = 1000 kg m~3.)

Rj: pu = = p, = 2750 kg m~>

ma—mi

Z.10.4: U uspravno postavljenoj cilindri¢noj posudi promjera 2R = 20cm nalazi se voda na kojoj pluta
komad stiropora (“€amac”), a na stiroporu se nalazi (“plovi”) aluminijski uteg mase ma; = 100g. U nekom
trenutku uteg sklizne sa stiropora i potone na dno posude. Odredite za koliko ¢e se spustiti razina vode u
posudi. (Gustoca aluminija pa; = 2750 kg m~3, gustoéa vode p, = 1000 kg m~3.)

Rj: Ah = 2 (pgl1 —pyt) =2.0mm
Z.10.5: Cilindri¢na posuda povriine baze S = 0.01 m? postavljena je uspravno, odozgo je otvorena, a do
neke visine je napunjena uljem gustoce p = 850kgm~3 i viskoznosti 1 = 0.25Pas. Pri samom dnu posude
ulje istje€e u atmosferu kroz vodoravnu cjevlicu duljine ¢ = 2.5cm i unutarnjeg promjera 2R = 2mm.
Pretpostavljajuéi da ulje korz cjev&icu tete u skladu s Poiseuilleovim zakonom (laminarni tok viskoznog
fluida kroz cijev), odredi nakon koliko vremena ¢e polovica ulja isteéi iz posude.

Rj: 7= 8:;5%5 ~ 3.675h
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11 Elasti¢nost

Zakoni gibanja krutog tijela (vidi poglavlje 6) ili Bernoullijeva jednadZ?ba za nestlagiv fluid (poglavlje
10) potivaju na pretpostavci o savrienoj krutosti ili nestlalivosti materije od koje su ta tijela izgradena.
U stvarnosti, medutim, kruta tijela i nestladivi fluidi ne postoje. Stvarna &vrsta tijela vise su ili manje
savitljiva, a fluidi su stladivi. U ovom poglavlju ¢éemo upoznati koncept elasti¢nosti materije s pomocu
kojega u mehanici opisujemo tijela koja pod djelovanjem vanjskih sila mijenjaju svoj oblik.

Zanimljivo je primijetiti da u okviru specijalne teorije relativnosti, prema kojoj nista, pa tako ni
informacija, ne moZe putovati brzinom veom od brzine $irenja svjetlosti u vakuumu (vidi poglavlje
9), &ak niti sama pretpostavka o savrienoj krutosti ili nestlalivosti materije nije dopustena. Kad
bi kruti $tap zaista postojao, pomakom jednog njegovog kraja istovremeno bi se pomakao i njegov
drugi kraj. Time bismo imali situaciju u kojoj je informacija o pomaku jednog kraja Stapa trenutno
prevalila udaljenost jednaku duljini $tapa, a to nije dopusteno. U stvarnosti, pomak jednog kraja
Stapa izaziva deformaciju i naprezanje u materijalu koje postupno, poput vala, brzinom manjom od
brzine svjetlosti napreduje duZ Stapa prema njegovom drugom kraju. Upravo koncept elasti¢nosti
koji povezuje deformaciju i naprezanje i kojime se bavi ovo poglavlje ima kljuénu ulogu pri opisu
mehani&kih valova kojima ¢emo se baviti kasnije (vidi poglavlje 13).

11.1 Naprezanje, deformacija i linearno podrucgje elasti¢nosti

Plasti¢ne i elastitne deformacije: Podvrgnemo li neko stvarno tijelo djelovanju vanjskih sila, dodi
¢e do promjena njegovog oblika koje zovemo deformacijama. Kad je rije€ o fluidu, smisleno je govoriti
isklju¢ivo o promjenama njegova volumena, dok kod &vrstih tijela govorimo o promjenama oblika u
punom smislu te rije¢i. Po prestanku djelovanja vanjskih sila, deformacije mogu ostati prisutne ili
posve nestati. Deformacije koje ostaju prisutne zovemo plasti¢nim deformacijama i njima se ovdje
ne bavimo. Deformacije koje nestaju, a to znadi da tijelo poprima prvobitni oblik, zovemo elasti¢nim
deformacijama. Tijela koja dopustaju elastiéne deformacije zovemo elastiénim tijelima, a materijale
od kojih su ona izgradena zovemo elasti¢nim materijalima.

Relativna deformacija (engl. strain) je fizitka veli¢ina koja opisuje deformaciju elementa materije
unutar nekog tijela. Upoznat ¢emo vla¢nu, tlaénu i smi¢nu relativnu deformaciju, a u svim slu¢ajevima
moZemo reci da je ona definirana kao omjer promjene neke veli¢ine (npr. duljina ili volumen) i iznosa
te veli¢ine koji je prethodio promjeni,

(promjena iznosa veli¢ine)

(rel. deformacija) = (11.1)

(iznos velicine)
Relativna deformacija je bezdimenzionalna veli¢ina.

Naprezanje (engl. stress) je fizicka veli¢ina koja opisuje sile koje djeluju unutar nekog tijela. Upoznat
¢emo vlagno, tlano i smi¢no naprezanje, a u svim slu¢ajevima mozemo reéi da je naprezanje definirano
kao omjer iznosa sile i povrSine na koju sila djeluje,

: |
(naprezanje) = (iznos sile) (11.2)

(povrdina)

Naprezanje ima fizitku dimenziju tlaka (M L=2T~2) te mu prema sustavu S| odgovara mjerna jedinica
Pa (paskal).



160 S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.)

Nekoliko napomena o naprezanju i relativnoj deformaciji:

e Naprezanje i relativna deformacija povezane su veli¢ine. MoZe se reci da naprezanje izaziva
relativnu deformaciju, ali se isto tako moZe reéi da relativna deformacija izaziva naprezanje u
materijalu.

e U jednostavnim situacijama svuda unutar tijela naprezanje moZe imati istu vrijednost, ali to
opcenito ne mora biti tako. Isto vrijedi i za relativnu deformaciju.

e Naprezanje i relativna deformacija mogu biti prisutne unutar tijela ¢ak i kad na njega ne djeluju
vanjske sile.

Linearno podrucje elasti¢nosti: Slika prikazuje mogucu kvalitativnu ovisnost naprezanja i relativne
deformacije u nekom elastiénom materijalu.

naprezanje
nelin. podrugje

——— =0

-

// tocka kidanja

lin. podrugje

rel. deformacija

Podru&je dovoljno malenih naprezanja i deformacija u kojem su te dvije veli¢ine razmjerne jedna
drugoj zovemo linearnim podrudjem elasti¢nosti. U veéini primjena elasti¢nih materijala u tehnici,
naprezanja i deformacije materijala nalaze se unutar tog podrugja.

Kad naprezanja i deformacije napuste linearno podru&je njihova meduovisnost moZe poprimiti ra-
zli¢ite oblike te govorimo o nelinearnom podrudju elasti¢nosti. Daljnjim poveéavanjem naprezanja ili
deformacije ulazimo u podrugje plasti¢nih deformacija, ili pak (kao na gornjoj slici) dolazi do kidanja
materijala.

Modul elasti¢nosti: Kad se naprezanja i deformacije nalaze unutar linearnog podrugja elasti¢nosti,
tzv. modul elasti¢nosti definira se kao konstanta proporcionalnosti (omjer) izmedu naprezanja i rela-

tivne deformacije,

(naprezanje) (11.3)

modul elasti¢nosti) = .
( ) (rel. deformacija)

Modul elasti¢nosti svojstvo je materijala od kojeg je tijelo nadinjeno, a razli¢itim oblicima naprezanja
(vla&no, tla&no i smi¢no) odgovaraju razli¢iti moduli elasti¢nosti. Modul elasti¢nosti ima dimenziju
tlaka i odgovara mu mjerna jedinica Pa (paskal).
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11.2 Vlaéno naprezanje (vlak)

Slika prikazuje element elasti¢nog materijala koji u odsutnosti naprezanja ima oblik kocke sa stranicom
a, a koji je ovdje pod djelovanjem sila iznosa F' na njegove suprotne strane poprimio oblik kvadra.

F — F

a+Aa;

e
a + ACLH

Naprezanje prikazano na slici zovemo vlaénim naprezanjem ili jednostavno vlakom. Kad sile imaju
smjer kao na slici, kocka se duZ pravca djelovanja sila (Aa; > 0) produljuje, a u popre¢nom smjeru
se sazima (Aay < 0). Kad je smjer sila suprotan prikazanome, dolazi do uzduZnog saZimanja kocke
(Aaj < 0) te do njenog popretnog Sirenja (Aa, > 0), a kaZemo da je rije¢ o negativnom vlaku.

Vlaéno naprezanje (engl. tensile stress) je definirano kao omjer jakosti sile F' i povrgine S na koju

sila djeluje,
F
=—_. 11.4
0= (11.4)

Prema dogovoru, 0 > 0 kad se element materijala produljuje u smjeru vlaka, a ¢ < 0 kad se element
materijala skracuje.

Uzduzna relativna deformacija pri vliaénom naprezanju odnosno relativna deformacija duljine el-
ementa materijala u smjeru vlaénog naprezanja definirana je kao omjer promjene duljine elementa
materijala Aqa) i njegove duljine a koja je prethodila naprezanju,

Aa
o) = TH (11.5)

te ima isti predznak kao i naprezanje o.

Youngov modul elasti¢nosti (engl. Young’'s modulus) nekog materijala je omjer vla&nog
naprezanja o i uzduZne relativne deformacije tijela d) pri vlatnom naprezanju,

g

E=2
9

(11.6)

Podrazumijeva se da su naprezanje i relativna deformacija unutar linearnog podruéja elasti¢nosti. S
obzirom na to da su naprezanje o i relativna deformacija 0| istog predznaka, Youngov modul E je
pozitivna veli¢ina.

Poprecna relativna deformacija pri vlatnom naprezanju definirana je kao omjer promjene popreéne
duljine Aa, elementa materijala i popre¢ne duljine a koja je prethodila naprezanju,

Aal

= . 11.
oL == (11.7)

Popre¢na relativna deformacija 0, i uzduZna relativna deformacija ¢; su pri vlatnom naprezanju
suprotnih predznaka.
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Poissonov omjer (engl. Poisson’s ratio) nekog materijala je omjer popre€ne i uzduzne relativne
deformacije tijela pri vlaénom naprezanju,

p=——= (11.8)

Buduéi da su relativne deformacije 6, i 9 suprotnih predznaka, u definiciju je uklju¢en negativan
predznak &to Poissonov omjer &ini pozitivnom veli¢&inom. Za vedinu materijala vrijedi 0 < p < 1/2.

Napomene o vlatnom naprezanju:

e Kad je rije¢ o fluidu, nema smisla govoriti o vlatnom naprezanju, vec isklju¢ivo o tlaénom
naprezanju (poglavlje 11.3).

e Kad je elasti¢no tijelo pravilnog oblika (npr. kvadar ili valjak) izloZeno djelovanju vanjskih
“vlagnih” sila, naprezanja i relativne deformacije unutar tijela svuda su jednake te gornje izraze
koji se odnose na element materijala moZemo primijeniti na &itavo tijelo. U takvoj je situaciji

.....

(vidi primjer 11.2.1, a situaciju u kojoj to nije tako vidi u zadatku 11.6).

e Vla&no naprezanje elementa materijala moze biti prisutno duZ jedne, duZ dvije ili duZ sve tri
medusobno okomite osi u prostoru. DuZ razli¢itih osi vlaéno naprezanje moZe poprimiti razli¢ite
vrijednosti (vidi zadatak 11.1).
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Primjer 11.2.1: Konstanta elasti¢nosti Sipke (Hookeov zakon)

Slika prikazuje Sipku duljine ¢ i polumjera r kada na njene krajeve djeluju sile.

F —rf) 0 04 AL —r

Zbog jednostavnosti oblika promatranog tijela dopusteno je pretpostaviti da je naprezanje unutar
tijela svuda jednako, a to zna&i da Citavo tijelo moZemo promatrati kao jedan element materijala.
(Kao primjer situacije u kojoj to nije tako vidi zadatak 11.6.)

Iznos sile F' koja dovodi do produljenja Sipke A¢ moZemo izraziti koriste¢i se redom izrazima
(11.4), (11.6) i (11.5),
Al

$to joS moZemo izraziti i kao
SE
7

U gornjem izrazu prepoznajemo istovjetnost s izrazom za silu opruge odnosno Hookeov zakon, a
konstantu £ moZemo zvati konstantom elasti¢nosti Sipke.

F=FkA/, gdje je k=

Kad bi se radilo o &eli¢noj Sipci (£ = 200 GPa) duljine ¢ = 1m i promjera 2r = 1cm, njena
konstanta elasti¢nosti bila bi

L_SE _ r*rE (0.5 % 1072m)? 7 (200 x 10°Pa) S
/ ‘ (1m)

Primjer 11.2.2: Relativna deformacija volumena pri vlatnom naprezanju

Razmotrimo li element elasti¢nog materijala oblika kocke sa stranicom a koji je izloZen vlanom
naprezanju, njegov volumen je

V'=(a+Aq)(a+ Aar)’ = a’ <1 + ﬂ) <1 + ﬂ)Q — V(1 +6)(1+6.)7

a a

gdje je V = a® volumen elementa materijala kad on nije izloZen naprezanju. Kako su relativne
deformacije u linearnom podrudju elasti¢nosti gotovo uvijek znatno manje od jedinice, u gornjem
izrazu moZemo odbaciti sve &lanove razmjerne s 6% i §° te imamo

V/:V(1+5||+25J_+"').
Promjenu volumena sada moZemo napisati kao
AV =V -V = V(5|| + 25J_)7

odnosno odgovarajuéu relativnu promjenu kao

AV

Konatno, kriste¢i najprije (11.8) te nakon toga (11.6), imamo
oy = (1= 2p)0) = (1 —2p)

g

ok
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Uoavamo da je relativna deformacija volumena pri pozitivnom vlaku (tijelo se produljuje) pozi-

tivna (volumen elementa materijala se povecava) ako je Poissonov omjer p < % Ako je Poissonov
. 1 . . « . . . .

omjer u = 3, volumen elementa materijala pri vlatnom naprezanju ostaje nepromijenjen.

11.3 Tlaéno naprezanje (tlak)

Slika prikazuje element materijala u obliku kocke na koju, okomito na svih njezinih Sest stranica,
djeluju sile jednakog iznosa. Takvo naprezanje zovemo tlaénim naprezanjem ili kraée tlakom.

F
F—F —F
AN
F
F

Kad sile djeluju kao na slici, dolazi do smanjenja volumena promatranog elementa materijala, a
prema dogovoru kaZemo da se radi o pozitivnom tlaku. Sile mogu djelovati i u suprotnom smjeru,
poveéavajuéi volumen elementa materijala. U tom sluaju govorimo o negativhom tlaku.

Tlaéno naprezanje ili jednostavno tlak, definirano je kao omjer jakosti sile F' i povrsine S na koju
sila djeluje,

= —. 11.9

P=3 (11.9)

Relativna deformacija volumena definirana je kao omjer promjene volumena AV i volumena V'

koji je prethodio promjeni
AV

Pri pozitivnom tlaku, relativna deformacija volumena je negativna, dok je pri negativnom tlaku ona
pozitivna.

Modul stlacivosti materijala (engl. bulk modulus) definiran je kao omjer tlaka p i relativne

deformacije volumena dy,
P

B=-+—.
oy

(11.11)

S obzirom na to da tlak p i relativna deformacija volumena Ay, imaju suprotne predznake, u definiciju
modula stladivosti B uklju¢en je negativni predznak koji ga ini pozitivnom veli¢inom.

Napomene o tlatnom naprezanju:

e Uobicajena definicija tlaka u fluidu podudara se s definicijom tla¢nog naprezanja koju smo ovdje
uveli.
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e Kad je rije¢ o idealnom fluidu (fluid bez viskoznosti), tla&no naprezanje je jedino naprezanje
koje ima smisla razmatrati.

e Pozitivan tlak ekvivalentan je istovremenoj prisutnosti negativnog vlaka jednakog iznosa duZ
svih triju medusobno okomitih osi u prostoru.

Primjer 11.3.1: Relativna deformacija volumena morske vode pri velikoj dubini

Relativhu deformaciju volumena morske vode pri dubini d moZemo odrediti koristeci vrijednost
modula stladivosti za vodu, B = 2.2 GPa, te koristeci izraz za hidrostatski tlak p = pgd, gdje je
p gustoca vode, a g je akceleracija gravitacijske sile. Dobivamo

Na primjer, pri dubini d = 4 km gdje je hidrostatski tlak priblizno 400 puta veci od atmosferskog,
relativna deformacija volumena vode iznosi

(1000 kgm~2)(9.81 ms~2)(4000 m) Ly
=— ~ —1. 1
ov (2.2 x 10° Pa) 78 x 107,

Sto znad&i da je volumen elementa vode na toj dubini manji za pribliZzno 1.8% u odnosu na volumen
koji bi taj element vode imao pri povrsini mora, odnosno da je za toliko veca njegova gustoca.

Primjer 11.3.2: Modul stlacivosti idealnog plina (adijabatski proces)

Ovdje ¢emo izvesti izraz za modul stlacivosti idealnog plina pod pretpostavkom da se promjene
njegovog tlaka, volumena i temperature odvijaju adijabatski. Naime, pri dovoljno brzim promje-
nama tlaka idealnog plina, kao $to su na primjer one koje nastupaju pri Sirenju zvuka, element
plina ne razmjenjuje toplinsku energiju s okolnim elementima fluida, a to je upravo definicija
adijabatskog procesa. U adijabatskom procesu tlak plina p i njegov volumen V' zadovoljavaju
relaciju

pV"™ = konst = po V",

gdje su pg i Vg tlak i volumen plina u ravnoteznom stanju, a x adijabatska konstanta danog plina.
(Za zrak moZemo koristiti vrijednost adijabatske konstante za dvoatomni plin, k = 5/7.) Kako
bismo odredili modul stlacivosti plina pri adijabatskim promjenama stanja pisemo

A AV\"
pVH = (po + Ap)(Vo + AV)R = po%ﬁ <1 + p—p) (1 -+ 7)
0 0

. Ap AV
Py <1+p0 +KVVE) + ),
gdje je Ap otklon tlaka plina od ravnoteZnog stanja, a AV je promjena njegovog volumena. U
posljednjem koraku zanemareni su &lanovi razmjerni vis§im potencijama omjera Ap/py i AV/Vj.
Omjer AV/V, prepoznajemo kao relativnu deformaciju volumena dy,. S obzirom na to da izraz
u zagradama mora biti jednak jedinici, zaklju€ujemo da vrijedi

Ap = —Kpody.

Usporedbom s (11.11), zakljutujemo da je volumni modul stlativosti plina pri adijabatskom
procesu
B = kpy,
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gdje je x adijabatski koeficijent, a py je ravnotezni tlak plina.

Primjer 11.3.3: Veza modula E i B i Poissonovog omjera i

Modul stlagivosti B, Youngov modul E' i Poissonov omjer 1 nekog materijala nisu medusobno
neovisne veliine, ve¢ su vezane relacijom

E =3B(1—2pu).

Tu relaciju moZemo izvesti uo¢imo li da je tlaéno naprezanje istovjetno negativhom vla&nom
naprezanju koje je istovremeno prisutno u sva tri smjera u prostoru. Relativhu deformaciju
volumena dy (vidi primer 11.2.1) pri negativnom tlatnom naprezanju ¢ = —p moZemo napisati

kao
oy = (1 —=2p)0) = (1 - 2#)(_—;)-

Kad je isto naprezanje prisutno i u preostala dva smjera u prostoru, relativna deformacija volumena
postaje trostruko veca,
(—p) p

Posljednja jednakost napisana je na osnovu (11.11) te je polazna relacija dokazana.

11.4 Smi&no naprezanje (smicanje ili smik)

Slika prikazuje element materijala u obliku kocke na koji je primijenjeno smi¢no naprezanje. Dvije
sile jednake jakosti, ali suprotnog smjera, djeluju paralelno dvjema suprotnim stranicama kocke, Sto
dovodi do smicanja ili torzije kocke za kut 4.

F

Smicno naprezanje (engl. shear stress) definira se kao omjer jakosti sile i povrine na koju ona
djeluje,

o=, (11.12)
a kao relativnu deformaciju pri smiénom naprezanju uzima se kut smicanja 9.

Modul smicanja ili torzije (engl. shear modulus) nekog materijala je omjer smi¢nog naprezanja
o i kuta smicanja 4§,

G = (11.13)

g
~.
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Konstanta torzije Sipke: Slika prikazuje homogenu Sipku duljine ¢, polumjera r, nainjenu od

materijala modula smicanja GG, na &ije krajeve u suprotnim smjerovima djeluju momenti sile iznosa
M.

N\

————— |

9
\/M

G -

Uslijed djelovanja momenata sile M dolazi do torzije Sipke odnosno do zakretanja jednog njenog
kraja u odnosu na drugi. U linearnom podrugju elasti¢nosti, kut relativnog zakreta krajeva Sipke ¢
razmjeran je iznosu momenta sile M,

M = D¢, (11.14)

gdje konstantu D zovemo konstantom torzije Sipke. Ona je povezana s parametrima Sipke ¢, r i G

relacijom
4

rm
D=G—. 11.1
G% (11.15)

Vazno je uoditi da je konstanta torzije Sipke razmjerna Cetvrtoj potenciji polumjera Sipke.

Primjer 11.4.1: Torzija cijevi s tankom stijenkom

Razmotrit ¢emo torziju cijevi s tankom stijenkom te ¢emo izvesti izraz za odgovarajucu konstantu
torzije D.

Lijeva strana slike prikazuje cijev duljine ¢, promjera 2r i debljine stijenke d za koju ¢emo uzeti
da je znatno manja od polumjera . Na krajeve te cijevi djeluju momenti sila M jednakih iznosa
i suprotnog smjera te dolazi do zakreta ¢ jednog kraja cijevi u odnosu na njen drugi kraj. Na
slici je takoder prikazan kut smicanja ¢ stijenke cijevi.

Desna strana slike prikazuje stijenku cijevi kad bismo ju “razmotali” zadrzavajuéi smi¢no
naprezanje i deformaciju koja je u materijalu prisutna kad je cijev izloZena djelovanju vanjskih mo-
menata sila. Kad stijenku promatramo u “razmotanom stanju”, kako bismo zadrzali naprezanje
i deformaciju prisutnu u materijalu, momente sila M moramo zamijeniti silama F'.

kut zakreta cijevi ¢

[ 2r : [ 2rm :
Konstantu torzije D = M /¢ ¢emo izralunati na osnovu sljedecih opaZanja:

e Kad je kut smicanja 6 malen (linearno podrugje elasti¢nosti), iz geometrije cijevi slijedi da
je taj kut s kutom zakreta cijevi ¢ povezan relacijom

0o = ro.
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e Moment sile M moZemo realizirati silom iznosa F' koja djeluje duZ tangente na sam rub

cijevi. Tada vrijedi relacija
M =rF,

gdje polumjer cijevi r ima ulogu kraka sile. Upravo se ta sila F' pojavljuje na desnoj strani
slike gdje je stijenka prikazana u “razmotanom stanju”.

e Kad stijenku razmatramo u “razmotanom stanju”, povrsinu na koju djeluju sile mozemo
izraziti kao S = 2rmd, te koristec¢i (11.12) i (11.13) dobivamo

F = S0 = 2rndG).

Eliminacijom kuta smicanja ¢ iz gornjih triju jednadZzbi dobivamo

M 2r37d

D = == e e = G 7T

0] l

Usporedujuci dobivenu konstantu torzije cijevi s tankom stijenkom s konstantom torzije za punu
Sipku (11.15) uotavamo da je ovdje ona razmjerna treoj, a ne Zetvrtoj potenciji polumjera.

Primjer 11.4.2: konstanta torzije cijevi s debelom stijenkom ili Sipke (izvod)

Izvest ¢emo izraz za konstantu torzije cijevi s debelom stijenkom. Neka je cijev nadinjena od
materijala modula torzije (G, neka je duljina cijevi ¢ te neka su unutarnji i vanjski polumjer ry i
ro. Takvu cijev treba shvatiti kao niz cijevi s vrlo tankim stijenkama koje su umetnute jedna u
drugu. Konstanta torzije polazne cijevi je tada zbroj konstanti torzije svih cijevi od kojih se ona
sastojl.

Konstanta torzije cijevi sa stijenkom debljine dr je prema prethodnom primjeru

2r3m dr

14

dD =G

Taj izraz moramo integrirati od unutarnjeg do vanjskog polumjera polazne cijevi,

"2 ordmdr Gr(ry —r})
D= [aD= _ . Gr—m)
Jar= [ ™ o

Stavljajuéi r; = 0 dobivamo poznati izraz za konstantu torzije Sipke (11.15).
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Zadaci

Z.11.1:  Elasti¢na opna koja leZi u x,y-ravnini podvrgnuta je naprezanju koje se sastoji od vlagnog
naprezanja o, u x-smjeru te od vlagnog naprezanja o, u y-smjeru. PokaZi da je relativna deformacija opne
u x i y-smjeru dana izrazima

o o o o
5. == _,2Y - Y _
=F Mg YT E ME
te da je relativna deformacija povrsine opne dana s
AS og+o
fe=22 _1_ %%

gdje je E' Youngov modul materijala opne. (U posljednjem izrazu su izostavljeni ¢lanovi koji su kvadrati¢ni
u relativnoj deformaciji opne.)

Z.11.2: Koliki rad je potrebno obaviti kako bismo ¢eli¢nu ipku duljine L = 2m, povrdine popre¢nog
presieka S = 1cm? i potetne napetosti Fy = 5000 N, dodatnim naprezanjem produljili za dodatnih AL =
2mm? (Youngov modul &elika E' = 200 GPa.)

Rj: W = FoAL + SE(AL)?/2L =30J

Z.11.3: Celitna ¥ica povriine popretnog presjeka S = 0.2mm? napeta je silom Fy = 100N nakon Zega
su njeni krajevi u¢vrééeni. Odredi jakost sile N kojom treba djelovati okomito na Zicu pri sredini njezina
raspona kako bi ju se otklonilo za kut o = 5° od njezina prvobitna poloZaja (vidi sliku). (Youngov modul
Celika E = 200 GPa.)

Rj: N=2(Fy+ SE(1/cosa—1))sina ~ 44.1N

Z.11.4: Kad bismo Zicu iz prethodnog zadatka upotrijebili kao pra¢ku za izbacivanje projektila, kolika bi
bila brzina projektila mase m = 10g u trenutku kad se Zica vrati u ravnoteZni polozaj te projektil izgubi
kontakt s njom? Uzmite da je duljina Zice u ravnoteZznom poloZaju L = 1m, a ulinke gravitacije i masu
(kineti¢ku energiju) Zice zbog jednostavnosti zanemarite.

Ri: 0= /2 (ks — 1) (Fo + SE (k5 — 1)) ~ 116ms™

m COos « COos «

Z.11.5: Gumeno crijevo za polijevanje vrta slobodno visi o jednom svom kraju te uslijed naprezanja
izazvanog teZinom samog crijeva dolazi do njegova produljenja. Odredi ukupno produljenje crijeva ako je
njegova nenapregnuta duljina ¢ = 25m te ako su Youngov modul i gustoéa gume E = 4.00 x 10%Pa i
p=1500kg m~3.

Rj: Al = pgl?/2E ~1.15m

Z.11.6: Betonski stup ima oblik krnjeg sto3ca duljine £ = 5m s bazama promjera 2r; = 20cm i 2ro =
30 cm.

" )
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Za koliko ¢e se taj stup skratiti opteretimo li ga duZ njegove osi silom (teZzinom) F' = 500 kN, ako je Youngov
modul betona E = 20 GPa? (TeZinu samog stupa ovdje moZemo smatrati zanemarivom.)

Rj: Al = F{¢/riromrE = 2.65 mm

Z.11.7: Celitna osovina koja povezuje brodski motor i elisu ima promjer 2r = 3cm i duljinu £ = 3m.
Odredite kut zakreta jednoga u odnosu na drugi kraj osovine kad motor djeluje snagom P = 8 kW, a osovina
&ini 120 okretaja u minuti (w = 4rrads™!). (Modul smicanja &elika G = 80 x 10° Pa.)

Rj: ¢ = 20P/(Grinw) ~ 17.2°

Z.11.8: Uteg mase m = 10kg mirno visi na &eli¢noj Zici duljine L = 5m i promjera 2r = 0.5 mm. Iz tog
poloZaja uteg podiZzemo za visinu Ah = 0.5m, ¢ime je Zica olabavljena, te ga pustamo da padne. Odredi
najveéu napetost Zice koja nastupa tijekom zaustavljanja utega. (Pretpostavljamo da se sva naprezanja
nalaze unutar linearnog podrugja elasti¢nosti, Youngov modul &elika E = 200 GPa.),

Rj: Fiax = mg (1 +/—1+2r27E Ah/mgL) ~ 970N
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12 Titranje

U mnogim mehani¢kim sustavima moguce je pronaci poloZaj stabilne ravnoteZe. U tom polozaju
sustav moZe trajno mirovati, a u neposrednoj okolini tog poloZaja moZe izvoditi periodi¢ko gibanje
koje zovemo titranjem ili oscilacijom.

Ovdje ¢emo najprije upoznati tzv. jednostavni harmonijski oscilator. Zatim ¢emo upoznati oscilator
u kojem su prisutne sile otpora i oscilator na koji djeluje vanjska periodi¢ka sila te pojavu rezonancije.
Na kraju ¢emo upoznati i tzv. vezane oscilatore, odnosno sustave oscilatora, koji u veéoj ili manjoj
mjeri djeluju silama jedan na drugog.

12.1 Stabilna ravnoteza i titranje

Slika pokazuje moguéu ovisnost potencijalne energije U o x-koordinati poloZaja nekog tijela te
mehani¢ku energiju tijela £ koja je zbroj njegove kineti¢ke energije K i njegove potencijalne en-
ergije U. Pretpostavljamo da je mehani¢ka energija o€uvana $to znadi da ona sve vrijeme i svugdje

ima istu vrijednost.

Energija

E<U ~— Titranje —I E<U

Podsjetimo se sljedecih &injenica:

e Sila koja djeluje na tijelo ima smjer u kojem se potencijalna energija tijela smanjuje, a u
minimumu potencijalne energije, ako on postoji, sila ne djeluje. To znaci da u okolini minimuma
potencijalne energije sila djeluje prema samom minimumu odnosno da je minimum potencijalne
energije poloZaj stabilne ravnoteZe tijela.

e Kineti¢ka energija K prema definiciji ne moZe biti negativna. To zna¢i da mehani¢ka energija
E = K + U ne moZe biti manja od potencijalne energije U odnosno da se tijelo ne moZe nadi
u podrudju u kojem je E < U. Podrugje u kojem je £ < U zovemo zabranjenim podrucjem.

PoloZaj stabilne ravnoteZe je na gornjoj slici oznaden s x(, a zabranjena podrudja su oznalena is-
crtkanim dijelom x-osi. Tijelo se moZe nalaziti samo ondje gdje je £ > U, $to je na gornjoj slici
podruéje izmedu dviju uspravnih isprekidanih linija. Razlika izmedu mehanicke i potencijalne energije
u tom podrudju jest kineti¢ka energija tijela. Ona je najve¢a u samom poloZaju ravnoteZe, a smanjuje
se prema rubovima podrudja. Krajnje totke koje tijelo dosiZe su one u kojima vrijedi £ = U, odnosno
K =0, a zovemo ih to¢kama obrata.
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Prode li tijelo ravnoteZnim poloZajem gibajuéi se udesno, na njega pocinje djelovati sila usmjerena
ulijevo, usporava ga, te se kineti¢ka energija smanjuje. Kad tijelo stigne do desne tocke obrata, na
trenutak se zaustavlja, nakon ¢ega ga sila koja ga je do tada usporavala, sada pocinje ubrzavati natrag
prema ravnoteZnom poloZaju. Isto se dogada i s lijeve strane ravnoteZnog polozaja. Zaklju¢ujemo da
dolazi do periodi¢kog gibanja tijela medu dvjema to¢kama obrata. Takvo gibanje zovemo titranjem.

12.2 Jednostavno harmonijsko titranje (tijelo na opruzi)

tijelo na opruzi: Najzorniji primjer mehani¢kog sustava koji titra oko ravnoteznog poloZaja je tijelo
mase m koje je oprugom zanemarive mase i konstante k£ povezano s &vrstim uporistem.

TSy

k

} X

0

Koordinatu x moZemo uvesti tako da « = 0 odgovara ravnoteznom poloZaju tijela, odnosno polozaju
u kojem opruga na njega ne djeluje silom. Kad se tijelo nalazi izvan poloZaja ravnoteZe, x-komponenta
sile kojom opruga na njega djeluje, F),, te potencijalna energija same opruge, U, dane su izrazima

1
F, = —kx, U= §kx2. (12.1)

JednadZba gibanja harmonijskog oscilatora: JednadZbu gibanja tijela mase m na opruzi
konstante k, ma, = F,, moZemo napisati kao

mi = —kz, (12.2)

gdje je x = x[t] funkcija vremena koja opisuje z-koordinatu poloZaja mase, a & = 3—;;1:[75] je
njena druga derivacija po vremenu, odnosno z-komponenta akceleracije tijela. Podijelimo li
gornju jednadzbu s m i uvedemo li oznaku

k
2
= 12.3
Wo m7 ( )
moZemo ju napisati u obliku

i+ wjz =0. (12.4)

Gornja jednadZba poznata je kao jednadzba gibanja harmonijskog oscilatora. Pokazat e se da

je koeficijent w? ispred funkcije = jednak kvadratu kutne frekvencije titranja ovog sustava.

Harmonijsko titranje (rjeSenje jednadzbe gibanja): Opce rjedenje jednadZbe gibanja (12.4)
jest titranje kutnom frekvencijom wy koje se moZe napisati u obliku

z[t] = A cos|wot + @), (12.5)

gdje su A i ¢ konstante. Konstanta A > 0 je tzv. amplituda titranja odnosno najveéi otklon od
ravnoteznog poloZaja koji tijelo postiZe tijekom titranja. Veli¢inu wyt + ¢, koja ovisi o vremenu,
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zovemo faznim kutom ili krace fazom, a konstantu ¢ koja odgovara fazi u trenutku ¢ = 0
zovemo potetnom fazom. Titranje opisano s (12.5) zovemo harmonijskim (suglasnim) jer
kutna frekvencija titranja ne ovisi o amplitudi titranja.

Izrazi za brzinu i akceleraciju tijela pri harmonijskom titranju glase

z[t] = %x[t] = —wpAsin|wot + ¢], Zt] = C({i—;x[t] = —wi A cos[wot + ¢] = —wiz[t]. (12.6)

Odnos poloZaja, brzine i akceleracije pri harmonijskom titranju grafi¢ki je prikazan u primjeru 2.1.3.
Valjanost rje¥enja (12.5) moZemo provjeriti uvrstavanjem rjedenja u diferencijalnu jednadzbu (12.4),
a sam postupak rjeSavanja diferencijalne jednadzbe je prikazan u dodatku G.1.

Napomene o rjesenju (12.5) jednadzbe gibanja harmonijskog oscilatora:

e Kutna frekvencija koju obiljezavamo simbolom wy izraZava brzinu kojom se fazni kut mijenja u
vremenu. Ona ima dimenziju T~! (inverzno vrijeme), a kao mjernu jedinicu koristimo radijan
u sekundi (rads™!). Trajanje jednog ciklusa pri titranju oscilatora,
27

T , (12.7)

Wo
zovemo periodom titranja.

e Frekvencija koju obiljezavamo s f, takoder ima dinenziju 7!, ali ona izraZava broj ciklusa
koje oscilator napravi u jedinici vremena. Kao mjernu jedinicu za frekvenciju f koristi se herc
(1Hz = 1s7!). Frekvencije wy i fo su povezane relacijom wy = 27 f;.

e U opéem rjeSenju (12.5) umjesto trigonometrijske funkcije kosinus moZe se koristiti i funkcija
sinus. Odabir izmedu tih dviju moguénosti povezan je s vrijedno$¢u poletne faze ¢. Koristedi
trigonometrijski identitet cos a = sin[a + 7/2] moZemo napisati

cos|wot + @] = sinfwot + ¢ + 7/2] = sin[wet + ¢'], gdje je ¢ =¢+m/2. (12.8)

e U mnogim situacijama pokazuje se prakti¢nim rjeSenje (12.5) napisati u proSirenom obliku
koristenjm kompleksne funkcije

i[t] = Aeot, gdieje A =|Ale" = Ae? (12.9)

tzv. kompleksna amplituda &iji modul A = \A| odgovara amplitudi titranja, a kompleksni
argument ¢ odgovara poletnoj fazi. Koristeéi Eulerovu formulu €' = cos ¢ + isin ¢ pokazuje
se da se realni dio funkcije Z[t] podudara s polaznim izrazom x[t],

Re [Z[t]] = Re [Aeiwot] = Re [|A\ei(“°t+¢] = A cos[wot + ¢] = x[t]. (12.10)

Kapica iznad simbola x i A oznadava da je rije¢ o kompleksnim veli¢inama.

Pocetni uvjeti: Amplituda A i potetna faza ¢ u izrazu (12.5) odredeni su poetnim uvjetima, a to
su poloZaj x[to] i brzina &[ty] tijela u potetnom trenutku ¢ = t,. Odaberemo li zbog jednostavnosti
to = 0, imamo

z[0] = Acos¢p i 2][0] = —wpAsin ¢. (12.11)
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Kvadriranjem gornjih jednadZbi te koriste¢i sin? ¢ + cos® ¢ = 1 dobivamo izraz za amplitudu

>0, (12.12)

nakon Cega iz sustava (12.11) moZemo odrediti poletnu fazu ¢, pritom vodeli ratuna o tome da
obje jednadZbe budu zadovoljene.

Primjer 12.2.1: Uteg na opruzi i poloZaj ravnoteZe

Slika prikazuje neoptereéenu oprugu konstante k te istu oprugu kad je optereCena utegom mase
m.

Kad uteg miruje u svom ravnoteznom polozaju, opruga je produljena za
mg
a=—
k
u odnosu na svoju neopterecenu duljinu, jer djelujuéi na tijelo silom iznosa ka usmjerenom uvis
opruga uravnoteZuje tezinu tijela mg. Cilj nam je pokazati da je frekvencija titranja utega mase

m koji visi na opruzi konstante k dana poznatim izrazom (12.3), bez obzira na prisutnost sile
teZe.

e NapiSemo |i jednadzbu gibanja utega koristeci koordinatu & koja opisuje otklon utega u
odnosu na njegov ravnoteZni poloZaj (vidi sliku), jednadzba gibanja glasi

mé =mg — k(a+€) = —k¢,

gdje je mg iznos gravitacijske sile koja djeluje na tijelo, a k(a + &) je iznos sile kojom na
tijelo djeluje opruga. Nakon dijeljenja s m, jednadZbu gibanja moZemo napisati kao

. k
2 2
p— 0 = —
g + wog ) (UO m7

Sto se u potpunosti podudara s (12.4) i (12.3). RjeZenje te jednadzbe gibanja je harmonijsko
titranje £[t] = A cos[wot + ¢).

e Kad bismo koristili koordinatu x koja opisuje produljenje opruge u odnosu na njeno nerasteg-
nuto stanje (vidi sliku), jednadZba gibanja bi glasila

mi = mg — kx,
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a nakon dijeljenja s m imali bismo

k
. 2 2
T+ wyr = wh = —.
+wpy 9 .
S obzirom na to da desna strana gornje jednadZbe nije jednaka nuli, to nije jednadZba
harmonijskog oscilatora u njenom osnovnom obliku (12.4). Ipak, lako je uvjeriti se da je
njeno rjesenje

z[t] = a + A cos|wot + @], a= %,

$to je takoder harmonijsko titranje frekvencijom wy.
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Primjer 12.2.2:  Torzijski oscilator

Torzijski oscilator ili torzijsko njihalo jest disk ili neko drugo simetri¢no tijelo koje visi na elasti¢noj
Sipci (Zici), pri &emu je gornji kraj Sipke u&vrséen tako da se ne moZe zakretati oko uspravne osi,
a donji kraj Sipke je u¢vrscen uz disk tako da se pri zakretanju diska taj kraj Sipke zakrece zajedno
s diskom.

LLLL

g %Iz
| -

Uzet éemo da se z-os podudara s osi Sipke te da je usmjerena uvis. Zakrenemo li disk za kut ¢, oko
z-osi dolazi do torzije Sipke uslijed &ega ona na disk djeluje momentom sile ija je z-komponenta

Mz = _D(bza

gdje je D tzv. konstanta torzije Sipke (vidi poglavlje 11.4), a negativan predznak je prisutan zato
$to moment sile nastoji vratiti disk prema njegovom ravnoteznom poloZaju. Otpustimo li disk iz
zakrenutog poloZaja, on Ce titrati. Moment tromosti diska u odnosu na z-os neka je I,. Odredit
¢emo frekvenciju titranja ovog oscilatora.

Jednadzba gibanja za vrtnju tijela oko z-osi

gdje je I, moment tromosti u odnosu na os, éz kutna akceleracija tijela, a M, je moment sile.
Podijelimo li jednadZbu s momentom tromosti I, moZemo ju napisati u obliku

2 7 Pz = 07

gdje prepoznajemo jednadzbu gibanja harmonijskog oscilatora koji titra frekvencijom koja je dana

® D
2 _
wo—]z.
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12.3 Energija pri harmonijskom titranju

Mehanicka energija pri titranju tijela na opruzi sastoji se od kineti¢ke energije tijela K = %ma’:Z [
od potencijalne energije opruge U = %ka,
1 5, 1
E=K+U= gma” + 5]{;:1: . (12.13)

S obzirom na to da u sustavu nije prisutan nijedan mehanizam kojim bi se mehani¢ka energija
pretvarala u druge oblike energije, ona je oCuvana veli¢ina. Vrijednost mehanicke energije najlakse je
izraunati u trenutku u kojem se tijelo nalazi u tocki obrata odnosno pri maksimalnom otklonu od
ravnoteznog poloZaja. U tom trenutku imamo x = +£A i & = 0 te slijedi

1
E = 5/@42. (12.14)

Isti rezultat dobili bismo i uvrdtenjem opceg rjesenja (12.5) u izraz za energiju (12.13).

Srednja potencijalna i srednja kineti¢ka energija: Srednju potencijalnu energiju (U) dobivamo
integracijom potencijalne energije U[t] kroz jedan puni period titranja, T' = 27 /wy, te dijeljenjem s
periodom,

() = 1/TU[t]dt— 1/T1k( )2 dt = 1/T1k:A2 2t + 6] dt
=7/ _T02x =7/ 3 cos*|wp
—1k;A21/T 2ot + 6] dt
=3 T/ cos?|wo
~Llpa2 (12.15)

4

U racunu smo koristili rjeSenje (12.5) jednadZbe gibanja, a u posljednjem smo koraku iskoristili poznatu
¢injenicu da srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije iznosi 1/2. Usporedujuéi dobiveni
rezultat s (12.14), vidimo da je srednja potencijalna energija jednaka polovini (ukupne) mehanicke
energije, a to znadi da preostalu polovicu &ini srednja kineti¢ka energija. Zaklju¢ujemo da pri titranju
tijela na opruzi vrijedi

(U) = (K) = - E. (12.16)

NalaZenje jednadZbe gibanja iz izraza za energiju: lzraz za energiju tijela na opruzi (12.13) i
uvjet ouvanja energije mogu nas dovesti do jednadzbe gibanja tog sustava. Krenemo li od uvjeta
oluvanja energije, slijedi

2 m

dE d /1 ., 1 , ok
_dE _d /1 1 _ _ L 12.1
0 Pl < ma” + 2]{::1: ) mii + kxd = ma (:c + :1:) (12.17)

Uotavamo da kona&ni izraz sve vrijeme moze biti jednak nuli jedino ako je dvotlani izraz u zagradama
jednak nuli. Izjedna&imo li taj izraz s nulom, dobivamo jednadZbu gibanja harmonijskog oscilatora
pri emu koeficijent uz funkciju x prepoznajemo kao kvadrat frekvencije titranja.

NalaZenje jednadZbe gibanja iz izraza za mehanicku energiju moZe se kod sloZenijih oscilatora pokazati
jednostavnijim od izravnog razmatranja sila koje djeluju u sustavu.
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12.4 Neharmonijski oscilatori i titranje malom amplitudom (njihala)

Neharmonijski oscilator: U mnogim mehani¢kim sustavima jednadZba gibanja koja opisuje titranje
tih sustava oko poloZaja stati¢ke ravnoteze poprima oblik koji je sloZeniji od jednadzbe gibanja
jednostavnog harmonijskog oscilatora (12.4). Takve sustave zovemo neharmonijskim oscilatorima.
Jednadzbu gibanja takvih sustava nerijetko moZemo napisati u obliku

i+ w?lr]r =0, (12.18)

gdje © = z[t] opisuje otklon sustava od poloZaja statitke ravnoteZe, a w?[z] je pozitivna veli¢ina
koja ovisi o z. JednadZba gibanja (12.18) opcenito je nelinearna diferencijalna jednadzba. NalaZenje
rjeSenja takve jednadzbe ovdje neCemo razmatrati osim u posebnom slucaju titranja vrlo malenom
amplitudom.

Titranje malom amplitudom: Ograni¢imo li razmatranje titranja neharmonijskog oscilatora &ija
jednadzba gibanja ima oblik (12.18) na titranje “vrlo malom amplitudom”, veli¢inu w?[x] u jednadzbi
gibanja moZemo zamijeniti vrijedno¥¢u wi koju ta veli¢ina poprima u limesu z — 0,

wi = lim w?[z]. (12.19)

z—0

To znadi da neharmonijski oscilator pri titranju vrlo malom amplitudom moZemo smatrati harmoni-
jskim oscilatorom &ija je kutna frekvencija titranja dana s (12.19). Dobijemo li wi = 0, neharmonijski
oscilator ne moZemo smatrati harmonijskim &ak ni pri malim amplitudama titranja.

Primjer 12.4.1: Transverzalno titranje tijela na dvjema napetim oprugama

Sitno tijelo mase m dvjema je jednakim oprugama zanemarive mase vezano s &vrstim uporistima
razmaknutim za 2a. Sila napetosti opruga u ravnoteZznom stanju je Tj.

titranje x

!

}_CW@WEV

Ty | To

ANNNY

2a

Zelimo odrediti frekvenciju titranja tijela kad ono titra vrlo malom amplitudom u smjeru koji je
okomit na pravac na kojem leZe opruge u ravnoteZnom stanju.

Jednadzbu gibanja sustava moZemo izvesti iz uvjeta ofuvanja mehanitke energije sustava.
Kineti¢ka energija tijela je
1
K = —mi?.
2

Potencijalnu energiju dviju opruga moZemo napisati kao
1 2
U=2xk (To/k+\/a2+:c2—a> ,

gdje k oznalava konstantu opruge, a izraz u zagradama opisuje produljenje opruge u odnosu
na duljinu pri kojoj ona ne djeluje silom. To se produljenje sastoji od poletnog produljenja
To/k koje osigurava poetnu napetost opruga kad se tijelo nalazi u ravnoteZnom poloZaju te
od dodatnog produljenja do kojeg dolazi pri otklonu tijela iz ravnoteznog polozaja. Dodatno
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produljenje opruge uslijed otklona x izrazili smo kao razliku duljine hipotenuze v/a? + x? i katete
a pravokutnog trokuta nastalog otklonom. Temeljem o€uvanja mehanitke energije dobivamo

dEl d
gdje prepoznajemo jednad?bu gibanja i + w?x = 0 u kojoj veli¢ina

L 2kTo/k+Va* +2° —a
m Va? + z?

ovisi o otklonu x. To zna&i da je rije¢ o neharmonijskom oscilatoru. Prema (12.19), frekvencija
titranja takvog oscilatora vrlo malom amplitudom dana je s

27T
wg = limw? = =22,

z—0 ma
Zanimljivo je uoditi da ta frekvencija ne ovisi o konstanti opruga, vec iskljuivo o njihovoj po&etnoj
napetosti 7j.

Takoder je zanimljivo primijetiti da bismo uz T, = 0 (kad opruge ne bi imale poetnu napetost u
ravnoteZznom stanju) imali w3 = (0 $to zna&i da takav oscilator ne bismo mogli smatrati harmoni-
jskim ¢&ak ni pri vrlo malim amplitudama titranja.

Fizicko njihalo je kruto tijelo koje se moZe slobodno gibati oko &vrste vodoravne osi koja ne prolazi
njegovim sreditem mase (teZistem).

WISV

Udaljenost sredista mase od osi njihala na gornjoj slici ozna¢ena je s b. Kad se srediste mase njihala
nalazi ispod osi, odnosno u najnizoj tocki svoje kruZne putanje, njihalo je u svom ravnoteZnom
poloZaju. Kad se njihalo zakrene za kut # u odnosu na ravnotezni poloZaj, srediste mase se popne
na visinu

h = b(1 — cosf) (12.20)

u odnosu na ravnoteZni poloZaj. Slijedi da gravitacijsku potencijalnu energiju pri zakretu njihala za
kut # moZemo napisati kao
U = mgh = mgb(1 — cos8). (12.21)
Kineti¢ka energija njihala je
1 .
K= 5192, (12.22)
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gdje je I moment tromosti njihala u odnosu na os vrtnje, a @ je derivacija kuta 6 po vremenu odnosno
kutna brzina kojom se njihalo u danom trenutku okreée oko osi.

JednadZzba gibanja njihala: 1z oCuvanja mehanicke energije slijedi

dE d o (. mgb .
_E_&(K—l—U)—[@@ijgbsmG@—[@ (9 Tsm@), (12.23)
gdje prepoznajemo jednadZbu gibanja njihala
é+ngbsin0= 0. (12.24)

Uotavamo da se funkcija 6 ovdje pojavljuje kao argument trigonometrijske funkcije sin te da gornja
jednadZba nema oblik jednadzbe gibanja harmonijskog oscilatora. Njeno rjeSenje, koje zbog sloZenosti
ovdje ne prikazujemo, nije harmonijsko titranje, ve¢ se radi o titranju &ija frekvencija ovisi o amplitudi.

Njihanje vrlo malim amplitudama: Ograni¢éimo li razmatranje njihanja na vrlo male otklone,
0 < 1, moZzemo iskoristiti svojstvo sin§ ~ 6. Time jednadZba gibanja (12.24) izravno poprima oblik
jednadZbe gibanja harmonijskog oscilatora,

mgb

0+ —0=0, (12.25)

gdje konstantni koeficijent koji mnoZi funkciju 6 predstavlja kvadrat kutne frekvencije titranja njihala,

2_mgb

wp =~ (12.26)

To znadi da pri njihanju vrlo malim amplitudama njihalo moZemo smatrati harmonijskim oscilatorom.
Rje3enje gornje jednadzbe gibanja moZzemo napisati kao

0[t] = O cos|wot + ¢, (12.27)

gdje je kut © amplituda titranja, odnosno najveci otklon koji njihalo postiZe, a ¢ je uobitajena
poletna faza.

Primjer 12.4.2: Matemati¢ko njihalo

Najjednostavnije njihalo je tzv. matematicko njihalo koje se sastoji od sitnog tijela objeSenog
nerastezljivom bezmasenom niti duljine ¢ o &vrsto uporiste.

S obzirom na to da je teZiSte tog njihala u samom sitnom tijelu, njegova udaljenost od osi njihanja
je b = ¢. Moment tromosti sitnog tijela u odnosu na os od koje je ono udaljeno ¢ je I = m/?.
Prema izrazu (12.26) slijedi da je kvadrat frekvencije titranja matematitkog njihala koje nji%e vrlo

malom amplitudom
, mgb mgl g
w = — = —— = —,
0 I mez /L

Toj frekvenciji odgovara period njihanja

2
T="—o l/g,
w

$to za nit duljine / = 1m daje 7"~ 2.01s.




S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.) 181

Primjer 12.4.3: Reducirana duljina fizickog njihala

Tzv. reducirana duljina fizickog njihala je duljina niti koju bi matemati¢ko njihalo moralo
imati da se pri njihanju vrlo malom amplitudom njise istom frekvencijom kao promatrano fizi¢ko
njihalo.

Izjednalavanjem kvadrata frekvencije matemati¢kog njihala duljine /..q., w% = §/lreq. (vidi
prethodni primjer), i kvadrata frekvencije fizickog njihala koji je dan izrazom (12.26), slijedi

2
Wy = = —
0 9
gred. I

odnosno
I

gre = -
d. mb

Kao primjer odredit ¢emo reduciranu duljinu njihala koje se sastoji od tankog homogenog Stapa
duljine ¢ koji njige oko osi koja prolazi njegovim krajem odnosno na udaljenosti b = ¢/2 od njegova
sredista mase. Moment tromosti Stapa mase m i duljine £ u odnosu na os koja prolazi njegovim
krajem poznat je iz ranijeg primjera i iznosi [ = émﬁz. Slijedi

I 2 2
 m?/3 ’

mb  ml/2 3~

red. —

Sto znadi da tanki homogeni $tap duljine ¢ koji njise oko svog kraja i matemati¢ko njihalo duljine
%E njisu jednakim frekvencijama.

Primjer 12.4.4: Njihanje tankog homogenog stapa

Tanki homogeni $tap duljine £ moZe se njihati oko osi koja ga probada na udaljenosti b od njegova
sredista mase (polovi¥ta). Odredite udaljenost b za koju ¢e frekvencija njihanja Stapa biti najveéa
moguca te odgovarajuéi period njihanja.

Moment tromosti $tapa u odnosu na os koja ga probada na udaljenosti b od njegova sredista

mase mozemo napisati koristenjem teorema o paralelnim osima kao

1
I = —mi? 2,
12m£ + mb

Prema (12.26) kvadrat frekvencije njihanja Stapa oko te osi je

w2_mgb_ mgb B b
T T T me12+mb Y2y

Maksimum (kvadrata) frekvencije pronalazimo uvjetom

d , 2 — 12p2

- W= = 19—
0= I 1282)2

koji je zadovoljen za
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Uvrstavanjem te vrijednosti u izraz za kvadrat frekvencije dobivamo

w3 =39,
l
emu odgovara period titranja
T 21 _ 2w (/g
wo 31/4

Na primjer, za $tap duljine £ = 1 m period bi iznosio 7" ~ 1.52s.

12.5 Priguseno titranje

U mnogim fizi¢kim sustavima koji titraju oko svog ravnoteznog poloZaja prisutne su nezanemarive sile
koje pruzaju otpor gibanju. Mehani¢ka energija takvih sustava se s viemenom gubi na svladavanje tih
sila. Kad sile otpora nisu prejake, amplituda titranja se u vremenu smanjuje i takvo gibanje zovemo
prigusenim titranjem. Kad su sile otpora dovoljno jake, priguseno titranje prelazi u tzv. aperiodi¢ko
gibanje.

Slika prikazuje uteg mase m koji visi na opruzi konstante k s Cije je donje strane pri¢vri¢en predmet
koji se pri titranju giba kroz viskoznu tekucinu u posudi.

o+

U prikazanom sustavu razumno je pretpostaviti da je sila otpora razmjerna iznosu njegove brzine.
Konstantu proporcionalnosti izmedu iznosa brzine i jakosti sile otpora oznadit ¢emo sa f3.

Jednadzba gibanja oscilatora s prigusenjem: JednadZba gibanja tijela mase m na opruzi
konstante k£ na koju djeluje sila otpora &ija je jakost razmjerna iznosu brzine s konstantom

porporcionalnosti 3 glasi
mi = F, = —kx — px. (12.28)

Clan —j4 na desnoj strani predstavlja silu otpora. Negativan predznak prisutan je zato ¥to su sila
otpora i brzina suprotnog smjera. Gornju jednadzbu dijelimo s m te koristimo od ranije poznatu
oznaku w? = k/m za kvadrat tzv. prirodne frekvencije ovog oscilatora odnosno frekvencije kojom
bi ovaj sustav titrao kad sila otpora ne bi bila prisutna. Uvodimo novu oznaku

252, (12.29)
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gdje veli¢inu § zovemo koeficijentom prigusenja te jednadZbu gibanja pisemo u obliku
&+ 20% + wiz = 0, (12.30)
koji je poznat kao jednadZba gibanja oscilatora s prigusenjem.
RjeSenja gornje jednadZbe u velikoj mjeri ovise o odnosu veli¢ina § i wy. Sam postupak rjeSavanja

gornje jednadZbe gibanja je zbog sloZenosti opisan u dodatku G.2, a u nastavku ovog poglavlja
navodimo samo konacne izraze i njihova najvaznija svojstva.

Priguseno titranje (podkriti€no prigusenje): Kad je 6 < wy, rjeenje jednadzbe gibanja
oscilatora s prigusenjem (12.30) je
z[t] = Ae % cos|wt + ¢], w?=wi -4 >0, (12.31)
gdje su A i ¢ su konstante.
Gornje rjedenje predstavlja titranje frekvencijom w = /w2 — 2 koja je manja je od tzv. prirodne

frekvencije wg kojom bi oscilator titrao kad prigu$enje ne bi bilo prisutno te s amplitudom koja se u
vremenu smanjuje razmjerno faktoru e, Slika prikazuje takvo gibanje.

Faktor Ae™® koji jo§ nazivamo ovojnicom ili envelopom je na gornjoj slici prikazan isprekidanom, a
&itavo rieenje z[t] = Ae~% coswt je prikazano punom linijom.

Takoder primjecujemo da se za & — 0 gornji izrazi svode na poznate izraze za harmonijski oscilator.

Energija priguSenog titranja sastoji se od kineti¢ke energije K = %mx’Q i od potencijalne energije

U = gxz. Mehani¢ka energija £ = K + U ovdje nije ofuvana veli¢ina, ve¢ se smanjuje zbog
svladavanja sile otpora. Najlakse ju je procijeniti u trenucima u kojima se tijelo zaustavlja (K = 0,
E =U > 0). U tim trenucima je njegov otklon od ravnoteZnog poloZaja priblizno x[t] ~ Ae % te je
energija

E=U~ _kA% " (12.32)

1
2
lako je taj rezultat samo priblizan, vazno je uoditi da je energija prigusenog titranja, promatramo i
ju na vremenskoj skali znatno duljoj od perioda titranja, razmjerna faktoru e=2%.

Logaritamski dekrement je veli¢ina kojom je moguce izraziti jakost podkriti¢nog prigusenja oscila-
tora. Definiran je kao prirodni logaritam omjera dviju uzastopnih maksimalnih otklona oscilatora,
x[t] e o

=ln————=1In

z[t + T e—o+T) oT, (12.33)
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gdje je T = 2m/w period prigudenog titranja. Logaritamski dekrement jo¥ moZemo napisati kao
A =27 /w, a pri vrlo slabom prigu$enju moZe se uzeti da je w = wy i napisati A ~ 27§ /wy.

Q-faktor ili faktor kakvoce jos je jedna veli¢ina kojom iskazujemo jakost podkriti¢nog prigusenja
oscilatora, a definiran je kao reciprona vrijednost prosje¢nog relativnog gubitka energije oscilatora u
vremenskom intervalu koji odgovara promjeni faze oscilatora od jednog radijana,

1 |AFE 1 Et| -Et+T] 1 oT
71:—— = — :—1— 725T2—. 1234
@ 2n | E 27 Elt] 27T< ) 71' ( )
U gornjem izvodu smo najprije koristili izraz (12.32) za energiju prigusenog oscilatora, a nakon toga
razvoj u red e € ~ 1 — e. Q-faktor jo§ moZemo napisati i kao
T W Wy
Q=57=15; =

oT 20 25

Sto je prigugenje slabije, vrijednost Q-faktora je veca.

Period

(12.35)

Aperiodictko gibanje (nadkriti¢no i krititno prigusenje): Kad je koeficijent prigudenja vedi
od slobodne frekvencije oscilatora, § > wy, govorimo o tzv. nadkritiénom prigudenju, a rjeSenje
jednadzbe gibanja (12.30) moZe se napisati u obliku

1
z[t] = z[0]e™* (chqt%éshqt) + ~g[0)e % shqt,  ¢*=8%— w2 >0, (12.36)
q q

gdje su x[0] i £[0] pocetni uvjeti gibanja odnosno otklon i brzina tijela u trenutku ¢ = 0. Vazno
je uoditi da bez obzira na &injenicu da hiperbolne funkcije ch gt i shqt divergiraju za t — oo,
s obzirom na to da vrijedi § > ¢, faktor e7% osigurava da &itav izraz trne u vremenu. To
rjeSenje ne opisuje titranje, ve¢ aperiodi¢ko gibanje. U grani¢nom slu¢aju koji razdvaja priguseno
titranje od aperiodi¢kog gibanja, tj. kad je koeficijent prigusenja jednak slobodnoj frekvenciji
oscilatora, & = wyp, govorimo o kritiénom prigusenju, a rjeSenje jednadZbe gibanja poprima
posebno jednostavan oblik,

z[t] = z[0]e™°*(1 + wot) + #[0]e ™', d = wy, (12.37)

koji takoder opisuje aperiodi¢ko gibanje koje trne u vremenu.
Slike prikazuju aperioditko gibanje kriti€no prigusenog oscilatora (puna linija) te oscilatora iste slo-
bodne frekvencije wy koji je nadkritiéno priguden koeficijentom prigusenja 6 = 2wy (isprekidana linija)

i to za sluéaj poletnih uvjeta x[0] > 0, 2[0] = 0 (lijeva slika) te za slutaj z[0] = 0, £[0] > 0 (desna
slika).

27r/w0 27T/w0

Iz grafova je vidljivo da se kriti¢no priguseni oscilator brZe priblizava ravnoteZnom poloZaju od nad-
kriti¢no prigusenog oscilatora.
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12.6 Titranje pod djelovanjem vanjske harmonijske sile

Na fizicke sustave koji mogu titrati oko svog ravnoteZnog poloZaja osim sila otpora mogu djelovati i
vanjske sile. Ovdje razmatramo sluéaj u kojem je vanjska sila periodi¢na te dovodi to tzv. prisilnog
titranja oscilatora. Slika prikazuje oscilator koji se sastoji od tijela mase m i opruge konstante £ u
kojem, zbog vrtnje kotata polumjera R na lijevoj strani frekvencijom wy,, lijeva strana opruge titra u
vodoravnom smjeru amplitudom R i frekvencijom wy,.

° k
Emm—m

— 2R — : x

Titranje lijevog kraja opruge unosi dodatnu silu koja djeluje na masu m. Tu silu smatramo vanjskom
silom, a kad njenu xz-komponentu moZemo opisati jednostavnim izrazom

F©%) = [ coswypt, (12.38)

kaZemo da je rije¢ o vanjskoj harmonijskoj sili amplitude Fj, i frekvencije w,. Djelovanje takve sile
dovodi do tzv. prisilnog titranja oscilatora na slici.

Jednadzba gibanja oscilatora s vanjskom harmonijskom silom moZe se napisati u obliku
mi = —kx — B% + F}, cos wpt, (12.39)

gdje ¢lanovi na desnoj strani opisuju silu opruge razmjernu otklonu x, silu prigusenja razmjernu
brzini & i vanjsku harmonijsku silu amplitude F}, i frekvencije w,. Uz pokrate

k F
G=t  w=L - (12.40)

jednadZbu gibanja moZemo saZetije napisati u obliku

i+ 26% + wiz = f, coswyt. (12.41)

Prisilno titranje: RjeSenje jednadZbe gibanja (12.41) oscilatora s vanjskom harmonijskom silom
je funkcija koja opisuje titranje frekvencijom vanjske sile w;, uz kasnjenje u fazi opisano konstan-
tom ¢,

) = fo cosliopt — 9]
\/(wg — w?)” + (20wp)?
tg b = %, 0< o< (12.42)
0 p

Izvod gornjeg rjeSenja se zbog sloZenosti nalazi u dodatku G.3.

U prisilnom titranju opisanom rjesenjem (12.42) prepoznajemo sljedeéa svojstva:
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e Kad je frekvencija vanjske sile w,, znatno manja od slobodne frekvencije oscilatora wy odnosno
u limesu gdje w,/wo — 0, amplituda titranja tijela teZi u vrijednost f, /w3 = Fy/k. U modelu
koji smo poletno razmatrali to je upravo amplituda R titranja lijevog kraja opruge. U istom
limesu kasnjenje u fazi ¢ takoder teZi u nulu pa kaZemo da oscilator titra u fazi s vanjskom
silom.

e Kad je frekvencija vanjske sile w,, znatno veca od slobodne frekvencije oscilatora wy odnosno
u limesu gdje w,/wy — oo, amplituda prisilnog titranja teZi u nulu, a fazni pomak teZi u 7,
To znadi da imamo titranje is¢ezavaju¢om amplitudom koje se odvija u protufazi u odnosu na
vanjsku silu.

Pojava rezonancije: Kad vanjska sila djeluje na oscilator frekvencijom w,, koja je bliska prirodnoj
frekvenciji oscilatora wy moZe dodi do titranja oscilatora vrlo velikom amplitudom. Tu pojavu zovemo
rezonancijom.

U nasem modelu oscilatora u kojem je tijelo mase m pri¢vrs¢eno za jedan kraj opruge konstante k, a
drugi kraj opruge titra amplitudom R i frekvencijom w;,, amplitudu prisilnog titranja tijela mozemo
izraziti kao

Alw,] = R | (12.43)

2 2
V(1= (wp/w0)?)” + (20w, /e3)
Slika prikazuje ovisnost amplitude prisilnog titranja o frekvenciji vanjske sile w,, za slu¢aj is¢ezavajuceg
prigusenja (§ = 0, isprekidana linija), te za vrijednosti omjera ¢ /wo = 1/8,1/4,1/2 i 1/v2 (pune linije).

| wp

Pojava rezonancije izraZenija je &im je omjer §/wy manji, a nije prisutna kad je 6 /w > 1/v2. Frekven-
ciju vanjske sile wy, pri kojoj amplituda prisilnog titranja poprima najvecu vrijednost nazivamo rezo-
nantnom frekvencijom, a moZemo ju odrediti iz uvjeta dA/dw, = 0. Samu rezonantnu frekvenciju
i amplitudu prisilnog titranja pri djelovanju vanjske sile rezonantnom frekvencijom moZemo izraziti

kao
Rw?

(wp)rez. = \/ w% - 2527 Arez. = W (1244)

Uo&avamo da u limesu u kojem prigusenje oscilatora teZi u nulu, rezonantna frekvencija teZi u prirodnu
frekvenciju oscilatora, a rezonantna amplituda teZi u beskonaéno.
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Primjer 12.6.1: Rezonancija pri njihanju stapa

Pojavu rezonancije lako je pokazati uhvatimo li tanak lagani Stap duljine priblizno 1 m za njegov
kraj i pustimo ga da visi. Zanjisemo li Stap, on ¢e se nastaviti njihati frekvencijom wy kojoj
odgovara period njihanja od priblizno 1.5s.

Pomi¢emo li vrlo polako kraj Stapa lijevo—desno, $tap e sve vrijeme biti uspravan i pratiti kretanje
ruke. Time pokazujemo da za w, < wy Stap titra amplitudom pobude i to u fazi s njom.

Tresemo li gornji kraj Stapa $to je moguce ve¢om frekvencijom, ali naravno, malom amplitudom,
vidljivo je da njegov donji kraj titra u protufazi s gornjim krajem, ¢ime pokazujemo da za w;, > wy
fazni pomak tezi u .

Kona¢no, pomi¢emo li gornji kraj $tapa frekvencijom w, =~ wy, odnosno frekvencijom bliskom
onoj kojom se Stap ‘sam Zeli njihati’, amplituda njegovog njihanja ubrzo postaje vrlo velika. Time
pokazujemo pojavu rezonancije. Pojavom rezonancije sluZi se i dijete na ljuljalci kad Zeli povecati
amplitudu svog ljuljanja.

12.7 Slaganje titranja na pravcu i u ravnini

Slaganje (superpozicija) titranja na pravcu (1D): Gibanje koje je zbroj dvaju titranja koja se
odvijaju du? iste prostorne osi (odnosno u jednoj prostornoj dimenziji, 1D) opisujemo izrazom

x[t] = Ay coslwit + ¢1] + Ag cos[wat + ¢, (12.45)

gdje su A; o amplitude, w2 su kutne frekvencije, a ¢12 su poletne faze titranja koja zbrajamo.
Ocigledno je da se moZe ukljuditi i vise od dva titranja te da rezultantno gibanje moZe poprimiti vrlo
komplicirane oblike.

Primjer 12.7.1: Slaganje dvaju titranja u 1D: Ay = As, wy >~ we, pojava udara

Gibanje koje nastaje slaganjem dvaju titranja jednake amplitude, ali razli¢ite frekvencije, moZemo
opisati izrazom

z[t] = A cos|wit] + A cos|wat].
Pocetne faze su izostavljene zbog jednostavnosti. Zanima nas slu¢aj u kojem su frekvencije wy i
wo medusobno bliske.

Kako bismo gibanje koje razmatramo prikazali na zorniji nacin uvodimo frekvencije

w1 — W9 . _ w1+w2
5: | w = .
2 2

Inverzne relacije glase wy 2 = w £ 0 te s pomocu njih sloZeno gibanje z[t] moZemo napisati kao
z[t] = Acos|[(w + d)t] + Acos|[(w — 0)t].

Koristenjem bilo formule za kosinus zbroja, odn. razlike kutova, bilo jo$ jednostavnije, Eulerovu
formulu e'¥ = cos ¢ + isin ¢, gornji izraz moZemo napisati kao
zft] = ARe [e'@T" 4 @701 = ARe [ (" + )] = ARe [’ (2 cos 5t)]
= 2A coswt cos dt.




188 S. lliji¢: Mehanika (15. listopada 2019.)

U konacnom izrazu prepoznajemo umnoZzak titranja frekvencijom @ i titranja frekvencijom ¢. Kad
su frekvencije w; i wy bliske jedna drugoj, vrijedi @ > §. U takvom sludaju rezultantno gibanje
moZemo shvatiti kao titranje frekvencijom @ &ija je amplituda modulirana faktorom cos 6t odnosno
kao “brzo titranje” ¢ija se amplituda “sporo mijenja”. Slika prikazuje rezultantno gibanje za omjer
frekvencija wy : wy = 9 : 8. Faktor 2A cosdt prikazan je isprekidanom, a funkcija x[t] punom
linijom.

Tudari = 77/5

Uo¢avamo da amplituda brzog titranja postize svoj maksimum dva puta unutar svakog perioda
titranja modulirajuceg faktora cos dt. Tu pojavu zovemo udarima, njena frekvencija je wygari = 20,

odnosno njen period je
T 2

Tudari = g =

Wl_WQ.

Primjer 12.7.2: Slaganje titranja iste frekvencije (1D)

Gibanje koje nastaje slaganjem titranja jednakih frekvencija, ali razli¢itih amplituda i po&etnih
faza, moZemo napisati kao

x[t] = Ay cos|wt + ¢1] + Ag cos[wt + ¢o] + -+ - .

Rezultantno gibanje Ce biti titranje frekvencijom w s amplitudom i poéetnom fazom koje tek treba
odrediti. U tu svrhu vrlo je prakti¢no upotrijebiti kompleksne brojeve odnosno Eulerovu formulu
el” = cos p +isin . Ona nam omoguéuje da promatrano gibanje napiemo kao

x[t] = Re[Alei(Wt+¢l) + AQei(wt+¢2) ] = Re[(Alei¢1 + Al 4. ~)ei°”].

Izraz u okruglim zagradama jest zbroj tzv. kompleksnih amplituda A;e'®t, Aye'®?, itd. koji
shvacamo kao rezultantnu kompleksnu amplitudu

Ae® = Al 4 Apei® 4 ...

Izra&unamo li rezultantnu kompleksnu amplitudu Ae'?, odnosno realni broj A > 0 i po&etnu fazu
¢, promatrano gibanje moZemo napisati kao

z[t] = Re[Aee™!] = A cos|wt + ¢).

Zbrajanje kompleksnih amplituda moZemo prikazati u kompleksnoj ravnini. Slika prikazuje slu¢aj
u kojem zbrajamo samo dvije kompleksne amplitude.
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Tm Ael? = Ajel®t 4 Agel??

/// /—m
/

o)
Re

Vazno je uoditi da zbrajanjem dvaju ili vise titranja jednake frekvencije, uz paZljivo podeSavanje
njihovih amplituda i faznih pomaka, moZe dodi i do potpunog poniStavanja rezultantnog titranja.

Slaganje (superpozicija) titranja u ravnini (2D): Slika prikazuje tijelo mase m koje se giba u
x, y-ravnini i koje je dvjema oprugama dije su konstante k, i k, povezano s &vrstim uporiStima.
Y

/

Jednadzba gibanja tijela se pri malim otklonima od ravnoteZnog poloZaja svodi na dvije neovisne

jednadzbe, mi = —k,x i miyj = —kyy, Cija su rjeSenja harmonicka titranja,
z[t] = A, cos|w,t + du), y[t] = Ay coslwyt + ¢,],
a frekvencije su dane izrazima
k k
W=z W2 =y
m Y m

Kad su frekvencije medusobno jednake, putanja tijela je elipsa, ondosno u posebnom slu¢aju kruznica
ili dio pravca. Kad se frekvencije odnose kao cijeli brojevi, gibanje tijela je periodi¢ko, $to znadi
da je putanja zatvorena, a ima oblik tzv. Lissajousove krivulje. U suprotnom, putanja tijela nije
zatvorena krivulja.

Primjer 12.7.3: Lissajousove krivulje

Slike prikazuju Lissajousove krivulje nastale slaganjem titranja
x[t] = cosw,t i y[t] = cos|wyt — ¢]

za nekoliko cjelobrojnih omjera frekvencija w, i w, te razli¢itih iznosa faznog kadnjenja ¢ titranja
u y-smjeru u odnosu na titranje u z-smjeru.
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) Y Y

0%

wy:iwy=1:1, ¢=0° Wy 1wy =1:1, ¢ =45° Wy :iwy=1:1, ¢=90°

<

Y Y

VAN U,

Wy:iwy=2:1, ¢=0° Wy 1wy =2:1, ¢ =45° Wy iwy=2:1, ¢=90°

) Y Y

N
/\

Wy:iwy=3:2, ¢=0° Wy :wg=3:2, ¢=45° Wyiwy=3:2, ¢=90°

Treci po redu graf u prvom redu je kruznica koju dobivamo kad su frekvencije jednake, a fazni
pomak medu titranjima je 90°, 8to znati da imamo xz[t] = coswt i y[t] = sinwt.

Prvi po redu graf u drugom redu nastaje superpozicijom titranja x[t] = coswt u x-smjeru te
y[t] = cos2wt u y-smjeru. U ovom jednostavnom sluaju putanju tijela moZemo napisati kao
y = cos 2wt = cos? wt — sin® wt = cos?wt — (1 — cos?wt) = 2cos? wt — 1 = 222 — 1.

U opcenitom slu¢aju, Lissajousove krivulje nije moguée napisati u obliku y = f|x].
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12.8 Vezani oscilatori

Stupnjevi slobode vezanih oscilatora: Medu dvama oscilatorima ili izmedu vige njih mogu djelovati
sile uslijed kojih oni ne titraju neovisno jedan o drugom, vec se gibaju na znatno sloZeniji na&in. Slika
prikazuje ravnotezni poloZaj sustava triju njihala povezanih oprugama. Otklonimo li bilo koje od njih
i pustimo li ga u gibanje, sva tri njihala ¢e se poceti gibati.

7,
5005000
5000000
\:_/ | |
¢2 —
\:_/ ®3

$1

Za sustav vezanih oscilatora, poput prikazanog, kaZzemo da ima tri stupnja slobode jer su potrebne
tri koordinate kako bismo opisali njegovo gibanje. Ovdje su to kutevi otklona ¢, ¢o i ¢3.

Vlastiti modovi i frekvencije titranja: U sustavu vezanih oscilatora s IV stupnjeva slobode postoji
N modova (natina) titranja koji su posebni po tome $to u odredenom modu titranja svi stupnjevi
slobode oscilatora harmonicki titraju jednakom frekvencijom. Zovemo ih vlastitim modovima titranja
sustava, a pripadajuce frekvencije zovemo vlastitim frekvencijama. PronalaZenje vlastitih modova
titranja zadanog sustava vezanih oscilatora moze biti vrlo sloZzen matemati¢ki problem koji ovdje ne
obradujemo.

Opcenito gibanje sustava vezanih oscilatora moZe se prikazati kao superpozicija titranja vlastitih
modova danog sustava. Pri tome svaki mod titra svojom amplitudom i po&etnom fazom.

Primjer 12.8.1: Vlastiti modovi titranja simetri¢nog oscilatora s dva stupnja slobode

Slika prikazuje jednostavan sustav vezanih oscilatora s dva stupnja slobode. On se sastoji od
dvaju tijela mase m koja su oprugama konstante k vezana s &vrstim uporistima te od opruge
konstante k' kojom su tijela vezana medusobno. Koordinate 1 i xo opisuju otklone tijela od
njihovih ravnoteZnih poloZaja.

k K k ‘

e Prvi vlastiti mod titranja koji prepoznajemo u ovom sustavu je onaj u kojem tijela titraju
jednakom amplitudom v fazi jedno s drugim (to znali z; = x3). Pri takvom titranju
sredi$nja opruga ne mijenja svoju duljinu te je frekvencija titranja ista ona koju bismo imali
kad bismo ju zamijenili krutom bezmasenom Sipkom. Tada bi tijelo ukupne mase 2m titralo
na dvjema oprugama konstante k, Sto je istovjetno titranju mase 2m na opruzi konstante
2k, te je frekvencija titranja u ovom vlastitom modu

wa =\ k/m.
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Otklone tijela pri titranju u ovom vlastitom modu moZemo napisati kao
11[t] = 2o[t] = A cos[wat + P4,

gdje je A amplituda, a ¢4 je poletna faza titranja.

e Drugi vlastiti mod je onaj u kojem tijela titraju jednakom amplitudom u protufazi (x; =
—3), $to znadi da kad se botne opruge rastegnu za Ax i djeluju silom iznosa kAx, sredidnja
opruga se sabije za 2Ax i djeluje silom iznosa 2k’Ax. Slijedi da je iznos ukupne sile koja
djeluje na tijela (k + 2k’) Az te da tijela u ovom modu titraju frekvencijom

wi = \/(k + 2&) /m.

Otklone pri titranju u protufazi moZemo opisati izrazom
x1[t] = —x35[t] = B cos|wpt + ¢p],

gdje je B je amplituda, a ¢ je poletna faza.

Opcenito gibanje ovog sustava moZemo shvatiti kao istovremeno titranje njegovih dvaju vlastitih
modova. Na osnovu gornjih izraza moZemo napisati

x1[t] = Acoslwat + ¢ 4] + B cos|wpt + ¢,
xo[t] = Acoslwat + ¢pa] — B cos|wpt + dp].

Sada moZemo razmotriti zanimljivu pojavu koju opaZzamo u ovom sustavu kad je opruga koja
povezuje oscilatore “vrlo slaba”, odnosno kad vrijedi k' < k, $to takoder znadi da su frekven-
cije dvaju vlastitih modova medusobno vrlo bliske. Otklonimo |i prvo tijelo na udaljenost a od
ravnoteznog poloZaja i pustimo li ga u gibanje, pri emu drugo tijelo miruje u svom ravnoteznom
poloZaju, poletni uvjeti gibanja su

210 =a, @[0] =0, x3[0] =0, &[0]=0.

Oni su zadovoljeni uz poletne faze ¢4 = ¢p = 0 i amplitude A = B = a/2. Takvim odabirom
dobivamo

a a a a
x1[t] = §coswAt + §cosw3t, xo[t] = §coswAt —5 cos wpt.

Uo¢avamo da su ta titranja zbroj dvaju titranja jednakih amplituda i bliskih frekvencija, $to dovodi
do pojave udara. Uz oznake w = (wa +wp)/2 16 = (wa — wp)/2 te uz postupak slitan onome
iz primjera 12.7.1 o superpoziciji titranja dobivamo

x1[t] = acos dt cos wt, xo[t] = asin §t sin wt.

Slika prikazuje takvo titranje.
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Uo¢avamo da energija titranja oscilatora koji smo po¢etno pokrenuli postupno prelazi na suprotni
oscilator, sve dok u potpunosti ne prijede na njega. Nakon toga se uloge oscilatora zamjenjuju,
energija se postupno vraca na prvi oscilator, i tako u nedogled.
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Zadaci

Z.12.1: Objesimo li uteg o oprugu br. 1 ona se produlji za Azy; = 4cm. Objesimo li isti uteg o oprugu
br. 2 ona se produlji za Azy = 6cm. Odredi periode kojima bi uteg titrao (a) kad bismo ga objesili na te
dvije opruge spojene u seriju i (b) kad bismo ga objesili na te dvije opruge spojene paralelno.

i Az +A Az A
Rj: (a) Ty = 2/ S55%2 = 0.634s, (b) T, = 27y [ (355 R%,y ~ 0.311s

Z.12.2: Uteg je objeZen o donji kraj dinamometra i titra duZ uspravne osi. Najmanja i najveéa vrijednost
sile koju ofitavamo na dinamometru tijekom titranja su Tiin = 3N i Thax = 7N, a kruzna frekvencija
titranja iznosi wy = 2rrads~!. Odredi masu utega i amplitudu titranja. (Dinamometar moZemo smatrati
oprugom zanemarive mase.)

Rj: m = (Tmax + Tmin)/2g ~ 0.510kg, A = ng_Q(TmaX — Tmin)/ (Tmax + Timin) =~ 9.94 cm

L a najvedi

Z.12.3: Najvedi iznos brzine koju Eestica postiZe pri harmonijskom titranju je vpax = 5 cms™
iznos akceleracije koju postiZe je amax = 10 cms~2. Odredi amplitudu A i kruznu frekvenciju titranja wy.
Zatim odredi iznos brzine u trenutku u kojem otklon Zestice od ravnoteznog (sredisnjeg) poloZaja iznosi
x=A/2.

Rj: W0 = Gmax/Vmax = 2rads™t, A =02 /amax = 2.5cm, Vg—afo = VmaxV/3/2 ~ 4.33cm s~}
Z.12.4: Tijelo mase m; = 3kg poloZeno je na tijelo mase my = 2kg koje je s pomocu opruge konstante
k=5 x 103N m~! oslonjeno o &vrsto tlo (vidi sliku). Odredi najveu amplitudu titranja sustava pri kojoj
ne dolazi do medusobnog odvajanja tijela mq i mo.

m1

m2

Rj: A= g(mi+ ma)/k ~0.98cm

Z.12.5: Cestica mase m i estica mase my povezane su oprugom konstante k. Odredi kruznu frekvenciju
titranja tog sustava.

Rj: wg = \/k(m1 + mg)/mlmg

Z.12.6: U nepomitnom, s obje strane zatvorenom, toplinski izoliranom cilindru, nalazi se pomi¢ni klip
mase m = 3kg i povrine popreZnog presijeka S = 10cm? (vidi sliku). Sa svake strane klipa nalazi se
jednaka koli¢ina idealnog plina adijabatske konstante v = 1.4. Kada je klip u ravnoteZnom stanju, plin s
jedne i s druge strane klipa je iste temperature te zauzima obujam Vi = 5dm? pri tlaku od py = 2 x 10° Pa.
Pretpostavljajuéi da je proces sazimanja i Sirenja plina adijabatski, odredi frekvenciju malih titraja klipa oko
ravnoteznog polozaja. (Za € < 1 moZze se koristiti razvoj (1 £€)® ~ 1+ «e.)

e

va‘/b m pO;‘/O

7
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Rj: wo = v/2p0yS%/mVy ~ 6.11rads ™!

Z.12.7: U cijevi u obliku slova ‘U’ povriine popre¢nog presjeka S = 1cm?, s oba otvorena kraja, nalazi se
m = 20 g vode (vidi sliku). Odredite period titranja razine vode.

Rj: T =2m\/m/2pSg ~ 0.634s

Z.12.8: Tanka nerastezljiva nit zanemarive mase prebaena je preko koloture mase M i polumjera R koju
smatramo homogenim diskom. Jedan kraj niti oprugom je povezan s &vrstim uporistem, dok na drugom
kraju visi uteg mase m. Odredi period malih oscilacija u ovom sustavu.

M,R

Rj: T'=2m\/(m + M/2)/k

Z.12.9: Tanki homogeni $tap duljine L i mase M poduprt je tako da se moZe slobodno njihati oko jednog
kraja. Odredi udaljenost a od gornjeg kraja $tapa na kojoj treba pridvrstiti sitan uteg mase m (vidi sliku)
kako bi period pri njihanju ¢itavog sustava malom amplitudom bio najkraéi. Posebno razmotri grani¢ni
slu¢aj m/M — 0.

YLl
o
| g
Lodn
U M, L

Rj: a = (ML/2m)(=1+ /1 +4m/3M), lim,, /nr0a = L/3

Z.12.10: Homogena kugla polumjera r poloZena je u dno sferne udubine polumjera zakrivljenosti R >
r (vidi sliku). Odredi frekvenciju malih titraja kad kugla kotrljaju¢i se bez proklizavanja “nji%e" oko
ravnoteznog polozaja.

Rj: wo = /5g/7(R — )

Z.12.11: Cestica mase m giba se u z,y-ravnini pod djelovanjem sile F = —k (zi + 4yj), a pu¥tena je
u gibanje iz mirovanja u totki rg = z9i+ yoj. Napidi putanju Cestice u obliku y[z] te ju skiciraj. Zatim
odredi najvecu vrijednost iznosa brzine koju Cestica postiZe tijekom gibanja.
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Rj: y[z] = vo (2302/:6% — 1), Vmax = wo(:vg + 16y(2])/8y0 za x%/16y(2] <1, Umax = WoTo Za x%/lﬁyg >1

Z.12.12: Otklon &estice koja prigugeno titra opisujemo izrazom z[t] = Ae % cos|wt+¢]. Odredi konstante
A > 0 (amplitudu u t = 0) i ¢ (poletnu fazu) ako u trenutku ¢ = 0 &estica ima brzinu & = vy > 0 pri
otklonu = = xg > 0.

Rj: ¢ = arctan[— (8 + vo/z0)/w] € [-7/2,0], A= z0+/1 + ((§ + vo/T0)/w)?

Z.12.13: Cestica prigugeno titra duZ z-osi. Koordinate triju uzastopnih krajnjih poloZaja Zestice (poloZaji
pri kojima brzina Zestice i¥¢ezava) su x; = 20cm, z3 = 5.6cm i 23 = 12.8cm. Odredi koordinatu
ravnoteznog polozaja.

Rj: Too = (1123 — 23) /(21 — 229 + 23) = 10.4cm

Z.12.14: Cestica koja priguseno titra s logaritamskim dekrementom prigu$enja A\ = 0.002 pudtena je u
gibanje iz mirovanja pri otklonu g = 1cm u odnosu na ravnoteZni polozaj. Odredi ukupni put koji ée
Cestica prijec¢i do “konaénog zaustavljanja".

Rj: s =20 (-1+2/(1 —e_)‘/Q)) ~ 4zo/\ ~20m

Z.12.15: Muzicka vilica u zraku titra frekvencijom f = 440 Hz, a amplituda titranja joj se smanji na jednu
polovinu potetne vrijednosti u vremenu 71/, = 4s. Odredi koliko bi se smanjila frekvencija titranja iste vilice
kada bi ona titrala u sredstvu zbog kojeg bi se amplituda smanjila na jednu polovinu u vremenu 7'1’/2 = 3s.

. - -2 _
Ri: Af=f—f= (ln2)2(7'1/22 — 7'1’/2 )/87%f ~ —6.72 x 107" Hz
Z.12.16: Kiriti¢no priguseni oscilator vlastite frekvencije wy pokrenut je u gibanje iz ravnoteZnog polozaja
pocetnom brzinom iznosa vy. Odredi najvedi otklon koji ¢e ovaj oscilator postiéi. Zatim odredi najveéi iznos

brzine koji ¢e oscilator postiéi tijekom povratka iz najjale otklonjenog u ravnotezni poloZaj.

.. _ _ 2
RJ- Tmax — UO/eWOy Umax = UO/e

Z.12.17:  Mornari¢ki top (16" /50 Mk VII) &ija je masa M = 120t ispaljuje projektil mase m, = 1t
brzinom iznosa v, = 800ms~!. Ovjes topa dopudta topu da se on, po ispaljenju projektila, pomakne
unazad i time ublaZi djelovanje “povratnog udarca” na konstrukciju broda. Ovjes je pode3en tako da se top
ponasa kao kriti¢no priguseni oscilator. Odredi vrijeme koje protjete od ispaljenja projektila do trenutka u
kojem se top nalazi u najjace otklonjenom polozaju ako udaljenost tog poloZaja od ravnoteZznog poloZaja
topa iznosi Tmax = 1.5m. Zatim odredi najvedi iznos sile kojom top nakon ispaljenja projektila djeluje na

brod.
Rj: t = eM2max/mpvp >~ 0.6128, Frhax = 2(mpvp)2/eMxmaX ~ 261 x 106N

Z.12.18: Kuglica mase m = 12g i polumjera r = 1cm vezana je oprugom za &vrsto uporiste tako da
kruZna frekvencija njenog neprigu$enog titranja iznosi wy = 2mrads~!. Odredi logaritamski dekrement
prigusenja, frekvenciju prigusenog titranja te rezonantnu frekvenciju tog oscilatora kada je on uronjen u ulje
viskoznosti 7 = 0.4 Pas. (Silu otpora pri gibanju kuglice kroz ulje opisati Stokesovim zakonom.)

Rj: A = 27 ((wom/3mnr)? — 1) /2

Wrez. = /wi — 2(3mnr/m)? ~ 4.44rads~!

~3.63, w = /w2 — (3myr/m)? ~ 5.44rad s~ !,

Z.12.19: Na jednom kraju opruge konstante k pri¢vri¢eno je tijelo mase m. Drugi kraj opruge, pod
utjecajem vanjske sile, titra duZ osi opruge amplitudom R i frekvencijom w,. Odredi amplitudu titranja
mase m te najveci iznos produljenja opruge do kojeg dolazi tijekom gibanja ovog sustava.

Rj: wd = k/m, A= R/|1 = (wp/0)2l, (Al)max = R/ — (wo/ep)?]

Z.12.20: Kad na priguseni oscilator djeluje vanjska harmonijska sila amplitude F}, i frekvencije jednake
rezonantnoj frekvenciji oscilatora, on titra amplitudom A,.,. Kad na isti oscilator djeluje vanjska sila
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nepromijenjene amplitude F3,, ali frekvencije koja je znatno niZa od rezonantne frekvencije (teZi u nulu),
oscilator titra amplitudom Ag. lzrazi logaritamski dekrement prigu$enja oscilatora s pomoéu omjera ¢ =
Arez./AO-

Ri: A=2m/(1— VT ¢2)/(1+1-¢?)

Z.12.21: Ovjes (opruge i amortizeri) automobilske prikolice mase m = 200kg podeZen je tako da se
ona, kad nije optereéena, pona%a kao kriti¢no priguseni oscilator. Odredi rezonantnu frekvenciju prikolice
optereCene teretom mase M = 400kg ako se ona pod tim optere¢enjem spusti za H = 10cm. (Prikolicu s
teretom shva¢amo kao masu m + M oslonjenu na oprugu s prigudenjem.)

Rj: wres. = (M/(M +m))+/(g/H)(1 —m/M) ~ 4.67rad s~

Z.12.22: Automobil se kre¢e po neravninama koje moZemo opisati visinom y[x] = H cos[2mz/)\], gdje
je x vodoravna koordinata poloZaja, H = 2cm je “amplituda”, a A je “valna duljina” neravnina. Ovjes
automobila ima ¢ = 5 puta slabije priguSenje od onoga koje bi odgovaralo kriti¢nom prigusenju. Odredi
amplitudu titranja automobila duZ uspravne osi kada se on krece brzinom pri kojoj dolazi do rezonancije.
(Automobil shva¢amo kao masu oslonjenu na oprugu s prigusenjem.)

Rj: Ay = (H/2) (q2/\/(]2——1) ~ 5.103 cm
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13 Valovi

Pomaknemo li Eestice nekog elastiénog sredstva (materijala) iz njihovog ravnoteznog poloZaja i pus-
timo li ih u gibanje, poremecaj ravnoteZe se prenosi na susjedne Cestice, a s vr.emenom on moZe,
putujuci sredstvom, prevaliti znacajne udaljenosti. Pojavu Sirenja poremecaja ravnoteznog poloZaja
Cestica elasti¢nim sredstvom zovemo valnim gibanjem ili jednostavno valom. U ovom poglavlju éemo
upoznati transverzalni val na napetom uZetu, longitudinalni val u tankom &tapu ili u fluidu (zvuk),
te niz opcih svojstava valnih gibanja.

13.1 Opcenito o valnom gibanju

Slika prikazuje izvor koji u pravilnim vremenskim razmacima At izaziva poremeéaj ravnoteZnog
poloZaja Cestica elasti¢nog sredstva. Taj poremeéaj putuje sredstvom brzinom iznosa v.

\%

—

o ) ) —— o
) Ar Prijamnik

I

Valne fronte su zamisljene plohe koje su okomite na smjer putovanja vala i kre¢u se sredstvm prateci
njegovo putovanje. Valne fronte su na gornjoj slici prikazane segmentima kruZnica &ije je srediste u
izvoru vala. Udaljenost promatrane valne fronte od izvora iznosi r = vt, gdje je v brzina kojom val
putuje, odnosno brzina same valne fronte, a t vrijeme koje je proteklo od trenutka u kojem se valna
fronta polela putovati. Razmak medu susjednim valnim frontama je Ar = v At.

\%

Harmonijski val:  Kad izvor harmonijski titra frekvencijom w izazivajuéi otklon Cestica sredstva
od njihovog ravnoteznog poloZaja koji je razmjeran izrazu coswt, prijamnik u svojoj okolini opaza
titranje Cestica istom frekvencijom w. Zbog prostorne udaljenosti r izmedu izvora i prijamnika,
prijamnik opaZa titranje uz “kasnjenje u vremenu” u iznosu /v, koje odgovara trajanju putovanja
valne fronte od izvora do prijamnika. Slijedi da prijamnik opaZa titranje razmjerno izrazu

coslw(t — r/v)] (13.1)

koji opisuje prostornu i vremensku ovisnost otklona &estica sredstva od njihovog ravnoteznog poloZaja
izazvanog harmonijskim titranjem izvora. Takav val nazivamo harmonijskim valom.

Intenzitet i amplituda harmonijskog vala: Intenzitet harmonijskog vala je veli¢ina koja govori o
koli€ini energije koja u jedinici vremena prolazi jedinicnom povrSinom okomitom na smjer u kojem val
putuje, a kako je energija harmonijskog titranja razmjerna kvadratu amplitude titranja, isto vrijedi i
za intenzitet vala. Ukupna snaga vala je integral intenziteta vala po povrsini valne fronte, odnosno
u jednostavnom slu€aju kad je intenzitet svuda na valnoj fronti jednak, snaga je umnoZak inten-
ziteta i ukupne povrsine valne fronte. Nadalje, pretpostavimo li da izvor titra stalnom amplitudom i
frekvencijom te zanemarimo li gubitke mehanicke energije koji su u stvarnosti prisutni, ukupna snaga
vala mora biti jednaka na svim valnim frontama, odnosno na jednoj odabranoj valnoj fronti tijekom
njena putovanja kroz sredstvo. Na osnovi geometrije sredstva kroz koje val putuje moZemo zakljuditi
sljedece:
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e 3D: Kad val putuje iz nekog malenog izvora jednakom brzinom u svim smjerovima u prostoru,

valna fronta je sfera ija je povrsina razmjerna kvadratu njene udaljenosti od izvora vala.
Kako bi ukupna snaga vala bila neovisna o udaljenosti, intenzitet vala u ovom slu¢aju mora
biti obrnuto razmjeran kvadratu udaljenosti od izvora, dok amplituda vala mora biti obrnuto

razmjerna samoj udaljenosti,
1

I x 2 A x %
2D: Kad val putuje u sredstvu s dvije prostorne dimenzije, kao 3to je to povrsina tekucine ili
membrana bubnja, povrsina valne fronte je razmjerna polumjeru kruZnice odnosno udaljenosti
valne fronte od izvora. Kako bi ukupna snaga bila neovisna o udaljenosti od izvora, intenzitet
mora biti obrnuto razmjeran udaljenosti, a amplituda mora biti obrnuto razmjerna korijenu iz

udaljenosti,

1
I o —, Aoci.
r T

1D: Kad val putuje jednodimenzionalnim sredstvom, npr. napetim uzetom ili plinom u cijevi,
valne fronte pri svim udaljenostima imaju jednaku povrSinu. U tom su sludaju intenzitet i
amplituda vala neovisni o prevaljenoj udaljenosti,

I = konst., A = konst.

13.2 Transverzalni val na napetom uzetu

Transverzalni val je valno gibanje pri kojem se Cestice sredstva gibaju u smjeru koji je okomit na
smjer u kojem se giba sam valni poremeéaj. Takav se val moZe, na primjer, Siriti napetim uZetom.

Napeto uZe moZemo zamisliti kao niz elemenata duljine Az i mase Am. Veli¢inu p = Am/Ax
zovemo linijskom gustocom mase uZeta. Uzimamo da je uZe u ravnoteZnom stanju napeto silom
iznosa T'. Slika prikazuje transverzalni valni poremecaj koji du? takvog uZeta putuje s lijeva nadesno.
UZe je prikazano u nizu trenutaka u vremenu.

Y

i A il
)] )] )} )} )} 1 )} )] )] )] )] )] )} )} )} :L'

Usporedbom poloZaja elemenata uZeta u uzastopnim trenucima vremena vidi se da oni prilikom
prolaska valnog poremeéaja nakratko napustaju svoj ravnoteZni poloZaj, a potom se u njega vracaju.
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Jednadzba gibanja transverzalnog vala na napetom uZetu (valna jednadZzba):
Transverzalni otklon elementa uZeta od njegovog ravnoteZnog poloZaja moZemo opisati funkci-
jom ylx,t], gdje je x koordinata poloZaja na uZetu, a ¢ je trenutak u vremenu. Primjenom
Newtonovog zakona (vidi niZe) pokazuje se da funkcija y[z, t] zadovoljava jednadzbu gibanja

0? T 0
koju jo§ moZemo krace zapisati kao
T Am
.2 2
— =0 == = 13.3
jovy'=0,  wi=- p=7n (13.3)

pri ¢emu tocCkice oznaavaju parcijalno deriviranje po vremenu, crtice oznaavaju parcijalno de-
riviranje po x-koordinati, 1" je napetost, a u je linijska gustoéa mase uZeta. Vidjet ¢emo da
parametar v = /T'/u odgovara brzini kojom se valni poremedaj iri duZ uZeta.

Putujuci val kao opce rjeSenje valne jednadzbe: Bilo koja funkcija koordinate poloZaja x i
vremena t koju moZemo napisati u obliku

ylz, t] = flx £ vt], (13.4)

gdje je f bilo koja funkcija jedne varijable, rjeSenje je valne jednadzbe (13.3).

Tvrdnju dokazujemo uvrstavanjem (13.4) u (13.3). Odaberemo li pozitivan predznak u argumentu
funkcije, f[x+ vt], valni poremecaj &iji je oblik odreden odabirom funkcije f kreée se ulijevo brzinom
iznosa v. Odaberemo li negativan predznak, f[xz — vt], isti se valni poremecaj krece brzinom iznosa
v udesno. Kako bi rjeSenje imalo smisla, funkcija f mora biti “razumnog oblika”, $to zna&i da mora
biti glatka i ogranicena.

Izvod valne jednadZbe za transverzalni val na napetom uZetu: Uzimamo da je transverzalni
otklon napetog uZeta opisan funkcijom y[x,t] te promatramo element uZeta mase Am = u Ax, &iji
se lijevi kraj nalazi pri koordinati x, a desni kraj se nalazi pri koordinati  + Az. Buduéi da nas
zanima transverzalno gibanje, razmatramo y-komponentu sile koja djeluje na taj element uZeta, a
ona proizlazi iz napetosti uzeta T' i iz razlike nagiba uZeta na lijevom i na desnom kraju promatranog
elementa. Projekcija napetosti uZeta na y-os je T'sin«, gdje je a kut koji uZe zatvara s x-osi, a
kad je kut o malen, opravdano je koristiti sin a ~ « ~ tg «, gdje tg a prepoznajemo kao parcijalnu
derivaciju funkcije y[x, t] po z-koordinati. Koristeéi sin v ~ tga = 1/, y-komponentu sile koja djeluje
na lijevi i na desni kraj promatranog elementa uzeta moZemo izraziti kao

Fylz,t] = =Ty [z, 1], Flx + Az, t] = Ty [v + Az, t]. (13.5)
Ukupna sila na element uZeta je
AF, = F)lx,t| + Fylx + Az, t] = Ty [z + Az, t] — Ty'[x,t] ~ Ty" [z, t] Ax, (13.6)

gdje smo u posljednjem koraku, s obzirom na to da promatramo kratak element uzeta Ax, koristili
razvoj u red y'[x + Az, t] ~ y/[x,t] + y"[x,t] Az. Sada moZemo napisati Newtonovu jednadZbu
gibanja elementa uZeta,

Amy = AF, =Ty" Az, (13.7)
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koja je istovjetna valnoj jednadzbi (13.3).

13.3 Longitudinalni val u tankom stapu ili u fluidu

Longitudinalni val je val u kojem se titranje Cestica i Sirenje vala odvijaju u istom smjeru. Lon-
gitudinalni val se moZe $iriti, na primjer, tankim elasti¢nim Stapom ili fluidom (plinom ili stlagivom
tekuéinom) u cijevi.

Tanki elasti€éni Stap nacinjen od materijala gustoée p koji ima Youngov modul elasti¢nosti F
moZemo podijeliti na niz elemenata jednake ravnoteZne duljine Az. Slika prikazuje longitudinalni
val koji se duz takvog $tapa giba udesno. MoZemo primijetiti se da oznake koje razdvajaju elemente
sredstva koji su u ravnotezi svi jednake duljine, ovdje viSe nisu jednoliko razmaknute.

t=0 | E,p
I T T T 1T 71T JJJJJ T T T T T VT JTJTJT V1T T T 71T — x,
t= At |
I 7 1 7 T 7 T T J)JJ 7T J 7T 7T 7J 7 7T 77 7T 7]
t = 2At |
I T T 17 7 T 1T 7T T JJ)JJT 7T T 7T 7 7T 7 7T T 7]
t = 3At |
I T 1T T T T T T 1T T T T JT)JT T T T T T T 11

Strelica oznalava podrugje Stapa u kojemu je on sabijen (negativno vlatno naprezanje), a prisutno
je i poprecno Sirenje Stapa. U blizini tog podrugja nalazi se podrugje u kojem je $tap rastegnut (poz-
itivan vlak), a vidimo i popreZno saZimanje Stapa. Poremelaj ravnoteZnog stanja sredstva postupno
napreduje udesno, a elementi Stapa ponovo poprimaju svoj ravnotezni oblik.

Jednadzba gibanja longitudinalnog vala (valna jednadzba) u tankom elasti¢cnom $tapu:
Otklon Cestice elasti¢nog 3tapa od njenog ravnoteznog poloZaja opisujemo funkcijom &[x, t], gdje
je x koordinata ravnoteZnog poloZaja &estice, a t je vrijeme. Ozna&imo li s 2’ koordinatu poloZaja
te Cestice u nekom trenutku, moZemo napisati

r — o =x+E&[x,t]. (13.8)

Kad se radi o tankom Stapu nadinjenom od elasti¢nog materijala Youngovog modula £ i gustoce
p, funkcija &[x, t] zadovoljava jednadZbu gibanja

0? E 82

koju zovemo valnom jednadZbom longitudinalnog vala, a skraceno ju zapisujemo kao

E—v%¢"=0, 2=2=, (13.10)
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Uoctavamo da je valna jednadzba longitudinalnog vala matematicki istovjetna valnoj jednadzbi transverzalnog
vala (13.3), a to znadi da je val koji putuje brzinom iznosa v,

[z, t] = flx £ vt], (13.11)

njeno opce rjesenje.

Longitudinalni val u fluidu: Gibanje longitudinalnog vala u dugatkom stupcu fluida (npr. u krutoj
cijevi) vrlo je sli¢no gibanju longitudinalnog vala u tankom Stapu, ali s tom razlikom $to uzimamo da
popre¢no Sirenje ili saZimanje stupca fluida nije prisutno. Valna jednadZba poprima oblik (13.10), a
brzina vala dana je s

vt = —, (13.12)

gdje je B modul stladivosti fluida.

Naprezanje sredstva pri Sirenju longitudinalnog vala: Kad se radi o tankom 3$tapu, vla&no
naprezanje izazvano longitudinalnim valom £[z, t] dano je izrazom

oz, = B¢ [z, 1], (13.13)

gdje je E Youngov modul elasti¢nosti materijala, a &'[x,t] parcijalna derivacija funkcije £ po z-
koordinati. Kad se radi o fluidu, tlaéno naprezanje izazvano valom dano je izrazom

plx,t] = —BE [, 1], (13.14)

gdje je B modul stladivosti fluida.

Relaciju (13.13) moZemo izvesti promotrimo li element Stapa ravnotezne duljine Ax koji uslijed
valnog gibanja poprima duljinu Az’. Relativna deformacija duljine tog elementa Stapa je J) =
(Ax'—Ax)/Ax, a njoj odgovara vlaéno naprezanje 0 = E{. Preostaje povezati relativnu deformaciju
9 s funkcijom . Neka su z i  + Az ravnoteZne koordinate lijevog i desnog kraja promatranog
elementa Stapa. Neravnotezna koordinata poloZaja lijevog kraja 2’ dana je izrazom (13.8), dok
neravnoteZnu koordinatu desnog kraja (x + Ax)" moZemo na sli¢an na&in napisati kao

r+ Az — (x+ Azx) =2+ Az + [z + Az, t]. (13.15)
Sada moZemo izralunati neravnoteZnu duljinu elementa Stapa,
Ar' = (x+ Azx) — 2/ = Ax + E[o + Aw, t] — €[z, t] ~ Az + [z, t]Ax, (13.16)

gdje smo, s obzirom na to da promatramo kratak element tapa, koristili razvoj u red flx + Ax, t| ~
flz,t] + f'[z,t]Az. Slijedi da je relativna deformacija duljine § = £ odnosno da je naprezanje
o = E¢£'. Sli&nim razmatranjem dokazuje se i relacija (13.14).

Izvod valne jednadZbe longitudinalnog vala: Promatramo element taknog Stapa ¢iji se krajevi
u ravnoteZi nalaze pri koordinatama = i z + Az. Masa tog elementa je Am = pS Ax. Sila koja pri
Sirenju longitudinalnog vala opisanog s [, t] djeluje na promatrani element Stapa proizlazi iz razlike
u vlatnom naprezanju materijala na njegovim krajevima. Koristedi relaciju (13.13), silu na element
$tapa mozZemo napisati kao

AF, = So[x + Az, t] — Solx,t] = SE[x + Ax,t] — SE [z, t] = SEE" [z, ] Az,  (13.17)
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gdje smo, s obzirom na to da promatramo kratak element, koristili &'[z+Ax, t] ~ &'[z, y|+£"[z, t] Az.

Newtonovu jednadZbu gibanja promatranog elementa $tapa, Am & = AF,, sada moZemo napisati

kao
Amé = pSAx € = AF, = SEE" Ax, (13.18)

koja je istovjetna valnoj jednadzbi (13.10).

Kad je rije¢ o fluidu, sila koja djeluje na element fluida proizlazi iz razlike u tlaénom naprezanju pri
njegovom lijevom i pri njegovom desnom kraju. Koristeéi jednadzbu (13.14) tu silu moZemo napisati
kao

AF, = —Splz + Az, t] + Splz,t] = SBE[x + Az, t] — SB[z, t] = SBE" [z, t) Ax.  (13.19)

Jednadzba gibanja istovjetna je onoj za val u $tapu, s time da se na mjestu Youngovog modula F
nalazi modul stlacivosti B.

13.4 Superpozicija valova i refleksija na €vrstom i slobodnom kraju sred-
stva

Princip superpozicije valova: Bilo koje valno gibanje koje je dopusteno u nekom sredstvu, moZe
se u istom sredstvu odvijati istovremeno s bilo kojim drugim valnim gibanjem koje je u tom sredstvu
dopusteno. Istovremenu prisutnost razli¢itih valnih gibanja u istom sredstvu zovemo superpozicijom
valova.

Matematickim rje¢nikom, bilo kojem rjeSenju valne jednadzbe oblika (13.3) ili (13.10) moZemo dodati
(superponirati) bilo koje drugo njeno rjeSenje, a da zbroj rjeSenja i dalje bude rjeSenje iste valne
jednadZbe. To svojstvo je posljedica linearnosti valnih jednadzbi.

Princip superpozicije omogucuje nam da niz valnih pojava objasnimo na jednostavan nadin. Medu
njima su i pojave refleksije vala na u¢vrs¢enom i na slobodnom kraju sredstva.

Refleksija vala na ¢vrstom kraju sredstva: Ponasanje transverzalnog vala opisanog funkcijom
ylx,t] pri &vrstom kraju sredstva u x = x opisujemo tzv. rubnim uvjetom koji glasi

ylx, t] = y[zo,t] =0, (13.20)
r=xg

a odraZava zahtjev da je Cestica pri &vrstom kraju sredstva nepomiéna. Ponasanje longitudinalnog
vala pri &vrstom kraju sredstva opisujemo rubnim uvjetom istog oblika uz zamjenu y[z, t] s [z, t].
Transverzalni ili longitudinalni val koji se giba kroz podru¢je x < 0 brzinom iznosa v udesno prema
¢vrstom kraju sredstva u z = 0 moZemo opisati funkcijom f[x — vt]. Sam po sebi taj val ne
zadovoljava rubni uvjet &vrstog kraja, ali pozivajuci se na princip superpozicije moZzemo mu dodati
val — f[—(z 4+ vt)] koji je istog oblika, ali ima suprotni predznak i giba se u suprotnom smjeru. Time
nastaje val

ylr, t] = flx — vt] — f]—(z + vt)] (13.21)

koji u svim trenucima vremena zadovoljava rubni uvjet (13.20) u « = 0. Slika prikazuje superpoziciju
(13.21) u nekoliko uzastopnih trenutaka u vremenu.
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Promatramo li val (13.21) u podru¢ju x < 0, moZemo ga shvatiti kao superpoziciju upadnog vala
flz — vt] i vala —f[—(z + vt)] koji je nastao refleksijom u &vrstom kraju pri x = 0. Uo&avamo da
refleksijom nastaje val istog oblika, ali suprotnog predznaka, u odnosu na upadni val.

Refleksija vala na slobodnom kraju sredstva: Kad se radi o transverzalnom valu na napetom
uZetu, slobodan kraj uZeta podrazumijeva njegovo slobodno gibanje u transverzalnom smjeru, dok u
longitudinalnom smjeru kraj uZeta mora biti (na neki nacin) u&vrséen kako bi se osigurala napetost
uzeta T potrebna za valno gibanje. Pritom nagib funkcije y[z,t] koja opisuje otklon uZeta pri
slobodnom kraju mora biti jednak nuli jer bi u protivnom na element mase Am — 0 koji se nalazi
na samom kraju uZeta djelovala transverzalna sila pribliznog iznosa T'y'[x,t]. Time bi taj element
mase imao beskonaénu akceleraciju, a to nije dopusteno. Zbog toga ponasanje transverzalnog vala
pri slobodnom kraju sredstva u x = x( opisujemo rubnim uvjetom oblika

Iy, 1]
a!L‘ T=x0

= [z, t] = 0. (13.22)

Kad se radi o longitudinalnom valu, rubni uvjet ima isti oblik uz zamjenu y[x, t] s [z, t]. On proizlazi iz
Cinjenice da slobodan kraj sredstva podrazumijeva i3¢ezavanje naprezanja izazvanog valnim gibanjem,
a prema izrazima (13.13) ili (13.14) naprezanje i$¢ezava jedino ako je ¢'[z,t] = 0.

Val flx — vt] koji se kroz podrugje © < 0 giba udesno prema slobodnom kraju sredstva koji se
nalazi pri x = 0 sam po sebi ne zadovoljava rubni uvjet (13.22). Medutim, dodamo li tom valu val
f[—(xz + vt)] koji je istog oblika i predznaka, a giba se u suprotnom smjeru, dobivamo val

ylz,t] = flz —vt] + f[—(x + vt)] (13.23)

koji zadovoljava rubni uvjet (13.22) u 2z = 0.
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t=—At
t=20
t=At

€r =

Promatramo li val (13.23) u podru¢ju < 0, moZemo ga shvatiti kao superpoziciju upadnog vala
flx —vt] i reflektiranog vala f[—(z+vt)]. Uotavamo da pri refleksiji na slobodnom kraju reflektirani
val zadrzava oblik i predznak upadnog vala.

13.5 Putujuéi i stojni harmonijski val

Putujuci harmonijski val je putujuéi val u kojem Cestice elasti¢nog sredstva harmonijski titraju,
bilo u transverzalnom, bilo u longitudinalnom smjeru.

Amplituda, valni broj i faza putuju¢eg harmonijskog vala: Kao funkciju f koja opisuje ob-
lik putujuceg vala koji se duz x-osi $iri brzinom iznosa v odabiremo trigonometrijsku funkciju cos.
Transverzalni otklon &estice pri koordinati  u trenutku ¢ pri titranju putujuceg transverzalnog har-
monijskog vala moZemo napisati kao

ylx, t] = flx £ vt] = Acos[k(z £ vt) + ], (13.24)

gdje je A > 0 amplituda titranja, k je tzv. valni broj, a ¢ je uobitajeni fazni pomak. Citav argument
funkcije cos zovemo fazom harmonijskog vala. Na istovjetan na&in napisali bismo i pomak [z, ] pri
Sirenju longitudinalnog vala.

Valna duljina i frekvencija harmonijskog vala: Pri titranju harmonijskog vala (13.24) moZemo
prikazati ovisnost otklona &estica o prostornoj koordinati  u odabranom trenutku vremena, a moZemo
prikazati i vremensku ovisnost otklona odabrane &estice. Lijeva slika prikazuje harmonijski val (13.24)
u trenutku ¢ = 0, a desna slika prikazuje titranje estice koja se nalazi pri z = 0. Zbog jednostavnosti
smo uzeli fazni pomak jednak nuli, ¢ = 0.

ylx,t = 0] ylx = 0,1]

N N
VARVANE RV

f A / f T |

Kako duZ prostorne osi, tako i u vremenu, uofavamo olekivanu periodi¢nost. Period duz prostorne
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osi zovemo valnom duljinom harmonijskog vala,

2
A= 1 (13.25)
k
gdje je k valni broj. Period T' = 27 /kv duZ vremenske osi povezujemo s frekvencijom titranja estice
wv
2
W= % = ku. (13.26)

Kona&no, eliminacijom valnog broja & iz (13.25) i (13.26) dobivamo relaciju
Aw = 271V (13.27)

koja povezuje valnu duljinu A, frekvenciju w i iznos brzine v Sirenja harmonijskog vala.

Primjer 13.5.1: Razli¢iti nacini izraZavanja faze harmonijskog vala

Fazu harmonijskog vala k(x £ vt) + ¢ moguce je napisati na niz razli¢itih na&ina $to moZe biti
vrlo zbunjujuée. Na primjer, uzmemo li zbog jednostavnosti ¢ = 0,

x 1
k(xxvt)=krtwt=21n|—-=£=].
(xtovt) =krtw 7T<>\ T)

Veli¢inu w koju u ovom tekstu zovemo jednostavno frekvencijom, morali bismo punim imenom
zvati kutnom frekvencijom (engl. angular frequency). Ona govori o kutu prevaljenom u jedinici
vremena, &emu odgovara mjerna jedinica 1 rads—!. Za iskazivanje iste veli¢ine koristi se i veli¢ina
koju takoder zovemo frekvencijom, obi¢no ju obiljezavamo simbolom f ili v (gr&ko slovo "ni"),
a koja govori o broju ciklusa koje oscilator napravi u jedinici vremena. Ako je period titranja
T = 27 /w vrijedi f = 1/T, a mjerna jedinica za frekvenciju f je 1 Hz = 1s~!. Dvije frekvencije
povezane su relacijom
w =27 f,

$to znadi da fazu harmonijskog vala moZemo susresti i u obliku
k(x £vt) = kx £ 2nft = 2w (x/\ £ ft).

Opcenito, pri ¢itanju izraza koji opisuju fazu harmonijskog vala potrebno je, uz mnogo paznje, iz
konteksta razotkriti to€no znalenje svih simbola.

Stojni harmonijski val:  Kad se dva putujuca transverzalna ili longitudinalna harmonijska vala
jednake frekvencije i amplitude $ire istim sredstvom u suprotnim smjerovima, njihovom superpozicijom
nastaje gibanje u kojem viSe ne prepoznajemo gibanje vala u jednom ili u drugom smjeru, vec iskljucivo
transverzalno ili longitudinalno titranje Cestica oko njihovog ravnoteZznog polozaja. Takvo gibanje
zovemo stojnim valom.

Superpoziciju dvaju harmonijskih valova valne duljine A = 27 /k, frekvencije w i amplitude A/2, koji
se Sire u suprotnim smjerovima, mozemo napisati kao

A A
ylx, t] = ) coslkz — wt] + 3 coslkr + wt] = - - - = Acos kx cos wt. (13.28)

U kona&nom izrazu, faktor cos wt govori o tome da Cestice titraju frekvencijom w, dok faktor A cos kx
govori o tome da amplituda titranja ovisi o z-koordinati.
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Valna duljina, €vorovi i brjegovi stojnog harmonijskog vala: Slika prikazuje otklon &estice
od ravnoteZnog poloZaja pri titranju transverzalnog stojnog vala opisanog izrazom (13.28). Puna
crta prikazuje otklon Cestica u trenutku ¢ = 0, a isprekidane crte prikazuju otklon u nekim drugim
trenucima vremena.

brijeg Y brijeg brijeg

Uoavamo da je valna duljina stojnog vala, A = 27 /k, jednaka valnoj duljini putujucih harmonijskih
valova koji superpozicijom tvore stojni val. Zatim uofavamo da postoje poloZaji pri kojima Cestice
niti u kojem trenutku ne napustaju svoj ravnotezni poloZaj. Takve to¢ke zovemo &vorovima stojnog
vala. Tocke u kojima Cestice titraju najveCcom amplitudom zovemo brjegovima stojnog vala.

Stojni harmonijski val u sredstvu s ¢vrstim krajevima: Bilo koji ¢vor stojnog vala moZemo
shvatiti kao &vrst kraj sredstva u kojemu taj stojni val titra. Odaberemo li dva ¢vora stojnog vala i
ucvrstimo li sredstvo u tim totkama, stojni val moZe nastaviti titrati u podru¢ju izmedu tih tofaka
na nepromijenjen nacin, dok sredstvo izvan tog podru¢ja moZzemo ukloniti. Na taj smo nacin dobili
stojni val koji titra u sredstvu konaéne duljine L s &vrstim krajevima. Kad je rije¢ o transverzalnom
valu, vjerojatno najpoznatiji primjer ovakvog gibanja je titranje gitarske Zice.

S obzirom na to da je udaljenost medu &vorovima stojnog vala cjelobrojni umnoZak polovice valne
duljine (vidi gornju sliku), namece se uvjet
A
L:n§, n=12,..., (13.29)
koji povezuje duljinu sredstva L i valnu duljinu stojnog vala A. Na osnovu tog uvjeta moZemo odrediti
dopustene valne duljine A\, i frekvencije titranja w,, stojnog vala u sredstvu zadane duljine L s &vrstim
krajevima. MoZemo pisati

2L 2mv g
Ap = —, = — = N—, =1,2,..., 13.30
n W An " L " ( )
gdje smo koristili relaciju (13.27) koja povezuje valnu duljinu X i frekvenciju w harmonijskog vala s
brzinom v $irenja vala u danom sredstvu. Slika prikazuje titranje stojnog harmonijskog vala u sredstvu

s &vrstim krajevima.

b L=n)\/2——

n=2 )\Q—L, CUQZQW1
n=3 )\3 3L, w3:3w1
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Primjer 13.5.2: Ugadanje i napetost gitarske Zice

Gitara se obi¢no ugada tako da njena najtanja Zica (1E) titra frekvencijom f = 330 Hz, uobitajena
duljina titrajuéeg dijela Zice na gitari (razmak medu &vrstim uporistima) iznosi L = 25.5”, a mnogi
gitaristi odabiru najtanju Zicu promjera 2r = 0.01” (1” = 1in = 2.54x107%m). Pretpostavljajuéi
da je Zica napravljena od &elika (moZemo uzeti F = 2.2 x 10! Pa i p = 7700 kgm—3) moguée
je procijeniti silu kojom je ona napeta.

U osnovnom modu titranja (n = 1) vrijedi

e

gdje smo koristili (13.30) i izraz za brzmu vala na napetom uZetu (13.3), nakon &ega smo linijsku
gustou mase napisali kao y = pS = pr’=. Iz gornjeg izraza sluedl napetost Zice

T = drr’pL? f?
=47 x (1.27 x 107%)? x (7700 kgm™?) x (0.648 m)* x (330s')?
~ 71 N.

Stojni harmonijski val u sredstvu sa slobodnim krajevima: Kad se radi o slobodnom kraju
elasti¢nog sredstva podrazumijeva se da u njemu ne dolazi do naprezanja sredstva (materijala). To
znadi da se Cestice na samom kraju sredstva i njima susjedne Cestice otklanjaju podjednako odnosno
da funkcija koja opisuje otklon &estica na samom kraju mora imati prostornu derivaciju sve vrijeme
jednaku nuli. S obzirom na to da je taj uvjet je zadovoljen pri svakom brijegu stojnog vala, slijedi da
bilo koji brijeg stojnog vala moZemo poistovjetiti sa slobodnim krajem sredstva u kojem titra stojni
val. Nadalje, s obzirom na to da je udaljenost medu brjegovima stojnog vala cjelobrojni umnozak
polovice valne duljine (vidi raniju sliku), a isto vrijedi i za udaljenost medu &vorovima stojnog vala,
izrazi (13.29) i (13.30) koji povezuju duljinu sredstva (razmak medu krajevima) s valnom duljinom i
frekvencijom stojnog vala vrijede bez izmjena i ovdje.

e L=n\/2————

n=1 )\1—2L, wl—%”
n=2 Ao =1L, wy=2w
n=3 A3 =35L, w3=3w

Stojni harmonijski val u sredstvu s jednim &vrstim i jednim slobodnim krajem: Cvor stojnog
vala moZemo shvatiti kao &vrst kraj sredstva, a brijeg moZzemo shvatiti kao slobodni kraj sredstva u
kojem on titra. Udaljenost L izmedu ¢vora i brijega stojnog vala valne duljine A\ opéenito se moze
napisati kao

. on=1,2,... (13.31)
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Slijedi da u sredstvu duljine L s jednim &vrstim i jednim slobodnim krajem moZe titrati stojni val &ija
su valna duljina i frekvencija dane izrazima

4 2mv 1\ mv
et = (neg) T etz @3

gdje je v brzina Sirenja vala sredstvom. Slika prikazuje otklon &estica pri titranju stojnog vala u
sredstvu s jednim &vrstim i jednim slobodnim krajem.

——-DL=\,/4+ (n—1)\,/2 —

n=1 )\1:4L, wlzﬁ
n=2 )\2:%.[/, wo = 3wq
n=3 A3 =32L, ws=>5w

13.6 Energija i snaga vala

Energija vala sastoji se od kineti¢ke energije Cestica koje se gibaju i od elasti¢ne potencijalne en-
ergije uslijed naprezanja sredstva. Nacelo superpozicije valova omogucuje nam da izraz za energiju
putujuéeg transverzalnog vala na napetom uZetu ili longitudinalnog vala u tankom $tapu ili u fluidu
izvedemo na jednostavan nacin, racunajuci samo kineti¢ku komponentu.

Energija putujuceg vala: Polazimo od vala u kojem je otklon Cestica od ravnoteZnog poloZaja
dan s f[z — vt], koji putuje udesno, te &iju energiju E Zelimo odrediti.

Tom valu dodajemo val — f[x+vt] koji se iri u suprotnom smjeru i o¢ekujemo da superpoziciji valova
odgovara energija 2F.

Takvu superpoziciju smo odabrali zato Sto se u trenutku ¢ = 0 otkloni Cestica dvaju valova ponistavaju,
$to se jasno vidi iz izraza

ylz, t] = flx — vt] — flx + vt] (13.33)
koji za t = 0 daje y[x,0] = 0. S obzirom na to da se u tom trenutku sredstvo nalazi u ravnoteZznom
stanju, njegova je potencijalna energija jednaka nuli. Slijedi da se ukupna energija superpozicije, 2F,
u tom trenutku sastoji iskljucivo od kineti¢ke energije,

2E:/%(y’[z,0])2dm, (13.34)

gdje je dm element mase sredstva, a y[z,0] je njegova brzina u trenutku ¢ = 0. Brzinu Zestica
ylz, 0] ratunamo iz izraza (13.33), y[z,t] = Sylz,t] = —vf'[x — vt] —vf'[z + vi], $to za t = 0
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daje y[z,0] = —2vf’[x]. Kona&no, piduéi element mase sredstva kao dm = pdz, gdje je p linijska
gustoa mase sredstva, dobivamo izraz za energiju E putujuéeg vala f[z — vt],

E = uw?® /(f,[l’])QdSL’. (13.35)

Integracija se provodi po &itavom sredstvu ili po onom njegovom dijelu u kojem je prisutno valno
gibanje.

Gornje razmatranje vrijedi, kako za transverzalne valove na napetom uZetu, tako i za longitudinalne
valove u tankom Stapu ili u fluidu. Kad se radi o longitudinalnim valovima, linijsku gustoéu mase
sredstva moZemo napisati kao . = pS, gdje je p volumna gustoa mase sredstva, a S je povrSina
njegovog popretnog presjeka. lzraz za energiju vala tada glasi

E = pSvQ/(f'[x])de. (13.36)

Srednja linijska gustoéa energije putujuceg harmonijskog vala: Energija putuju¢eg harmoni-
jskog vala (13.24) moZe se izraziti s pomoéu opéeg izraza (13.35), uzmemo li da je f[x] = Acoskz,
odnosno f'[x] = —kAsin kx (zbog jednostavnosti je izostavljen fazni pomak ¢). lzraz za energiju
daje

E = m? /(—k:A sin kx)? doe = ;wngAQ/siDQ kxdx = MWQAZ/sin2 kx dz, (13.37)

gdje je u linijska gusto¢a mase sredstva, w = kv je frekvencija, a A je amplituda vala. S obzirom na
to da je srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije jednaka jednoj polovini, srednja linijska

gustoca energije tog vala je
dE 1,
— ) = —uw?A? 13.38
() =gm (1338)

Kad se radi o longitudinalnom valu, linijsku gusto¢u mase moZemo napisati kao 1 = pS, gje je p
volumna gusto¢a mase sredstva, a S je povrSina njegovog popre¢nog presjeka, pa imamo

dE 1

Srednja snaga putujuc¢eg harmonijskog vala: Ako val putuje brzinom v, smatramo da njegova
energija tefe sredstvom istom brzinom. Srednju snagu vala definiramo kao srednju koli¢inu energije
vala koja u jedinici vremena protjee sredstvom. U intervalu vremena At, val prevali udaljenost
Ax = v At, a toj udaljenosti odgovara srednja energija koju moZemo izraziti kao

(AE) — <%> Ax = <%> v AL (13.40)

Slijedi da je srednja snaga putuju¢eg harmonijskog vala

(P) = %? = <%> v, (13.41)

gdje je srednja linijska gustoéa energije vala (dF/dx) dana izrazima (13.38) ili (13.39).
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Primjer 13.6.1: Konstruktivna i destruktivna interferencija valova

Srednja snaga superpozicije dvaju putujuéih harmonijskih valova koji se razlikuju jedino po
poletnoj fazi moZe biti jednaka nuli, a moZe biti i dvostruko veca od jednostavnog zbroja snaga
dvaju valova promatranih zasebno.

Razlog tomu je kvadrati¢na ovisnost snage o amplitudi vala. Pri tzv. konstruktivnoj intereferenciji
valova, amplituda superpozicije je dvostruko veca od amplituda polaznih valova te je snaga Cetiri
puta veca od snage polaznog vala odnosno dva puta veéa od zbrojenih snaga dvaju polaznih
valova. Pri destruktivnoj interferenciji valova, amplituda superpozicije jednaka je nuli te je snaga
takoder jednaka nuli.

Ako su valovi opisani izrazima
Y1z, t] = Acos[kx — wt + ¢4] i Yoz, t] = Acos[kx — wt + ¢9]

njihove srednje snage su, kad ih promatramo zasebno,

1
(P) = () = a,uwQAQv.

Kako bismo izrazili srednju snagu superpozicije tih valova, najprije moramo odrediti njenu ampli-
tudu A,. Koriste¢i kompleksan zapis valova imamo

ys[z, 1] = nfx, 1] + yofw, 1] = AeFrmwrton) 4 gpilkemwttoz)
_ A(ei¢1 + ei¢2) ei(kx—wt)’

gdje kompleksnu veliginu A(el®* + el%2) prepoznajemo kao kompleksnu amplitudu harmonijskog
titranja. Realna amplituda superpozicije A; > 0 jest modul kompleksne amplitude. Uz oz-
naku A¢ = ¢9 — ¢1, kvadrat amplitude A dobivamo mnoZenjem kompleksne amplitude s njoj
kompleksno konjugiranom amplitudom,

A2 = A2(el? 4 €l?2) (7' 4 e71%2) = A%(2 4+ 20 T A%) = 24%(1 + cos Ad).
Srednju snagu superpozicije sada moZemo izraziti kao

(Ps) = %uwQsz = pw?A%(1 + cos Ag)v.

Uotavamo da je za A¢ = 7 (kod valova u protufazi) snaga superpozicije valova jednaka nuli.
Takvu pojavu zovemo destruktivnom interferencijom valova. Za A¢ = 0 (kod valova u fazi)
snaga superpozicije dvostruko je veca od zbroja srednjih snaga (P;) i (P) te takvu pojavu
zovemo konstruktivnom interferencijom valova.
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13.7 Refleksija i transmisija harmonijskog vala na granici dvaju sredstava

Refleksija i transmisija transverzalnog harmonijskog vala na napetom uzetu: Slika prikazuje
napeto uZe &ija lijeva strana (sredstvo 1, z < 0) ima manju linijsku gusto¢u mase od njegove desne
strane (sredstvo 2, x > 0) i duZ kojega se 3iri transverzalni harmonijski val. UZe je svuda napeto
jednakom napeto$¢u T, a zbog razlike u linijskim gusto¢ama mase p; s lijeve i o > gy s desne
strane, brzina vy = /T'/u; $irenja vala lijevom stranom veca je od brzine vy = /T/ s $irenja vala
desnom stranom uZeta.

|
Sredstvo 1: z < 0 : Sredstvo 2: = >0

N A YA WANWAWANES
v OV V VUV

U1 - I: 0 (%]
Lijevom stranom uZeta nailazi upadni harmonijski val koji se na granici sredstava (z = 0) dijelom
reflektira. Pritom nastaje tzv. reflektirani val koji se giba unazad i zajedno s upadnim valom CZini
superpoziciju prikazanu na lijevoj strani gornje slike, a dijelom prelazi i na desnu stranu kojom se
nastavlja Siriti kao tzv. transmitirani val. Ta tri harmonijska vala titraju jednakom frekvencijom w,
ali njihovi valni brojevi ki 5, odnosno valne duljine A; 5, ovise o brzini Sirenja vala u sredstvu. Prema

relaciji (13.26) imamo
w [ 1.2 2
k = — = = = —. 13.42
1,2 V1,2 w T )\172 ( )

Upadni, reflektirani i transmitirani val moZemo opisati izrazima

A, cos[kix — wt]

|
| Ag coslkor — wt + ¢y
A, cos|—(k1x + wt + ¢,)] |

z=0

a moZemo ih napisati i u kompleksnom obliku kao

yi[x, ] = Agelre=et) g erithietotton =g <), (13.43)
Yol t] = Agel(hrewiton, >0, (13.44)

pritom podrazumijevajuéi da je otklon &estica od ravnoteZznog poloZaja opisan njihovim realnim di-
jelom. Amplitude A, > 0 i A; > 0 i fazne pomake ¢, i ¢ reflektiranog i transmitiranog vala
odredujemo na osnovu tzv. spojnih uvjeta koji se odnose na ponaSanje funkcija y; i y» na samoj
granici sredstava. Prvi spojni uvjet zahtijeva da uZe bude neprekinuto odnosno da pri x = 0 otklon
superpozicije valova u sredstvu 1 bude jednak otklonu vala u sredstvu 2. Matematicki to izraZavamo
kao y1[0, t] = 4]0, t], to ovdje vodi na uvjet

Ay + Ao = Al (13.45)

Drugi spojni uvjet proizlazi iz zahtjeva da ukupna sila koja djeluje na element sredstva mase Am koji
se nalazi na samom spojistu teZi u nulu kad Am — 0 (u protivnom bi akceleracija tog elementa mase
teZila u beskonatno). S obzirom na to da je napetost uZeta s obiju strana jednaka, slijedi da nagib
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uZeta s lijeve i s desne strane spojista mora biti jednak. Taj uvjet iskazujemo kao y1[0,¢] = y5[0, ],
gdje crtica oznadava parcijalnu derivaciju funkcije po x-koordinati, a on ovdje vodi na uvjet

k?lAu — klAre_i¢" = k:QAtei(m. (1346)
Iz gornjih dvaju uvjeta slijedi
: 2]{?1 3 kl - k2
Ae? = A A = 2 2 A 13.47
T (1347

Desna strana prve jednadZbe je pozitivan realan broj, Sto znali da je fazni pomak ¢, = 0 te da
transmitirani val titra u fazi s upadnim valom. Desna strana druge jednadzbe je takoder realan broj,
ali njegov predznak ovisi o odnosu k; i ko. Kad je ko > ki, &emu dogovara o > pq (situacija s
gornje slike), izraz je negativan, a to zna&i da je fazni pomak ¢, = 7 te da reflektirani val titra u
protufazi s upadnim valom. U protivhom, ¢, = 0, a reflektirani val titra u fazi s upadnim valom.

Koristenjem jednadzbe (13.41), srednju snagu upadnog, reflektiranog i transmitiranog vala moZemo
napisati kao

1 1
(P,) = 5”1“’214121“1 = —w? A2/ T, (13.48)

1 ki — ko) 1 — 2
<Pr> - 5#1(,02143111 == wQ (k;i n k;j) Ai\/ﬂlT = 5&)2 (%) Ai\/ulT, (13.49)
1

2
1
2
1 2%k \° 1 20 \2
P) = = pow? A0y = ~ 02 ! A2\ T = —w?® [ —Y"— ) A2/, T.  (13.
< t> 2#2&) t U2 2w <k1+k32 wV H2 2w /—M1+ /—,u2 uV H2 ( 350)

Lako je uvjeriti se da vrijedi (P,) = (P;) + (F;), to govori o tome da je energija o¢uvana. Moguce
je takoder definirati koeficijent transmisije snage T i koeficijent refleksije snage R kao

Py A/ R (P,) Vi — /12

{ ( )2
T - o = = Y
(B (Vi + i)’ (P \ Vi + iz
gdje vidimo da vrijedi 7T < 1i 7T +R = 1.

(13.51)

Primjer 13.7.1: Specijalni slu¢ajevi refleksije i transmisije vala

Pokazat ¢emo da su relacije (13.47) i (13.51) u skladu s od ranije poznatim rezultatima koji
opisuju refleksiju vala na ¢vrstom i na slobodnom kraju sredstva.

e Sluéaj ps > p1: Desni dio uZeta ima toliko veliku linijsku gusto¢u mase da se gotovo i ne
pomice. Relacije (13.47) i (13.51) predvidaju

Ay — 0, A — Ay, o =, T —0, R —1,

$to znadi da transmitiranog vala nema, a reflektirani val ima amplitudu jednaku upadnom
i s njim je u protufazi. Time se osigurava mirovanje kraja uZeta te je situacija istovjetna
refleksiji vala na &vrstom kraju sredstva.

e Slutaj p1o = u1: Desni dio uZeta ne razlikuje se od lijevog. Relacije (13.47) i (13.51) daju
A — Ay, A — 0, T —1, R — 0,

$to potvrduje da se refleksija nije dogodila te nema smisla govoriti o faznom pomaku ¢,.
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e Sluéaj pe < py1: Desni dio uZeta ima toliko malenu linijsku gustoéu mase da gotovo
ne utjeCe na transverzalno gibanje lijevog dijela uZeta, ve¢ isklju¢ivo osigurava potrebnu
napetost. Ovdje dobivamo

Ay — 2A,, A — Ay, or =0, T —0, R — 1.

Vidimo da reflektirani val ima amplitudu jednaku upadnom te je s njim u fazi. Zanimljivo
je primijetiti da je snaga transmitiranog vala jednaka nuli bez obzira na to Sto on titra
dvostruko ve¢om amplitudom od upadnog vala. Treba uzeti u obzir da ovdje razmatramo
slu¢aj u kojem njegova linijska gusto¢a mase tezi u nulu, $to objasnjava &injenicu da snaga
vala na takvom uZetu tezZi u nulu.

13.8 Zvuk i Dopplerova pojava

Zvuk je u fizici sinonim za longitudinalni val koji se %iri &vrstim sredstvom ili fluidom (stlativom
tekucinom ili plinom). U uZem smislu, kad se misli na zvuk koji ¢ujemo udima, rije¢ je o longitu-
dinalnom valu koji se 8iri zrakom s frekvencijama unutar podrugja od priblizno 20 Hz do priblizno
20 kHz.

Brzina Sirenja zvuka u plinu: Pri Sirenju zvuka opravdano je pretpostaviti da se promjene tlaka
elementa plina, a time i njegove temperature, odvijaju toliko brzo da izmedu susjednih elemenata
plina ne dolazi do znalajnog prijenosa toplinske energije. To zna¢i da promjene stanja plina moZemo
smatrati adijabatskim promjenama, a tada je modul stladivosti plina dan izrazom

B = kpo, (13.52)

gdje je k adijabatski koeficijent, a py je ravnotezni tlak plina (izraz je izveden u poglavlju 11.3, primjer
11.3.2). Iz toga slijedi da je brzina %irenja zvuka

v, =\/B/p=/rpo/p, (13.53)

gdje je p gustoca plina. Koristeéi jednadzbu stanja idealnog plina pV = nRT i definiciju molarne
mase M = m/n, brzinu Sirenja zvuka jo§ moZemo izraziti i kao

v, =/ KRT /M. (13.54)

Primjer 13.8.1: Brzina zvuka u zraku

Brzinu zvuka u zraku pri standardnim uvjetima moZemo procijeniti na temelju podatka o atmos-
ferskom tlaku, py = 1.01 x 10° Pa, podatka o gustoi zraka, p = 1.22kgm ™2 (srednja vrijednost
na razini mora pri temperaturi 15°C), a s obzirom na to da glavninu zraka &ine dvoatomne
molekule duika, koristeCi i vrijednost adijabatskog koeficijenta za dvoatomni plin, k = 7/5 = 1.4.
Iz toga slijedi

5
v, = [P0 _ (LA (LOL XN Pa) o)t 990 kL.
p 1.22kgm=3
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Gornjoj i donjoj granici frekvencijskog podrugja €ujnosti odgovaraju valne duljine

Uy, 340ms~! 17 ) A\ U, 340ms~!
= =1.7cm [ max =

)\min - — = =
fmax 20000 Hz fmin 20Hz

=17m.

Amplituda oscilacije tlaka: Pretpostavimo li da se plinom Siri zvuk frekvencije w, pri ¢emu Cestice
titraju amplitudom A, otklon &estica od ravnoteznog poloZaja moZemo opisati funkcijom

[z, t] = Acoslkxr — wt], (13.55)

gdje je k = w/v,. Relacija (13.14) koja govori o tlatnom naprezanju izazvanom longitudinalnim
valom omoguéuje nam da tlak plina p[z, t] ovdje izrazimo kao

plx,t] — po = —BE'[x,t] = BkAsin[kx — wt], (13.56)

gdje je po tlak koji je prisutan u ravnoteZnom stanju plina, a veli¢&inu BkA prepoznajemo kao ampli-
tudu kojom vrijednost tlaka titra oko ravnoteZne vrijednosti pg. Amplitudu titranja tlaka jos moZzemo
izraziti i kao

Apmax = BEA = pv,wA, (13.57)
gdje smo koristili poznate relacije B = pv? i k = w/v,. U tom izrazu prepoznajemo faktor pv, koji
ovisi isklju¢ivo o svojstvima plina i faktor wA koji ovisi o valu koji se njime Siri.

Intenzitet zvuka je veli¢ina definirana omjerom prosje¢ne snage vala (P) i povrSine popre¢nog
presjeka S sredstva kojim se val 8iri. Prosje€na snaga longitudinalnog vala dana je izrazima (13.41)
i (13.39) koji nam omoguc¢uju da intenzitet zvuka izrazimo kao

(P) 1 (Apmax)®

= —pw?A?, =

I=-—
S 2 2pv,

(13.58)

U posljednjem smo koraku intenzitet zvuka izrazili s pomoéu amplitude titranja tlaka Apy.. te
parametara koji ovise isklju¢ivo o svojstvu plina.

Razina jakosti buke je veli¢ina kojom se u praksi iskazuje intenzitet zvuka, a definirana je kao
I
0

gdje se za intenzitet I, uzima tzv. granica €ujnosti koja npr. pri frekvenciji 1 kHz iznosi 1072 W m~2.
Mjerna jedinica jakosti buke je 1 dB (decibel).

Primjer 13.8.2: Jakost buke i snaga zvuc¢nika

Zvuénik se nalazi na vodoravnom tlu i emitira zvuk frekvencije f = 1000 Hz, ravnomjerno u svim
smjerovima “gornjeg poluprostora”. Na udaljenosti » = 30m od zvuénika jakost buke iznosi
Lgg = 100dB. Zelimo odrediti srednju snagu kojom zvuénik pobuduje zrak na titranje.

Najprije, na temelju definicije jakosti buke (13.59), ratunamo intenzitet zvuka pri udaljenosti r
od izvora. Koristeéi Iy = 1072 W m~2 dobivamo

I =1y x 10%3/1° ~ 0.01 Wm 2.
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Nadalje, s obzirom na to da je val zvuka jednoliko rasporeden po povrsini koja je jednaka polovini
povriine sfere polumjera r (gornja hemisfera), imamo S = 2r2m, te na osnovi definicije intenziteta
(13.58) slijedi da je srednja snaga vala

(P) = SI =2r’r] ~56.5W.

Tu snagu moZemo poistovijetiti sa srednjom snagom kojom djeluje zvu¢nik.

Zanimljivo je odrediti i amplitudu titranja tlaka Apy.x pri udaljenosti r, gdje koristeéi (13.58)

dobivamo
Apmax = v/ 2pv,I ~ 2.88 Pa,

te amplitudu titranja Zestica A koju moZemo dobiti iz (13.57),

. Apmax o Apmax

A= = ~1.10 x 107 %m.
pvzw 27T/)sz .

(Podaci o gustodi zraka i o brzini zvuka u zraku preuzeti su iz ranijeg primjera.)

Dopplerova pojava: U situacijama u kojima se izvor zvuka ili prijamnik gibaju u odnosu na zrak,
prijamnik moZe €uti frekvenciju koja je razli¢ita od frekvencije kojom titra izvor. Slika prikazuje poloZaj
izvora zvuka u trenutku u kojem je on emitirao zvuk te poloZaj prijamnika u kasnijem trenutku u
kojem je prijamnik taj zvuk primio. Osim toga, prikazani su vektor brzine izvora v; (u odnosu na
mirni zrak) u trenutku emisije i vektor brzine prijamnika v, (u odnosu na mirni zrak) u trenutku

prijama.
/Ii Vp\:p

A

Izvor fip Prijamnik

Na slici je takoder nacrtan jedini¢ni vektor ', koji je usmjeren od tocke u kojoj je signal emitiran prema
tocki u kojoj je signal, u kasnijem trenutku, primljen. Frekvencija f; kojom titra izvor i frekvencija f,
koju €uje prijamnik povezane su relacijom

~ )
fi U, — Tip * Vj

Jo _ T Vp (13.60)

gdje je v, iznos brzine zvuka u zraku. Zbog svoje sloZenosti izvod gornje formule nalazi se u dodatku
H.

Primjer 13.8.3: Dopplerova pojava pri gibanju prijamnika prema mirnom izvoru

Dopplerovu pojavu najlakse je objasniti na slu¢aju u kojem izvor miruje, a prijamnik se giba
izravno prema njemu.

lzvor o — Ar — <~—o Prijamnik
Uy Up
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Ako izvor odasilje signal u pravilnim vremenskim razmacima At;, razmak medu valnim frontama
koje odgovaraju uzastopno odaslanim signalima je

Ar = v,At;.

Prijamnik &uje signal svaki put kad na svom putu susretne valnu frontu. Zbog gibanja prijamnika
prema izvoru, brzina prijamnika u odnosu na valne fronte je v, 4+ v,, pa vrijeme koje protjece
izmedu uzastopnih susreta prijamnika s valnim frontama moZemo napisati kao

Ar

Uy + Up

At, =

p

Eliminacijom Ar iz gornjih jednadZbi te pisuéi f; = 1/At; i f, = 1/At, slijedi

&_ Aty v+

fi - Atp (4

Dobiveni izraz je u skladu s (13.60), gdje bismo imali v; = 0 i &, - v, = —uv;, jer su ovdje Fy, i
V; suprotnog smjera.
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Primjer 13.8.4: Dopplerova pojava pri prolasku izvora pored prijamnika

Avion leti vodoravno brzinom iznosa v; = 0.8 v, pritom proizvodeci zvuk frekvencije f; = 100 Hz.
Zelimo odrediti frekvenciju koju €uje mirni prijamnik u trenutku u kojem avion prolazi iznad njega.
Opisana situacija prikazana je na slici.

lzvor T’ Vi -/:
\f-ip 0

Prijamnik

U trenutku u kojem se avion nalazi iznad prijamnika, prijamnik €uje zvuk emitiran u trenutku prije
toga. Ozna&imo li s At interval vremena koje protjece od trenutka emitiranja do trenutka prijama
zvuka, avion u tom intervalu prevaljuje vodoravnu udaljenost v;At, dok zvuk u istom intervalu
prevaljuje udaljenost v,At. Na gornjoj slici te dvije udaljenosti prepoznajemo kao vodoravnu
katetu i kao hipotenuzu pravokutnog trokuta. To nam omoguduje da kosinus kuta # $to ga
zatvaraju vektor brzine izvora v; i vektor fj, usmjeren od tocke emitiranja prema tocki prijama
izrazimo kao
Ui
cosf = —.

Uy

Sada moZemo iskorstiti formulu (13.60) s pomocu koje dobivamo

Uy, Uy fi 100 Hz

_ ¢ i _ _ ~ 278 Hz.
o =1 v, — Fip - Vi / v, —vicos® 1—(vi/v,)2 1—(0.8)2 z
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Zadaci

Z.13.1: Uteg mase M = 2kg mirno visi na uzetu duljine £ = 10m i mase m = 0.5kg. Odredi trajanje
putovanja transverzalnog valnog poremedaja s jednog na drugi kraj uZeta.

Rj: 7= 2y/7/g (/T + M/m — \/M/m) = 04775

Z.13.2: Napetim uZetom, brzinom iznosa v = 10ms~! putuje transverzalni valni poremecaj koji u nekom
trenutku ima oblik y[z] = aze %"/ gdje su a = 0.1 i b konstante. Odredi maksimalni iznos brzine kojom
se gibaju Cestice uZeta.

Rj: |9|max = av = 1ms™1
Z.13.3: Uzetom napetosti T = 2kN putuje transverzalni valni poremedaj &iji je oblik u nekom trnutku
opisan s y[z] = Ae=*/0?, pri ¢emu su A = 1cm i b = 10cm konstante. Odredi ukupnu energiju valnog
poremecaja. (Koristi se integral [ u?e™ du = /7/2.)

Rj: E =TA%/7/bv2 ~2.507]

Z.13.4: Odredite (a) relativno produljenje gitarske Zice iz primjera 13.5.2 u odnosu na stanje u kojem Zica
nije napeta. Zatim (b) odredite dodatno relativno produljenje Zice koje bismo morali ostvariti u odnosu na
njeno napeto stanje iz primjera, Zelimo li da ona “svira pola tona vi§im tonom” odnosno da titra frekvencijom
koja je vi%a za faktor /2 (dvanaesti korijen iz dva).

Rj: (a) 61, = 4pl?f?/E ~6.40 x 1073 (b) &} = 6.,(2%/¢ — 1) ~ 7.8 x 1074

Z.13.5: Celitna ¥ica promjera d = 1mm i duljine £ = 3m s u&vriéenim krajevima napeta je tako da
frekvencija titranja transverzalnog stojnog vala u osnovnom modu na toj Zici iznosi f = 200Hz. Odredi
ukupnu energiju titranja te Zice kada ona titra u osnovnom modu maksimalnom amplitudom A = 2cm.
(Gustoca Zelika p = 7800 kg m~3.)

Rj: B =d*m3pf2A20/4 ~2.90]

Z.13.6: Stojni valovi zvuka titraju u dvije cijevi s otvorenim krajevima. Duljina prve cijevi je £ = 1 m, a
druga cijev je za A¢ = 1 mm dulja od prve. Odredi frekvenciju udara koji se uju kada obje cijevi istovremeno
proizvode zvuk u osnovnom modu titranja. (brzina zvuka v, = 340ms—!)

Rj: fu= v, AL/20(L + AL) ~ v,Al/20? ~ 0.170 Hz

Z.13.7: Kada je omjer frekvencija dvaju tonova jednak %/2, glazbenici kaZu da se oni razlikuju za “pola
tona”. (Jednu “oktavu” &ni dvanaest uzastopnih “polutonova”, dakle ona odgovara udvostru€enju polazne
frekvencije.) Odredi od koliko se “polutonova” sastoji prirast frekvencije koji nastupa kada titranje zraka u
cijevi s jednim zatvorenim i jednim otvorenim krajem iz osnovnog moda prede u prvi pobudeni.

Rj: m =12 x1In3/In2 ~ 19.02

Z.13.8: Prvi automobil vozi ravnom cestom prema reflektirajuéem zidu brzinom iznosa v; = 60kmh ™" sve
vrijeme trubedi frekvencijom f; = 250 Hz. Drugi automobil vozi istom cestom ususret prvom automobilu
brzinom iznosa v, = 120km h=!. Odredi frekvenciju koju Zuje voza¢ drugog automobila kada se radi o
zvuku trube koji do njega stiZe izravno od prvog automobila (a) prije njihova mimoilaZenja, (b) nakon
mimoilaZenja, te (c) kada se radi o zvuku trube koji do njega stiZze nakon 3to se reflektirao od zida. (Brzina
zvuka v, = 1240kmh~1)

Rj: (@) fo=fi(l4+wvp/v,)/(1 —wvi/v,) >~ 288Hz, (b) fp = fi (1 —vp/v,)/(1 + vi/v,) =~ 215 Hz, (c)
fo=fil—vp/v,)/(1 —vifv,) ~ 237Hz

Z.13.9: Izvor zvuka koji titra frekvencijom f i prijamnik se nalaze u istoj to¢ki sve do trenutka ¢ = 0 u
kojem se izvor pocninje gibati ubrzavajuéi duz pravca akceleracijom stalnog iznosa a, dok prijamnik i dalje
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miruje. Odredi frekvenciju koju &uje prijamnik u trenutku ¢ > 0.

Ri: fy(t) = fi/ /T + 2at /v,
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A Mijerne jedinice sustava SI

Medunarodni sustav jedinica (sustav Sl) odabire sedam fizi¢kih velitina kao osnovne veligine (engl.
base quantity) i pridruZuje im sedam osnovnih mjernih jedinica (engl. base unit of SlI) &ije definicije
propisuje tako da one proizlaze iz vrijednosti sedam prirodnih konstanti.

Sve ostale fizicke veli¢ine smatraju se izvedenim veli¢inama (engl. derived quantity), a u sustavu Sl
se za svaku od njih koristenjem osnovnih mjernih jedinica moZe konstruirati tzv. izvedena mjerna
jedinica (engl. derived unit of Sl).

Osnovne fizi¢ke veli¢ine potrebne za formulaciju mehanike i elektromagnetizma su vrijeme, duljina,
masa i elektri¢na struja. Odgovarajuce osnovne mjerne jedinice u sustavu Sl su sekunda, metar,
kilogram i amper, a definirane su na sljedeéi nacin:

Sekunda je mjerna jedinica za vrijeme, znak jedinice je s, a definirana je jednadZbom
Avgs = 9192631770 Hz, (A1)

gdje je Avgg frekvencija elektromagnetskog zralenja emitiranog pri tzv. hiperfinim prijelazima

u osnovnom stanju neperturbiranog atoma cezija 133, a Hz (herc) je izvedena mjerna jedinica

za frekvenciju, pri ¢emu je Hz = s 1,

Metar je mjerna jedinica za duljinu, simbol je m, a definiran je jednadzbom

c=299792458 ms ™!, (A.2)

gdje je c brzina svjetlosti u vakuumu, ms~! (metar u sekundi) je izvedena mjerna jedinica za

brzinu, a sekunda je definirana jednadzbom (A.1).

Kilogram je mjerna jedinica za masu, znak je kg, a definiran je jednadZbom
h=6.62607015 x 1073 Js, (A.3)

gdje je h tzv. Planckova konstanta, J (dZul) je izvedena mjerna jedinica za energiju, pri &emu
je J =kgm?s7?, a sekunda i metar su definirani jednadzbama (A.1) i (A.2)

Amper je mjerna jedinica za jakost elektri¢ne struje, simbol je A, a definiran je jednadZbom
e=1.602176634 C, (A.4)

gdje je e elementarni elektri¢ni naboj (naboj elektrona je —¢), C (kulon) je izvedena mjerna
jedinica za elektri¢ni naboj, pri ¢emu je C = A's, a sekunda je definirana jednadzbom (A.1).

Numeri¢ke vrijednosti u definicijama (A.1), (A.2), (A.3) i (A.4) smatraju se egzaktnim vrijednostima.’

Definicije (A.2)—(A.4) postale su sluzbene 20. svibnja 2019. g., a vi¥e o samom sustavu Sl te o promjenama koje
su tom prilikom stupile na snagu moZe se procitati u €lanku [10].
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B Necentralni sudar projektila i mirne mete

Razmatramo sudar &estica u referentnom okviru laboratorija (ROL) u kojem Zestica mase m;, koju
zovemo projektilom, brzinom iznosa v; nalijeCe na mirnu Cesticu mase my, koju zovemo metom.
Prikazano slikom:

Kutove o i ay zovemo kutovima otklona €estica u ROL, a brzine &estica prije sudara i brzinu sredista
mase mozemo napisati kao
mivy mivy

(B.1)

Vi =111, V2:07 ch:m T m _m +m 1,
1 2 1 2

gdje smo uzeli da se gibanje odvija duz x-osi pravokutnog koordinatnog sustava.

Zanima nas odrediti iznose brzina i kutove otklona koje &estice imaju nakon sudara u ROL u ovisnosti
o koeficijentu restitucije k i o kutu otklona a* u referentnom okviru sredita mase (ROSM).

Polazimo od prikaza sudara u ROSM gdje vrijedi p; = —p3 = ¢* i, odnosno
mivy = —movy = ¢, (B.2)

gdje je ¢* iznos kolitine gibanja koju prva i druga estica (pojedinagno) imaju prije sudara. Poslije
sudara mozemo pisati

myvy = —myvy = kq* (cosa® i+ sina*j), (B.3)
gdje smo uzeli da se Cestice otklanjaju u x, y-ravnini te da se projektil otklanja u pozitivnhom smjeru
y-osi. Koriste¢i transformacije (5.11) i izraze za brzine (B.1), iz (B.2) moZemo dobiti iznos koli¢ine
gibanja ¢*,

. mime . 112
* * *
¢i=mvi =mi(vi — Vem) = ————u1 i, ¢ = ————uy, (B.4)
my + Mo my + Mo
a to nam omogucuje da iz (B.3) izlu¢&imo brzine v, i napi¥emo ih u obliku
* k
. . . ma 1 . . .
/ :
viy =+ (cosa®™i+sina” j) = £———— (cosa™ i+sina”j). (B.5)
' mio my + Mo

Ponovo koristeci transformaciju (5.11) dobivamo brzine &estica nakon sudara u ROL,
(%1

Voo =Vem + Vi, = ———— ((mq £ kmoq cosa™) i+ kmgyqsina®j). B.6
1,2 1,2 M1 + Mo (( 1 2,1 ) 2,1 J) ( )
Iznose brzina moZemo napisati kao
/ m1v;
vi| = ————/1+ 2k(mo/my) cos a* + k2(ms/mq)?, B.7
Vil = = T 2R (ma /) (ma/ms) (8.7)
[vh| = T /T~ 2k cosar + k2, (B.8)
mi + Mo

a kutevi otklona projektila i mete u odnosu na smjer gibanja projektila prije sudara dani su izrazima

k sin o* k sin o*
tg g = —

tgag = (B.9)

my/ma + k cos a*’ 1 —k cosa*’
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C lzvod izraza za centrifugalnu i Coriolisovu prividnu silu

Centrifugalna i Coriolisova sila su prividne sile koje se pojavljuju u jednadZbi gibanja Cestice koju
promatramo u neinercijskom referentnom okviru koji se u odnosu na neki inercijski referentni okvir
jednoliko vrti oko neke osi (vidi poglavlje 8.3).

Newtonova jednadZba gibanja &estice u inercijskom referentnom okviru S (akceleracija a) i jednadzba
gibanja iste Cestice u opcenitom neinercijskom referentnom okviru S’ (akceleracija a’) glase

/
ma = Fstvarnaa ma = Fstvarna + Fprividnaa (Cl)

gdje je m masa Cestice, @ Fytvana | Fprividna SU stvarna i prividna sila. Slijedi da prividnu silu moZemo

izraziti kao
Fprividna = m(a/ - a)- (C2)
Kako bismo s pomoc¢u gornje jednadZbe izratunali prividnu silu u slu€aju jednolike vrtnje S’ u odnosu

na S, upotrijebit ¢emo tzv. cilindriéni koordinatni sustav.

Cilindri¢ni koordinatni sustav: Slika prikazuje Cesticu mase m te vektor njenog poloZaja r koji
moZemo prikazati kao zbroj vektora p koji opisuje poloZaj Cestice u odnosu na z-os i vektora zk koji
opisuje poloZaj €estice u odnosu na ravninu z = 0.

s k
<i’¢
m
/ ﬁ
r

zk
)

o

@

X

Osim njenim koordinatama u pravokutnom koordinatnom sustavu, poloZaj Cestice moZemo opisati i
tzv. cilindri¢nim koordinatama

Py P %, (C.3)

gdje je p = |p| udaljenost &estice od z-osi, ¢ je kut koji vektor p zatvara s z-osi, a z-koordinata je
preuzeta iz pravokutnog koordinatnog sustava.

Jedini¢ni vektori: Cilindri¢ni koordinatni sustav nam omogucuje da u svakoj tocki prostora defini-
ramo tri medusobno okomita jedini¢na vektora koja oznalavamo s

b @ k (C.4)

Njihov smjer je odreden smjerom u kojem bi se Cestica pomakla kada bi neka od triju koordinata
(C.3) infinitezimalno povecala svoju vrijednost, a zadovoljavaju relacije

pxp=k  ¢xk=p kxp=g. (C.5)

Vazno je uoditi da smjer jedini¢nih vektora p i ¢ ovisi o p-koordinati to¢ke u kojoj ih promatramo.
Pri infinitezimalnoj promjeni (-koordinate, jedini¢ni vektori p i ¢ se zakrecu za kut dy. 1z slike se
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moze zakljuciti da pri tom zakretu infinitezimalna promjena p gleda u smjeru ¢, dok infinitezimalna
promjena ¢ gleda u smjeru —p, odnosno da su infinitezimalne promjene jedini¢nih vektora

dp=pdp,  dp=—pdp. (C.6)

Podijelimo li gornje relacije diferencijalom vremena dt u kojem se promjena dy¢ dogodila, slijede
relacije
dp _dy | dg — dy 5
at —a? a - a”?
U nastavku ¢emo, zbog preglednosti, vremenske derivacije oznalavati tockicom iznad simbola. Na
primjer,

(C.7)

A ~

p=0p,  p=¢=—¢p (C.8)

Polozaj, brzina i akceleracija cestice: PoloZaj &estice u cilindri¢nom koordinatnom sustavu
moZemo izraziti kao
r=p+zk=pp+zk, (C.9)

gdje je ovisnost o koordinati ¢ sadrZzana u jedini¢nom vektoru p &iji smjer ovisi o toj koordinati.
Deriviranjem izraza za poloZaj (C.9) po vremenu dobivamo izraz za brzinu &estice

V=t=pp+pp+ik=pp+ppp+ 2k, (C.10)

(koristili smo pravilo za deriviranje umno¥ka funkcija te izraze (C.8)), a deriviranjem brzine po vremenu
dobivamo akceleraciju

a=V=[p+pp+ppPtpptppetik
=pp+pP@)+ppP+pi@+pp(—¢p)+ ik
=(p—p9*) P+ (209 + pp) @ + 2k (C.11)

(i ovdje smo koristili pravilo za deriviranje umnoska funkcija te izraze (C.8)).

Referentni okviri u jednolikoj vrtnji: Slika prikazuje esticu mase m te koordinatne sustave vezane
uz referentne okvire S i &’ koji se jedan u odnosu na drugog vrte kutnom brzinom iznosa €2 oko z
odnosno z’-osi.

T

Koordinate u dvama cilindri¢nim koordinatnim sustavima povezane su relacijama

p=7r, o=0t+ ¢, z=2. (C.12)
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Jednakost p i p/-koordinata te z i z’-koordinata za sobom povladi i jednakost njihovih vremenskih
derivacija, dok za vremenske derivacije ¢ i ¢'-koordinata imamo

p=Q+¢, p=¢. (C.13)

Nadalje, jedini¢ni vektori u dvama cilindri¢nim koordinatnim sustavima se podudaraju jer infinitezi-
malna promjena odgovarajucih koordinata (npr. dy i d¢') pomi&e &esticu u istom smjeru,

p=p, p=¢, k=K. (C.14)

Akceleracija Cestice u odnosu na referentni okvir S’ je dana izrazom koji je oblikom istovjetan izrazu
(C.11), s time da se u njemu pojavljuju koordinate /, ¥ i 2’ i jedini¢ni vektori p’, ¢’ i k’ cilindri¢nog
koordinatnog sustava vezanog uz &,

.. a2

a'=(p —p ") P+ (200 + 0 P) P+ K (C.15)

Akceleracija estice u odnosu na referentni okvir S je dana izrazom (C.11), a koristeéi transforma-
cije (C.12), (C.13) i (C.14), nju takoder moZemo izraziti s pomocu koordinata i jedini¢nih vektora
koordinatnog sustava vezanog uz &',

a=(p—pp®) p+ (209 +pp) @+ 2k
= (0 =P Q+)) P+ 20 Q+ )+ )@+ ZK. (C.16)

Centrifugalna i Coriolisova prividna sila: Uzmemo li da je referentni okvir S inercijski referentni
okvir te da je S’ neinercijski referentni okvir koji se u odnosu na S jednoliko vrti, koristeci izraz (C.16)
za akceleraciju estice u S i izraz (C.15) za akceleraciju estice u §’, s pomocu izraza (C.2) moZemo
izralunati ukupnu prividnu silu,

Fprividna = m(a/ - a) = m<92 + 29(,0/)p/ ﬁ/ - 2mel 4‘5/
= mQ2p 4+ 2O P — ). (C.17)

Prvi ¢lan na desnoj strani je centrifugalna prividna sila,
Fi=mQ?p, (C.18)

gdje je m masa Cestice, €2 je iznos kutne brzine kojom se neinercijski okvir u kojem promatramo
gibanje &estice vrti u odnosu na inercijski okvir, a p’ je vektor koji opisuje poloZaj &estice u odnosu
na os vrtnje. Drugi ¢lan u (C.17) je Coriolisova prividna sila koju jo§ moZemo napisati kao

Foo = 2mQ(7¢/(# x K) — (K x 7))
— om(QK) x (7 P+ 0 P)
= —2mQ x (v — Z'k')
= —2m x v'. (C.19)

U racunu smo najprije koristili relacije (C.5). Zatim smo izlutili vektor kutne brzine Q2 = Qk’, a
izraz u okruglim zagradama smo prepoznali kao vektor brzine Cestice u odnosu na referentni okvir

S’ u kojem nedostaje z’-komponenta. U posljednjem koraku smo izostavili ¢lan —Z'k’ jer vrijedi
Q x 2k’ =0.

Izrazi (C.18) i (C.19) se podudaraju s izrazima (8.7) i (8.8) iz poglavlja 8.3.
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D lzvod Lorentzovih transformacija

Lorentzove transformacije povezuju prostorvremenske koordinate dogadaja u razli¢itim inercijskim
referentnim okvirima odnosno u referentnim okvirima koji se jedan u odnosu na drugog gibaju
translacijski stalnom brzinom. Osnovna svojstva Lorentzovih tansformacija su:

e Za razliku od Galilejevih transformacija, Lorentzove transformacije sukladne su s postulatom
specijalne teorije relativnosti prema kojemu je iznos brzine svjetlosti u vakuumu ¢ jednak za
svakog opazala koji se u inercijskom referentnom okviru giba stalnom brzinom, bez obzira na
brzinu izvora svjetlosti u odnosu na samog opaZaca.

e Poput Galilejevih transformacija, Lorentzove transformacije su linearne transformacije pros-
torvremenskih koordinata, ali osim prostornih koordinata one djeluju i na vremensku koordi-
natu.

e U limesu u kojem brzina svjetlosti u vakuumu ¢ teZi u beskonaéno, Lorentzove transformacije
postaju istovjetne Galilejevim transformacijama.

Uzet ¢emo da su u inercijskim referentnim okvirima S i S’ koji se jedan u odnosu na drugog gibaju
brzinom iznosa v razapeti pravokutni koordinatni sustavi tako da se relativno gibanje referentnih
okvira odvija duZ x odnosno z’-osi te da se u trenutku ¢t = ¢’ = 0 ishodista podudaraju.

Yy y

® @

z z/

[ vt :
Lorentzove transformacije mozemo izvesti u sljedeca Cetiri koraka:
1. Razmatranjem koordinata Cestice koja miruje u jednom od dva referentna okvira dolazimo do
opéenitog oblika transformacije =, z’, t i ¢’ koordinata. Ako Cestica miruje u &', njena je
x'-koordinata konstantna, dok se ista €estica u S giba brzinom iznosa v u pozitivnom smjeru

x-osi, a to znadi da je veli¢ina x — vt konstantna. S obzirom na to da Lorentzova transformacija
mora biti linearna transformacija, zaklju¢ujemo da ona mora imati oblik

' =~(z — vt), (D.1)

gdje je v za sada nepoznati koeficijent koji ne ovisi o koordinatama, ali moZe ovisiti o iznosu
relativne brzine v. Ponavljajudi isti argument za &esticu koja miruje u S, a u &’ se giba brzinom
iznosa v u negativhom smjeru z’-osi, nalazimo

r =2 +vt), (D.2)
gdje je vy isti za sada nepoznati koeficijent kao i u (D.1).

2. Razmatranjem koordinata fotona (Zestice koja se u svim referentnim okvirima giba brzinom
svjetlosti ¢) koji je u trenutku t = ¢’ = 0 iz ishodista emitiran u smjeru = odnosno x’-osi
odredujemo koeficijent v u transformacijama (D.1) i (D.2). Koordinate fotona su

T = ct, ¥ =ct'. (D.3)
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S obzirom na to da opéenite transformacije (D.1) i (D.2) moraju vrijediti i za foton koji
razmatramo, koordinate (D.3) uvritavamo u (D.1) i (D.2) te nakon algebarskih manipulacija
nalazimo v = £1/4/1 — (v/c)?, gdje odabiremo pozitivan predznak kako bi transformacije
(D.1) i (D.2) tezile prema Galilejevim transformacijama kad ¢ — oo. Zaklju¢ujemo da je

koeficijent ~ dan izrazom
1

¢ime je je oblik transformacija (D.1) i (D.2) u potpunosti odreden.

(D.4)

3. Transformaciju vremenske koordinate nalazimo eliminacijom = odnosno z’-koordinate iz sustava
(D.1) i (D.2), $to vodi na

=~ (t—(1-7z/v), t=7({t'+(1 -~ /v). (D.5)
Koristeci (D.4), gornje se izraze moZe saZetije napisati u obliku

t'=y(t —vx/c?), t =~ +va'/c?). (D.6)

4. Transformacije y i y' koordinata nalazimo razmatranjem fotona koji se u S giba u smjeru
pozitivne y-osi. Ako je foton emitiran u trenutku ¢ = ¢’ = 0 iz ishodi$ta, koordinate njegovog
poloZaja u S su

x =0, y = ct, 2 =0, (D.7)

Va2 +y?=ct 2 =0. (D.8)

Koristeci transformacije (D.1) i (D.6) koordinate x’ i ¢ u gornjem izrazu moZemo izraziti preko
koordinata x i ¢ §to vodi na y' = ct te nakon usporedbe s (D.7) zaklju¢ujemo

y =y (D.9)

S obzirom na to da se istovjetno razmtranje moZe provesti i za foton koji se giba u smjeru
z-osi, takoder mora vrijediti

dok u &' mora vrijediti

7=z (D.10)

Lorentzove transformacije su sadrzane u relacijama (D.1), (D.2), (D.4) (D.6), (D.9) i (D.10), koje
ovdje ponavljamo zbog preglednosti. Transformacije kojima su koordinate u S’ izraZene preko koor-
dinata u S su

¥ =~(x —vt), Yy =y, =z, t'=y(t —vz/c?), (D.11)
dok inverzne transformacije glase

x =2 +ot), y=1y, z=12, t=~(t' +va'/c?). (D.12)
Koeficijent v, poznat kao Lorentzov faktor, dan je izrazom

1

gdje je v iznos brzine kojom se S i &’ gibaju jedan u odnosu na drugog.

(D.13)
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E Teorem o gravitacijskom polju sfernosimetri¢ne raspodjele
mase

Newtonov teorem o gravitacijskom polju sfernosimentri¢ne raspodjele mase se moZe izreci sljede¢im
dvjema tvrdnjama:

1. Gravitacijsko polje u tocki koja se nalazi izvan sfernosimetri¢no rasporedene mase m jednako
je gravitacijskom polju Cestice mase m koja se nalazi u srediStu simetrije.

2. Gravitacijsko polje u tocki koja se nalazi u praznom prostoru unutar sfernosimetri¢ne raspodjele
mase jednako je nuli.

Teorem se takoder moZe izreci tvrdnjama da je gravitacijski potencijal izvan sfernosimetri¢ne raspod-
jele mase istovjetan potencijalu Eestice te da je unutar raspodjele potencijal konstantan.

Teorem ¢emo dokazati ra¢unanjem gravitacijskog potencijala mase m koja je jednoliko rasporedena
na tankoj sfernoj ljusci polumjera R. Slika prikazuje element ljuske oblika kruZnog vijenca polumjera
Rsin @ i Sirine Rdd te totku P koja se nalazi na udaljenosti  od sredista ljuske.

~ L0
/ NS
// \/Q\'/, \ \\\\ \
\ ~
/ ~
| //19 \ \\\
\ o——— =4 —4-———————= > P
N : L |
\ /
\ /
\ V
\\ //
S———=""dm

Povrsinu prikazanog elementa ljuske moZemo izraziti kao umnoZak njenog opsega 2w Rsin ¢ i Sirine
R dv,

dS = 27 R?sin 9 dv, (E.1)
a povrginsku gustoéu mase ljuske kao omjer ukupne mase ljuske m i njene ukupne povréine S = 4R?r,
dm m m
e E.2
7748 T8 T AR (E2)
Slijedi da je masa elementa ljuske prikazanog na slici
dm =odS = 4}?% o R2sin 9 di) = %Sinﬁdﬁ. (E.3)

Neovisno o tome nalazi li se totka P izvan ljuske (r > R, kao na slici) ili unutar ljuske (r < R),
udaljenost promatranog elementa ljuske od totke P je

p=+/(r— Rcos?)? + (Rsin )2 (E.4)
te odgovarajudi element gravitacijskog potencijala u to¢ki P mozZemo izraziti kao
dm Gnm sin 9 dd

AU = —Gy 2 — .
Y 2 \/(r — Rcos?)? + (Rsin )2

(E.5)

Gravitacijski potencijal &itave ljuske dobivamo integracijom gornjeg diferencijala od 8 =0 do 0 = T,

a koristedi varijablu
u = cos v, du = —sind dv, (E.6)
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potencijal moZemo napisati u obliku

Gnm Ldu o r? 4+ R?
U= [ dU = — , dje je a = ) E.7
/ warR) va—u 5! 2R (E7)

Integral u gornjem izrazu daje

1
-1

/_1 du = 2Va—u :—2(\/a—1—\/a+1)

1VvVa—1u

2
= 5 R(\/T2+R2+2TR—\/T2+R2+2TR)
Vo

- (Vi R - Vi RP)
2

r

(r+R—1|r—R|) (E.8)

3

te za potencijal dobivamo

Gam 2 —Gxm/r za r >R,
Ui = 4 R—|r—R|) = E9
4 2V2rRv2rR ( | ) {—GNm/R za r<R. (E9)
Izraz za potencijal U[r] = —Gxm/r koji vrijedi kad se totka P nalazi izvan ljuske (r > R) je

istovjetan izrazu za potencijal &estice mase m na udaljenosti 7. lzraz —Gxm/R koji vrijedi kad se
to¢ka P nalazi unutar ljuske (r < R) jest konstanta Sto zna&i da je gravitacijsko polje unutar sferne
ljuske jednako nuli. Konaéno, uzimajuéi u obzir da se bilo koju sfernosimetri¢nu raspodjelu mase
moZe shvatiti kao niz sfernih ljuski razli¢itih masa i razli¢itih polumjera, ali sa zajedni¢kim sredistem,
te da je ukupno gravitacijsko polje zbroj doprinosa svih ljusaka, gornjim razmatranjem smo dokazali
Newtonov teorem o gravitacijskom polju sfernosimetri¢ne raspodjele mase.
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F lzvod Poiseuilleovog zakona protjecanja

Poiseuilleov zakon (vidi poglavlje 10.5, izraz (10.24)) opisuje laminarni i stacionarni tok viskoznog
fluida kroz cijev kruZnog presijeka. Izvest ¢emo taj zakon tako $to ¢emo najprije odrediti raspodjelu
brzine fluida u ovisnosti o udaljenosti od osi cijevi, a zatim ¢emo integracijom preko ¢itavog popreénog
presijeka cijevi odrediti ukupan volumni tok.

Slika prikazuje cijev promjera 2R kroz koju fluid koeficijenta dinamicke viskoznosti i tee pozitivnom
smjeru z-osi te element fluida oblika valjka promjera 27 i duljine Ax koji ¢emo posebno promatrati.
Razlika tlaka fluida pri straznjoj i prednjoj bazi valjka je Ap.
p+Ap p
LSS/

T
2R O — ) 2r —_—
i

[ Ax |
S obzirom na to da fluid tece stalnom brzinom, rezultantna sila koja djeluje na valjak je jednaka nuli,
a sastoji od sile koja proizlazi iz razlike tlaka koji djeluje na baze valjka te od viskozne sile koja djeluje
na njegov plast zbog nejednake brzine fluida pri razli¢itim udaljenostima od osi cijevi (fluid je najbrzi
u sredistu cijevi, dok uz njene stijenke on miruje). MoZemo pisati

d
O:AFx:rzﬁAp—u’d—: 2rm Ax. (F.1)

Prvi &lan na desnoj strani je umnoZak povrdine baze valjka r27 i razlike tlaka Ap koji djeluje na
straznju i tlaka koji djeluje na prednju bazu valjka. Drugi &lan je sila viskoznog otpora izraZena u
skladu s (10.20) kao umnoZak koeficijenta 1, derivacije brzine fluida po koordinati r koja opisuje
udaljenost od osi cijevi i povr$ine plasta valjka 2rm Az. Derivacija dv/dr je negativna jer se brzina
fluida u cijevi smanjuje s rastom varijable r, a u gornjem izrazu je napisana u znacima apsolutne
vrijednosti kako bi ¢itav &lan imao negativni predznak karakteristi¢an za silu otpora. Samu derivaciju
mozZemo izraziti kao

dv  rAp

dr —  2uAz’
$to prepoznajemo kao diferencijalni jednadZbu koja dopusta separaciju varijabli. MoZemo ju napisati
u obliku

Ap

(F.2)

dv = — "dr! F.3
v 2 A r'dr (F.3)
te integrirati od ruba cijevi 7’ = R do neke vrijednosti ' < R u unutradnjosti cijevi $to daje
Ap [(r? R?
v[r] —v[R] = Y (5 — 7) - (F.4)

S obzirom na to da fluid pri rubu cijevi miruje imamo v[R] = 0 te zaklju¢ujemo da je ovisnost brzine
o udaljenosti od osi cijevi dana izrazom

__Bp
C 4pAx

v[r] (R* —1r?). (F.5)
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Element volumnog toka dgqy, se moZe izraziti kao umnoZak elementa povrsine popre¢nog presijeka d.S
i brzine toka fluida v, a ukupni tok fluida kroz cijev moZemo izraunati integrirajuéi dq po &itavom
popre¢nom presijeku cijevi,

f ®Ap 2 2
qv /dqv /vdS /o v[r] 2rmdr /0 v A:C<R %) 2rmdr

B R*m Ap
 SuAz

(F.6)

Koristili smo izraz za raspodjelu brzina (F.5), a element povrgine popre¢nog presijeka d.S smo izrazili
kao povrsinu kruznog vijenca polumjera r odnosno opsega 277 i Sirine dr. Konacni rezultat je u
skladu s izrazom (10.24) iz poglavlja 10.5.
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G Postupci rjeSavanja jednadzbi gibanja oscilatora

G.1 Jednostavni harmonijski oscilator

Jednadzba gibanja jednostavnog harmonijskog oscilatora (12.4) jest diferencijalna jednadZba oblika

i+ wir =0, (G.1)

gdje je w2 > 0 konstanta, x = z[t] je nepoznata funkcija vremena ¢, a & = f—;x[t] je njena druga

derivacija. Rije€ je o obi¢noj, homogenoj linearnoj diferencijalnoj jednadZbi drugog reda s konstantnim
koeficijentima. Probno rjesenje

z =M (G.2)
vodi na karakteristi¢nu jednadzbu
M4 wl=0, (G.3)
Cija su dva rjeSenja karakteristi¢ne vrijednosti
)\1’2 = j:in. (G4)

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (G.1) je linearna kombinacija tih dvaju rjesenja,
z[t] = a;eM’ + axe™’ = a;e°" + age ", (G.5)

gdje su ay i ay opéenito kompleksne konstante, a z[t] je opéenito kompleksna funkcija. Odaberemo li
konstante a; i as kao medusobno kompleksno konjugirane brojeve, a to znadi da ih moZemo zapisati

kao
A +ig

(1,172 = 58 s (G6)
gdje su A > 0i ¢ realni brojevi, opée rjedenje (G.5) postaje realna funkcija,
A A . A . A
.T}[t] _ _el¢elwot + _e*1¢>e*1w0t _ 561(w0t+¢) + gefl(woter)) — ACOS[Wot 4 (b] (G7)

(koristili smo Eulerovu formulu e'¥ = cos ¢ +isin ). Konstante A i ¢ u kona&nom izrazu prepozna-
jemo kao amplitudu i poetnu fazu harmonijskog titranja frekvencijom wy, a sam izraz je istovjetan
izrazu (12.5) koji smo pri razmatranju harmonijskog oscilatora naveli kao opée rje¥enje jednadzbe
gibanja (12.4), odnosno diferencijalne jednadzbe (G.1).

Napomena: Odabir kompleksnih koeficijenata a1 i ay u (G.6) proizlazi iz zahtjeva da kompleksna
funkcija x[t] dana s (G.5) bude realna funkcija. Koeficijente a; i as moZemo opcenito napisati kao

12 =0 + P12, (G.8)
$to vodi na
z[t] = (a1 +1P1)(coswot + isinwot) + (e + 182)(cos wot — isin wpt) (G.9)
Uoavamo da je imaginarni dio gornje funkcije,
Im[z] = (81 + f2) coswot + (a1 — ) sin wyt, (G.10)

jednak nuli ako vrijedi oy = a i f1 = — 35, §to znadi da a; i a; moraju biti medusobno kompleksno
komnjugirani brojevi.
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G.2 Harmonijski oscilator s prigusenjem

JednadZba gibanja harmonijskog oscilatora s prigusenjem (12.30) glasi
i+ 200 + wiz = 0, (G.11)

gdje su 6 > 0 i w2 > 0 konstante, x = z[t] je nepoznata funkcija vremena ¢, a & i i su njena prva
i druga derivacija. Radi se o obi¢noj, homogenoj linearnoj diferencijalnoj jednadZbi drugog reda s
konstantnim koeficijentima. Probno rjedenje z[t] = e vodi na karakteristi¢nu jednadZbu

N 4+ 20\ + wi =0, (G.12)

Cija su rjeSenja karakteristi¢ne vrijednosti

)\172 =—0=+ \/ 52 - w%. (G13)

Opce rjesenje razmatramo posebno za slu€aj § < wy, za sluéaj § = wy te za slu¢aj 6 > wy.
e Podkritiéno prigusenje: Kad je § < wy, karakteristi¢ne vrijednosti su kompleksni brojevi koje
moZemo napisati kao
Ao = —0%iw, gdje je w=/wi— % (G.14)
Opce rjesenje je kompleksna funkcija
zlt] = areM + axe™’ = e (a1 + aze ) (G.15)

gdje su aq i ay kompleksni koreficijenti. Odaberemo li te koeficijente kao medusobno komplek-
sno konjugirane brojeve
A L
a1 = §€il¢, (G16)
gdje je su A > 0 i ¢ realni brojevi, opce rje$enje poprima oblik
z[t] = Ae™ cos|wt + ¢] (G.17)

u kojem prepoznajemo priguseno titranje frekvencijom w koja je dana s (G.14) i amplitudom
Ae~% koja eksponencijalno trne u vremenu.

e Kriti¢no prigusenje: Kad je § = wy, karakteristi¢ne vrijednosti su degenerirane (medusobno
jednake) i iznose A\; 2 = —d. U takvom slutaju, ople rjeSenje pisemo kao

z[t] = (a1 + agt)e™ = (a; + agt)e™, (G.18)
Sto je uz odabir a; 2 € R realna funkcija koja eksponencijalno trne u vremenu.

e Nadkriti¢no prigusenje: Kad je § > wy, karakteristi¢ne vrijednosti su realne, a moZemo ih

napisati kao
Mao=—-0+tq gdjeje q=1/0%—w?. (G.19)

zlt] = e (are” + aze™ ). (G.20)

Uz odabir a; » € R, to je realna funkcija, a s obzirom na to da vrijedi § > ¢, ona eksponencijalno
trne u vremenu.

Opce rjesenje je
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G.3 Oscilator s vanjskom silom

JednadZba gibanja harmonijskog oscilatora s priguenjem i s vanjskom harmonijskom silom (12.41)
je diferencijalna jednadZzba oblika

i+ 200 + wjz = f, coswpt, (G.21)

gdje je x = z[t] nepoznata funkcija vremena, a 0, w?, f, i w, su pozitivne konstante. To je obi¢na,
linearna, nehomogena diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima. Njeno opce
rjeSenje se sastoji od opéeg rjeSenja odgovaraju¢e homogene jednadzbe (G.11) te od partikularnog
rjeSenja nehomogene jednadZbe. S obzirom na to da rje$enje homogene jednadZbe opisano u poglavlju
G.2, ovdje se bavimo samo partikularnim rjeSenjem nehomogene jednadzbe.

Kao partikularno rjeSenje ocekujemo harmonijsko titranje frekvencijom vanjske sile w, te probno
rjeSenje pisemo kao
z[t] = Acoslwpt — ¢, (G.22)

gdje je A > 0 amplituda, a ¢ je fazni kut koji opisuje kasnjenje oscilacije za vanjskom silom. Cilj nam
je odrediti velitine A i ¢ u ovisnosti o parametrima 6, w2, f,, i w,. Zbog jednostavnije provedbe ratuna
koristimo kompleksni zapis titrajucih veli¢ina. Diferencijalnu jednadzbu (G.21) pisemo u obliku

i+ 200 + wiz = fre', (G.23)

a probno rje¥enje (G.22) kao _
z[t] = Aelrt=9), (G.24)

Uvrstavanjem (G.24) u (G.23) dobivamo
(—w2 4120wy, + wj)Ae ¢ = f, (G.25)

iz ¢ega moZemo izraziti amplitudu

A= (G.26)

foe'
w§ — w2 +120w,’

S obzirom na to da je prema pretpostavci A > 0, isto mora vrijediti i za desnu stranu gornje jednadzbe,
a to znadi da brojnik i nazivnik razlomka imaju isti argument (kut u kompleksnoj ravnini). Iz toga
slijedi

20
tg o = — WPQ, 0<o<m, (G.27)
a samu amplitudu moZemo jednostavnije izraziti kao

V@ — w2 + (260,)2
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H lzvod vektorske formule za Dopplerovu pojavu

Polazimo od sljedecih pretpostavki:
e Signal (zvuk) u svim smjerovima putuje brzinom iznosa v,.

e Signal odaslan iz totke r; u trenutku ¢; (izvor) primljen je u to¢ki r, u trenutku t, > ¢
(prijamnik).

e Signal odaslan iz to¢ke r; +v; At; u trenutku ¢; + At; primljen je u to¢ki r, + v, At, u trenutku
t, + At,. Podrazumijeva se At; , < t, — t;.

Izravno slijede jednakosti

Uz(tp—ti) = |I'p—I'i|, (H 1)
UZ((tp -+ Atp) — (tl -+ Atl)) = |(I'p + Vp Atp) — (I’i + v At1)| (H2)
Jednadzbu (H.2) zapisujemo u obliku
vty — 1) + (Aty — Aty)) = [(rp — 11) + (v Aty — vi Al (H.3)
te koriste¢i (H.1) imamo
|I'p — I'i| -+ UZ(Atp — Atl) = |(I'p — I'i) -+ (Vp Atp — Vi At1)| (H4)

Gornju jednadzbu kvadriramo te odbacujemo ¢&lanove koji su kvadrati¢ni u At; ili At,, nakon &ega

dobivamo
v (A, — Aty)|rp, — 13| = (rp —13) - (v At — Vi At). (H.5)

Uvedemo li jedini€ni vektor T, koji je usmjeren od tocke r; prema tocki rp,

ﬂ’ (H.6)

t, =
? |rp — 1y

jednadzbu (H.5) moZemo napisati kao

At At
1 — L [ —vi— H.
v, ( tp) Tip (Vp Vi tp) (H.7)

te iz nje izluditi omjer At;/At,,

At; v, — Fip - Vp

H.8
Atp UV, — f'ip * Vi ( )
Shvatimo li intervale At; i At, kao reciprone vrijednosti frekvencija f; i f, kojima izvor odagilje, a
prijamnik prima signale, dobivamo
UV, — Tip - V
o =2 P° P (H.9)
fi Uz — Tip * Vi

Sto je formula (13.60).
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