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Kvantna Fourierova transformacija

erioda funkcije

Kvantna Fourierova tranformacija: Definicija

Notacija:

@ Cijeli broj 0 < x < 2" — 1 zapisujemo koristenjem n klasi¢nih bitova

Xis
n—1
X = Z 2'x; = 2n_lxn—l + 2n_2Xn—2 + -4 2x1 + X0
i=0
@ Vektori ratunalne baze {|x);x =0,...,2" — 1} Hilbertovog

prostora dimenzije 2" izraZeni kao tenzorski produkt vektora stanja
n kvantnih bitova su

® |Xl |Xn 1 ® |Xn 2> e ® |X1> 02y |X0>
= |Xn71 Xp—2 "+ X1 X0> .

Analogno y = "7 2y;, ly) = @7, |vi) itd.
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Kvantna Fourierova transformacija

Ako su |x) i |y) stanja ratunalne baze u Hilbertovom prostoru dimenzije
2", kvantna Fourierova transformacija Ugt jest unitarna transformacija
definirana s

exp {27r1 y} .

(Y| Urr %) = on

1
o2

Djelovanje Ut na stanje |x) moZemo izraziti kao

2"—1 2"-1
Uer |x) = Z ly) (v| Uer |x) = 2n/2 Z 27r1xy/2 ly) .
y=0

U gornjem ralunu koriStena je relacija potpunosti | = Zf,n:_ol ly) (vl
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Kvantna Fourierova transformacija

Stanje |®) koje nastaje djelovanjem Ugt na opéenito stanje

2"—1

W) =Y f(x)1x),

gdje je f(x) = (x|W), moZemo izraziti kao

2"—1 2"—-1 .
|0) = Upr [W) = D F(x) Ut Ix) === > F()ly),
x=0 y=0

gdje su koeficijenti f(y) dani s

2"—1

rd 1 ixy /2"
Fly) = 0lo) = 5773 D_ 2™/ f(x).
x=0

Koeficijente f(y), y =0,...,2" — 1, prepoznajemo kao diskretnu
Fourierovu transformaciju (DFT) koeficijenata f(x), x =0,...,2" — 1.
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Unitarnost Urt dokazujemo time $to pokazujemo da vrijedi Ut Urr =/
odn. (y| U;LTUFT [X) = 0y

2"—1 2"—1
UL Ut x) = Y (| Ul 12) (2| Uer x) = D (2] Uerly)™ (2] Uer [x)
z=0 z=0
1 2"—1 1 2"—1 2
. —2miyz /2" 2mwixz/2" __ 27i(x— 2"
_ﬁze yz/2" 2mixz/ —52(9 ( y)/)
z=0 z=0

Za y = x gornji izraz jednak je jedinici, dok je za y # x on jednak nuli.
Ovo posljednje pokazujemo koridtenjem formule za geometrijski red (?)

Z ( 2mi(x—y /2'1) 1-— (e27ri(X*y)/2n)2n 1— e27ri(><—y)

_ a2mi(x—y)/2n
2 1 — 2niG—)/

1 — e2mi(x—y)/2" =0.
(Formula za geometrijski red: Y2 rk

=(1-r)"tza|r| < 1. Ovdje
uvjet |r| < 1 nije ispunjen—treba provjeriti opravdanost primjene!)
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QFT: Implementacija

Uotavamo da cjelobrojni dio kvocijenta xy /2" ne utjete na vrijednost
koeficijenta e2™1%/2" 3 %to znati da ga moZemo po volji promijeniti.

Sam kvocijent xy/2" moZemo izraziti koridtenjem bitova x; i y; kao

— n—1

2n =0 Z2Jyj 22 Xj = Zy 22"“*”&

=0

Kako bismo odbacili cjelobrojne dijelove ¢lanova pod sumom, a zadrzali
samo njihove necjelobrojne dijelove, zadrzavamo samo &lanove u kojima
je potencija broja 2 negativna, a $to zna&i i =0,...,n—j — 1. Clanove
koji preostaju moZemo napisati kao

n—j—1 —

ZyJ Z on— I+J Z (X"—J 1++2)/:(11)

i=0 Jj=0
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Uvedemo li za zbroj “binarnih razlomaka” u okruglim zagradama u
prethodnm izrazu kompaktnu oznaku
Xn—j—1 X0

2 ++2n_J

=0.Xp—j—1""" X0,

odbacivanjem cjelobrojnih dijelova &lanova u sumi imamo

n—1

Xy

E — ny O.Xn,j,1 c 0 X0,
Jj=0

a koeficijent €2™%/2" koji ostaje nepromijenjen sada moZemo izraziti kao
n—1
eQ'rrixy/Q” — H e27riyj 0.Xp—j—1"""X0 _ eQ-rri ¥n—10.x0 e27ri Yn—20.x1%0 .
Jj=0

.. e27‘|’i n O.X,,_2~~~Xg e27‘ri Yo O.X,,_1~~~Xo .
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Djelovanje Ut na stanje |x) ratunalne baze:

2"—1

1 : n
_ 27ixy /2
Urr |X> ~ on/2 E e |y>
y=0
1 1
_ E e271'i Yn—10.x0 e271'i Yn—20.x1x0 | | |
on/2
ynflx"':}/O:O
2 0. 2 0.
T 0x—2 Y0 0xn 10 |Yn 1Yn—2 "Y1 )0)
1 1
271 yn—1 0. 271 yp—2 0.x1 X
:\/§§ e Yn—1 O|}/n \/_E e‘”}’z 1o|y 2>
Yn—1=0 Yn—2=0

1 1
1 § : 2mwiy; 0 1 § : 2mwiyy 0
e y1U.Xp—2--X0 |y1> ® ™1y ¥-Xn—1"""X0 |}/0>
\/_ :0 \/§ }/0:0

I\)
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Uvrstavanjem eksplicitnih vrijednosti kvantnih bitova izraz poprima oblik

1
ﬁ
QR —=

o L
_1 \/5
= (10) +e0 0 1)), © == (0)

Konatno, uvedemo li oznaku R; za upravljani operator rotacije oko osi z

UFT |X 27ri0.><0 |1>)n (|0> 4 e27riO.x1><o |1>)n72 Q-

4 e27ri0.)<,,,1~»x0 |1>)0

ﬂ'—‘

za kut 7/2/, pri &emu i-ti kvantni bit u sustavu ima ulogu upravljatkog
bita, nalazimo

Urr x) = (H|x0)) 1 ® (RPH [x1)),,_, ® (RORTH|x2)) , , & -+

® (Ro2 R Hxo-2)); ® (R\_1 -+~ R 7*H [x0-1) ) .-
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Primjer: QFT zan=2

Uer |x) = (H |X0>)1 ® (R?H |X1>)0

Kvantni logi¢ki krug:

[ x0) * E
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Primjer: QFT zan=3

Urt [x) = (H |x0)), ® (RYH x1)), © (RIRLH [x2)),

Kvantni logi¢ki krug:

x0) ® E

Kvantna ragunala (SI) Shorov algoritam



Definicija
Implementacija
NalaZenje perioda funkcije

Kvantna Fourierova transformacija

QFT: NalaZenje perioda funkcije

Primjenom QFT-a mogucde je odrediti period funkcije.

U ak.g. 2022./2023. ne radimo ovo poglavlje jer u prvom ciklusu nastave
nije napravljeno poglavlje o operatoru stanja (matrica gustoce).
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Shorov algoritam

Cilj Shorovog algoritma je faktorizirati zadani cijeli broj N.

Zbog jednostavnosti pretpostavljamo da je zadani (poznati) broj N
mogucde prikazati kao umnoZak dvaju nepoznatih prostih brojeva p i g,

N = pq.

U grubim crtama prikazujemo najvaznije korake algoritma:
@ Odabiremo cijeli broj y koji ne posjeduje zajednicki dijelitelj s brojem
N veéi od 1. (Dogodi li se da y i N imaju zajedniZki djelitelj veéi od

1, problem je samim time rijeSen. Zajedni¢ki djelitelj dvaju brojeva
nalazimo primjenom Euklidovog algoritma koji smatramo brzim.)
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@ Tvorimo funkciju (tzv. modularna eksponencijacija)
f(a) = y? mod N

te primjenom QFT nalazimo njen period. S obzirom da je f(0) =1,
ako je r period funkcije, vrijedi

f(r)=y " mod N =1.
@ Jednakost iz prethodnog koraka moZemo napisati u obliku
(y" — 1) mod N =0,

$to znadi da je y" — 1 = AN gdje je A cijeli broj. Primjenom formule
za razliku kvadrata to jo§ moZemo napisati u obliku

72+ 1)(y7? = 1) = AN.
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@ Ako y"/2 +1 i y"/? — 1 nisu cijeli brojevi, ili ako je neki od njih
visekratnik broja N, vratamo se na potetak i odabiremo drugatiji
broj y (vjerojatnost ovakvog ishoda manja je od 1/2).

@ Ako cijeli brojevi y"/? +1i y"/2 — 1 nisu viéekratnici N, Euklidovim

algoritmom nalazimo zajednicke djelitelje svakoga od njih s brojem
N.

U naem slu€aju gdje smo pretpostavili N = pg imamo
Y7241 = \p, (1)
y7?—1= Aqq, (2)

$to znali da Ce potraga za zajednitkim djeliteljem u jednom slugaju dati
p, a u drugom ¢e dati g.
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Primjer: Za N =15 uz y = 2 nalazimo period r = 4,

y7241=5 y7?-1=3  5x3=15.

Primjer: Za N = 15 uz y = 11 nalazimo period r = 2,
y24+1=12, y/?2_-1=10,

ged(12,15) =3,  ged(10,15) =5,  5x 3 = 15.
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