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Stanja, mjerenje i amplituda vjerojatnosti

Princip 1: Prikaz stanja vektorom u Hilbertovom prostoru

Stanje u kojem se nalazi fizi¢ki sustav prikazujemo normiranim
vektorom |®) u N-dimenzionalnom Hilbertovom prostoru HV), a
sam vektor |®) zovemo vektorom stanja.

U Hilbertovom prostoru vrijedi (W|®) = (d|W)*.
Normiranost vektora stanja |®) podrazumijeva (®|®) = 1.
Dimenzija N ovisi o sloZenosti sustava koji opisujemo.

Primjer: Pri opisu kvantnog racunala koristimo Hilbertov prostor
konacne dimenzije N. Za prikaz stanja jednog qubita koristimo
N = 2. Za prikaz stanja n-qubitnog racunala koristimo N = 2",
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|W)-provjera ili mjerenje u stanju |V)
|W)-provjera je postupak dovodenja fizitkog sustava u stanje |W)
nakon kojeg slijedi detekcija koja moZe imati pozitivan ili negativan
ishod. U slu¢aju pozitivne (negativne) detekcije kaZzemo da sustav
jest (nije) “pro¥ao |W)-provjeru” odnosno jest (nije) “izmjeren u
stanju |V)".

@ Ako se sustav prije provjere nalazio u stanju |W) onda on

prolazi |W)-provjeru (vjerojatnost prolaska jednaka jedinici).
@ Ako se sustav prije provjere nalazio u stanju |®) za koje vrijedi

(®|W) =0

onda on ne prolazi |W)-provjeru (vjerojatnost prolaska jednaka
nuli).
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Primjer: Ako vektor stanja |x) predstavlja stanje linearne
polarizacije fotona s orijentacijom u x-smjeru, onda |x)-provjeru
moZemo realizirati propustanjem fotona kroz polarizator orijentiran
u x-smjeru iza kojeg se nalazi detektor.

Detekciju fotona smatramo pozitivnim ishodom |x)-provijere.

Izostanak detekcije fotona smatramo negativnim ishodom
|x)-provijere.
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Princip 2: Vjerojatnost i amplituda vjerojatnosti

Vjerojatnost da sustav koji se nalazi u stanju |®) bude “izmjeren u
stanju |W)", odnosno da on “prode W-provjeru”, je

p(® = W) = a(® = V)2 = | (Vo) 2,

gdje je
a(® — V) = (V]d)

amplituda vjerojatnosti prelaska sustava iz stanja |®) u stanje |W).
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Operator projekcije i Hermitski operatori

Projekcija stanja |®) na stanje |V)
UmnoZak amplitude vjerojatnosti a(® — W) = (V|®) prelaska
sustava iz poletnog stanja |®) u kona&no stanje |W) i vektora
kona&nog stanja |V),

W) (W),

shvadamo kao projekciju stanja |®) na stanje |V).

Projekcija stanja na neko drugo stanje jest vektor Hilbertovog
prostora, ali taj vektor opéenito nije normiran te sam po sebi ne
predstavlja stanje sustava.
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Operator projekcije (projektor)

Projekciju stanja |®) na stanje |W) moZemo izraziti kao rezultat
djelovanja operatora projekcije (projektora)

Py = [V) (V|

na vektor |®),

[Py®) = Py |®) = |V) (V[®).

Primjer: Neka je stanje polarizacije fotona prikazano koristedi
ortonormiranu bazu {|x),|y)} vektorom stanja [®) = pu|x) + Ay).
Projekcija vektora stanja |®) na bazno stanje |x):

[Px®) = P |®) = |x) (x| (1£]x) + Aly)) = p|x)
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Relacija potpunosti

Neka je {|n);n=1,..., N} bilo koja ortonorminana baza u H).
Tada zbroj projektora na vektore baze daje jedini¢ni operator,

Gornju relaciju zovemo relacijom potpunosti.

Relacijom potpunosti nalazimo koeficijente u, u prikazu opéenitog
stanja |®) s pomo¢u vektora baze {|n);n=1,... N},

N

@) = 1[®) = |n) (n|®) = Z,Un| fin = (n|®).
n=1
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Komutator operatora

Komutator operatora A i B jest operator definiran izrazom
[A, B] = AB — BA.

Ako je komutator dvaju operatora jednak nuli, kazemo da ti
operatori komutiraju, a u protivnom kazemo da ne komutiraju.

Primjer: Projektori na vektore ortonormirane baze medusobno
komutiraju.

Primjer: Ako (x|y) = 0, projektori na stanja
|0) = cos @ |x) +sinf|y) i |a) = cosa |x) +sina|y)

komutiraju samo za 0 — a = k3, k € Z.
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Operator projekcije i Hermitski operatori

Kompatibilne i nekompatibilne provjere

Neka su Pg i Py projektori na stanja @ i W. Ako ti operatori
komutiraju, tj. ako

[P(D, P‘U] = 0’

moguce je istovremeno provesti ®-provjeru i W-provjeru opéenitog
stanja sustava te kazemo da su te provjere kompatibilne. U
suprotnom, odgovarajuce provjere nije mogce provesti istovremeno
te kazemo su one nekompatibilne.

Primjer: Provjere povezane sa stanjima koja odgovaraju
vektorima odabrane ortonormirane baze medusobno su
kompatibilne.
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Maksimalno nekompatibilne provjere i komplementarne baze
Neka su {|n);n=1,... N} i{|a);a=1,..., N} dvije razli¢ite
ortonormirane baze istog Hilbertovog prostora H(N). Ako vrijedi

1
2

alny |© = —,
[{alm 2 = &
kazemo da su baze komplementarne, a za provjere koje pripadaju
vektorima stanja koji pripadaju razli¢itim bazama kaZzemo da su
maksimalno nekompatibilne.

Primjer: Pri opisu polarizacije fotona, baza {|x),|y)} i baza
{|0) ,10 + 7/2)} su komplementarne baze kad je 6 = 7 /4.
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Neka je {|n);n=1,..., N} ortonormirana baza u HN) odabrana
tako da stanjima |n) odgovaraju vrijednosti a, neke fizikalne
velicine.

Kad bismo mnogo puta mjerili vrijednost te fizikalne veli¢ine u

sustavu koji se nalazi u stanju |®), srednja vrijednost mjerenja bila
bi

Za,,pd>—>n)—Za,,| (n|®) | Zan (®[n) (n|®),

§to joS moZemo izraziti kao

(®|MP) , gdje je M:Zan|n> (n
n
operator kojim opisujemo samu fizikalnu veli¢inu.
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Hermitski operator

Ukoliko u HN) postoji ortonormirana baza {|n);n=1,..., N}
takva da operator M moZemo izraziti kao linearnu kombinaciju
projektora P, = |n) (n| uz realne korficijente aj,

N N
M:Zanpnzzan|”><”|a an € R,
n=1 n=1

onda opeator M zovemo hermitskim operatorom. Vektori |n) su
svojstveni vektori operatora M, a realni koeficijenti a, su
odgovarajuce svojstvene vrijednosti.

Operator &ije su svojstvene vrijednosti realne je hermitski operator.

Kvantna ragunala (SI) Principi kvantne mehanike
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Ocekivana vrijednost hermitskog operatora

Neka se sustav nalazi u stanju |®), a M neka je hermitski operator.
Veli¢inu
(M) = (P|M®) e R

zovemo olekivanom vrijedno$¢u operatora M u stanju |®).

Primjer: Ako M = )" a,|n) (n| hermitski operator koji opisuje
neku fizikalnu veli¢inu i ako se sustav nalazi u stanju
|®) = >, in|n), ofekivana vrijednost fizikalne veliine je

(M) = (®|M®) = —Zanlun
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Primjer: Polarizaciju fotona moZemo opisati fizikalnom veli¢inom
definiranom tako da stanju linearne polarizacije fotona u smjeru
x-osi (vektor stanja |x)) pridruZimo vrijednost +1, a stanju linearne
polarizacije u smeru y-osi (vektor stanja |y)) pridruZimo vrijednost
—1. Hermitski operator kojim opisujemo tu fizikalnu veli¢inu je

M = (+1) [x) (x| + (=1) [y) (¥l
Ako je foton u stanju kruzne polarizacije
R) = (1) +ily)).
V2
olekivana vrijednost hermitskog operatora M je

(M)g = (RIMR) = --- = 0.
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Evolucija stanja u vremenu (Schrodingerova jednadzba)

Princip kvantne mehanike 3: evolucija stanja u vremenu

Evolucija stanja kvantnog sustava u vremenu,
[®[ta]) — [®[t2])

jest linearna transformacija pocetnog stanja sustava koja tijekom
vremena ne mijenja normu vektora stanja.

Linearnost transformacije podrazumijeva da ju moZemo izraziti s

|®[ta]) = Ulto, t1] |P[t])

gdje je U[t, t1] operator evolucije koji, zbog zahtjeva za
oluvanjem norme vektora, ima tzv. svojstvo unitarnosti.
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Neka svojstva unitarnog operatora vremenske evolucije Ul[ty, t1]:
Unitarnost: ako |®') = U |®), onda (¢'|d') = (d|P)
Ako |®) = U|®) i V') = U|V), onda (V'|d') = (VD)

(]

Invertibilnost: postoji “inverz’ U~! takavda U1U = I

e Kompozicija operatora: U[ty, t1] = U[to, t'|U[t, t1]

(]

Takoder vrijede relacije:

Ut t1] = U[ty, to], Ult, t] =1,
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Schrodingerova jednadzba (bez izvoda)

Iz zahtjeva za unitarno$¢u operatora vremenske evolucije U slijedi
da taj operator zadovoljava (diferencijalnu) jednadzbu gibanja

.. d A
1715 Ult, to] = H[t]U[t, to],

gdje hermitski operator H opisuje energiju sustava. Gornju
jednadzbu zovemo Schrédingerovom jednadzbom, a operator H
zovemo Hamiltonovim operatorom ili hamiltonijanom.
(h=1.05 x 10~3* J s je Planckova konstanta.)

Schrodingerovu jednadZzbu se takoder moZe napisati kao

. d ~
ih-—- 0[¢]) = F[e] [ o]e])
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Evolucija stanja u vremenu (Schrédingerova jednadzba)

Primjer: Neka stanjima qubita |0) i |1) odgovaraju energije hwyp i
hw1, pri ¢emu je wg > wi.

Hamiltonijan (operator energije) mozemo izraziti kao
Ft = huo [0) (0] + her [1) (1]
te stanje qubita i pocetne uvjete u t = 0 kao
O[] = ule] 0) + A1), w0l = o, O] = Ao

Uvrstavanjem H i |®[t]) u Schrodingerovu jednadzbu dobivamo

i (%u[fl 0+ Al \1>> — huoul]0) + hnA[A]]1)
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Slijedi
b .
— = —iwpdt, — = —iwdt,
1
te integracijom dobivamo
ult] = uoe_iwot, Alt] = Age vt
Stanje qubita sada moZemo izraziti kao
|[t]) = poe 0% |0) 4 Age 1t 1)

— e—i&t (Moe—i6t/2 ‘0> + )\Oe+i6t/2 ‘1>>

gdje je
_ wot+ w1

7 0 = wop— wi-
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