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Tenzorski produkt stanja, prostora i operatora

Stanje qubita A prikazujemo vektorom |¢4) u Hilbertovom
prostoru H 4 koristeci ortonormiranu bazu {|04),|14)}.

Stanje qubita B prikazujemo vektorom |¢g) u Hp ...

Ako se qubitovi A i B nalaze u stanjima |pa) i |¢g), stanje sustava
koji se sastoji od tih dvaju qubitova prikazujemo tzv. tenzorskim
produktom vektora stanja |¢a) i |¢g), a oznatavamo ga s

|9a) @ [¢g),  ili jednostavnije  |pa @ ¢dB)-

Taj vektor pripada tzv. tenzorskom produktu Hilbertovih prostora
Ha i Hp koji je sam po sebi Hilbertov prostor, a ozna¢avamo ga s

Ha® Hp.
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U Hilbertovom prostoru Ha ® Hg moZzemo odabrati ortonormiranu
bazu {|ij) = |ia®jg);i,j = 0,1} odnosno

{ |00) =10a®0g), [01)=[0a®15),
|10) = [1a®0g), [11)=[14®1p) }.

Opcenit vektor u Hp ® Hp tada je
W) = a|00) + 3]01) + ~|10) + 0 |11),

gdje «, 3,7,6 € C. Ako gornji vektor opisuje stanje kvantnog
sustava, normiranost tog vektora podrazumijeva

la]? + 817 + [7]* + |6]* = 1.
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Primjer: Ako se qubitovi A i B nalaze u stanjima
|9a) = Aal0a) + palla) 1 |P8) =As|08) + 1B |lE),
stanje sustava prikazujemo vektorom stanja

|P) = [pa @ ¢g) = Aarg |04 ®0p) + Aapp |04 @ 1p)
+ parg |1a ®0p) + paps [1a ® 1)
— «|00) + 3]01) + 7 |10) + 6|11)

gdje su a = Aadg, 8= Aapug, ¥ = parg i 6 = papg.

Lako je pokazati da je uvjet normiranosti ispunjen.
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Neka operator M, djeluje na vektore stanja qubita A u Ha,
a Mg neka djeluje na vektore stanja qubita B u Hpg.

Djelovanju tih operatora na vektore stanja u Ha ® Hp odgovara
tenzorski produkt operatora koji oznaavamo s

My ® Mg.

Kad se sustav qubitova nalazi u stanju koje mozemo izraziti
tenzorskim produktom stanja qubitova A i B,

|CD> = |¢A ® ¢B>7

djelovanje gornjeg operatora mozemo izraziti kao

(Ma @ Mg) |®) = [Madpa ® Mpgp) .
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Primjer: Neka su qubitovi A i B realizirani projekcijama spinova
dviju Zestica spinskog kvantnog broja s = 1/2 na z-os.

Projekciju spina Cestice A na z-os u sustavu dviju Cestica
opisujemo operatorom
%az ® 1.

Djelovanjem tog operatora na vektore baze u Ha ® Hpg dobivamo:

(2o, ®1)]00) = |20,04 ® 10g) = |204 ® 0g) = £ |00)
(%Uz ®1)|01) = |g0z0A ®I1lg) = |g0A ®1pg) = ’% |01)
(Lo, ®1)[10) = |20,14® 10g) = |-21, ® 0g) = — £ |10)
(2o, ® 1)|11) = k0,10 @ I15) = |- 214 ® 1) = — & |11)
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Vektore ortonormirane baze {|00),|01),|10),|11)} u Ha ® Hp
prikazujemo vektor—stupcima:

|00) = |01) = |10) = , 11) =

o = OO
= O O O

1 0
0 1
0]’ 0]’
0 0

Opéenit vektor |®) i odgovarajuci dualni vektor (®| prikazujemo s

) = (@ =(a g ).

2 © R
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Ako su (Ma)jj, i,j =0,1, i (Mg)pq, p,q = 0,1, matri¢ni elementi
Mp i Mg, matri¢ni elementi My ® Mg su

(Ma @ Mg)ip;jg = (Ma)ij(Mg)pg-

Primjer: Ako su

a . o
MA—<C d> [ MB—<,y

ST
~

onda je
aae afl ba bp
_(aMg bMg\ | ay ad by bd
MA®M5_<CMB dMB>_ ca cB da dg

cy ¢6 dy db
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Primjer: Tenzorski produkt Paulijeve matrice o, sa samom
sobom odnosno prikaz operatora My ® Mg = 0, ® 0;:

1 0 0 O

%0, — 1 0 ® 1 0y [0 -1 0 O

7z29%2 =0 -1 0 -1) "o 0o -10

0 0 0 1

Analognim postupkom:

0 001 0 00 -1
R 0010 R 0 01 0
=T lo1 0 0] yeew 10 10 0
1 000 -1 00 O
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Primjer: Operator

1 1
Mswapz§(I+aA-aB)=§(I+ax®ax+ay®ay+az®az)

ima matri¢ni pirkaz

Mswap =

oo o
o= OO
O O = O
= O O O

te svojstvo
Mswap |U> = |./’>

zbog taj operator zovemo operatorom SWAP.
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Primjer: Svojstveni vektori operatora

1
Mswap = E(I +oa- UB)

su vektor

) = J5(|01) — [10))

sa svojstvenom vrijednos¢u —1 te triplet vektora
00),  |®4) = J5(l01) +[10)),  [11),

sa svojstvenom vrijednoséu 1.
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Primjer: Zbroj projekcija spinova dviju Cestica spinskog kvantnog
broja s = 1/2 na z-os moZemo opisati operatorom

S;=lo, 01+ 1®0,).

Svojstveni vektori operatora S, su |®_) sa svojstvenom vrijedno¥¢u
0 te vektori tripleta {|00), |®4),|11)} iz ranijeg primjera sa
svojstvenim vrijednostima redom +h, 0 i —h.

Primjer: Svojstveni vektori operatora
S*=8+S+5?

su |®_) sa svojstvenom vrijednod¢u 0 te vektori tripleta sa
svojstvenom vrijedno¥éu 272.
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Separabilna i spregnuta stanja

Ako se qubitovi A i B nalaze u opéenitim stanjima

|pa) = Aal0a) +palla) i [¢8) =A|08)+ usl|ls),

stanje sustava prikazujemo vektorom stanja
|®) = [¢a ® ¢B) = «[00) + §]01) +~[10) + 4 [11),

gdje je @ = A, B = Aaps, ¥ = parg i 0 = papp. Uotavamo
da vrijedi

ad = B,

$to znati da tenzorski produkt [¢pa ® ¢g) ne predstavija potpuno
opcenit vektor stanja u Hilbertovom prostoru Ha ® Hp.
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Primjer: U stanjima
1
V2

imamo v =6 =0, 8 =1/v2 i~y = %1/v2 te uotavamo

ad # By,

|+) = —=(]01) +[10))

$to znadi da ta stanja nije moguce prikazati tenzorskim produktom
|pa @ &), gdje su |pa) i |¢pg) vektori stanja qubitova.

Zaklju€ujemo da tenzorski produkt vektora stanja dvaju qubitova
predstavlja samo jedan dio skupa stanja koja dopusta tenzorski
produkt Hilbertovih prostora kojima vektori stanja pripadaju.
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Separabilna i spregnuta stanja dvaju ili vise qubitova

|
<
N

@ Stanja sustava dvaju ili vise qubitova koja je moguce prikazati
tenzorskim produktom vektora stanja pojedinih qubitova
zovemo separabilnim stanjima (engl. separable states).

@ Kad se sustav dvaju ili vise qubitova nalazi u stanju koje nije
moguce prikazati tenzorskim produktom vektora stanja
pojedinih qubitova, kaZzemo da se sustav nalazi u spregnutom
stanju (engl. entangled state).

Primjer: Stanja sustava dvaju qubitova:

@ |z definicije stanja |00), |01), |10) i |11) slijedi da su to
separabilna stanja.

@ Stanja [d4) = %(|Ol> +(10)) su spregnuta stanja (vidi
prethodni primjer).
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Neka se sustav qubitova A i B nalazi u spregnutom stanju

1
V2

a M ® I neka je operator koji opisuje fizikalnu veli¢inu povezanu s
qubitom A. Od&ekivana vrijednost u spregnutom sustavu je

|®) ([0a® 1p) + (14 ®0g)),

(| (M) |d) = =

N -

((0a|M0a) + (1a|M14) ).

Pokazuje se da ne postoji stanje qubita A opisano vektorom
|pa) = Aa|0a) + pa|la) koje ima istu olekivanu vrijednost,

(dal M |pa) = [Aal? (0a|MOA) + |14l (14| M1,)
+ Aapa (0a|M1a) + pada (1a|MOA) .
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Primjer: Energiju interakcije koja proizlazi iz relativne orijentacije
spinova dviju estica spinskog kvantnog broja s = 1/2 moZemo
opisati hamiltonijanom oblika

H = hwMgap = %(/ +0o4-08).
Svojstveni vektori hamiltonijana su
®_) = L(jo1) - [10))
sa svojstvenom vrijednos¢u —hw te triplet

00),  [®4) = 5(I01) +[10)),  [11),

2

S

sa svojstvenom vrijedno$éu Aw.
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Primjer: Neka se sustav dvaju spinova u t = 0 nalazi u stanju
|[0]) = [10) = Z5(|®4) +[®-))

koje nije spregnuto, a izrazili smo ga kao linearnu kombinaciju
dvaju spregnutih stanja koja odgovaraju svojstvenim stanjima
hamiltonijana iz prethodnog primjera. Vremenska evolucija tog
stanja daje

|®[t]) = % (7D, ) + e |d_)) = coswt|10) — isinwt|01).

Uotavamo da za wt = /4, poetno stanje koje nije bilo spregnuto
prelazi u spregnuto stanje

|@[/a0]) = J5([10) —i[01)).
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Teorem o nemogucnosti kvantnog kloniranja

Teorem o nemoguénosti kvantnog kloniranja kazuje da nije mogudée
stanje jednog kvantnog sustava prenijeti na drugi kvantni sustav.

Kada bi kloniranje bilo moguce, postojala bi unitarna
transformacija koja stanje jednog qubita prenosi na drugi qubit, na
primjer

X ® @) =[x ®x)-

Pretpostavimo |li da postoji univerzalni unitarni operator U koji
provodi kloniranje, imali bismo

Ulx1 ®¢) = [x1®x1), Ulx2 ® ¢) = [x2 @ x2) -
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Izra¢unamo li sada skalarni produkt vektora na lijevim stranama
prethodnih dviju jednadzbi te nakon toga skalarni produkt vektora
na desnim stranama, nalazimo uvjet

(x1lx2) = <X1|X2>2,
koji nije ispunjen za opcenita stanja |x1) i |x2)-

Zaklju€ujemo da opcenito stanje kvantnog sustava nije moguce
“klonirati”.
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