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Tenzorski produkt stanja, prostora i operatora

Stanje qubita A prikazujemo vektorom |¢4) u Hilbertovom
prostoru H koristeci ortonormiranu bazu {|04),|14)}.

Stanje qubita B prikazujemo vektorom |¢g) u Hp ...

Ako se qubitovi A i B nalaze u stanjima |pa) i |¢g), stanje sustava
koji se sastoji od tih dvaju qubitova prikazujemo tzv. tenzorskim
produktom vektora stanja |¢a) i |¢g), a oznatavamo ga s

[9a) ® |0B), ili jednostavnije |pa ® ¢B) -

Taj vektor pripada tzv. tenzorskom produktu Hilbertovih prostora
Ha i Hp koji je sam po sebi Hilbertov prostor, a oznacavamo ga s

Ha® Hp.
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U Hilbertovom prostoru Ha4 ® Hp je prirodno odabrati
ortonormiranu bazu {|ij) = |ia ® jg);i,j = 0,1} odnosno

{ |00) =0a®0g), [01)=[0a®15),
|10) = [1a®0p), [11)=[14®1p) }.

Opcenit vektor u Hp ® Hp tada je
W) = «|00) + 3]01) + ~[10) + 0 |11),

gdje a, 3,7,0 € C. Ako gornji vektor opisuje stanje kvantnog
sustava, normiranost tog vektora podrazumijeva

a2 + B + [y[* +18]* = 1.
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Primjer: Ako se qubitovi A i B nalaze u stanjima
|0a) = Aal0a) + palla) 1 o) =As|08) + 1B|lE),
stanje sustava prikazujemo vektorom stanja

|P) = [pa @ ¢g) = Aarg |04 ®0p) + Aapp |04 @ 1p)
+ 11arg [1a ® 0g) + paps |1a ® 1p)
= o|00) + 3]01) + [10) + 5 [11)

gdje su a = Aadg, 8= Aapg, ¥ = parg i 6 = papg.

Lako je pokazati da je uvijet normiranosti ispunjen.
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Operator stanja (matrica bée)

Neka operator M, djeluje na vektore stanja qubita A u Ha,
a Mg neka djeluje na vektore stanja qubita B u Hpg.

Djelovanju tih operatora na vektore stanja u Ha ® Hp odgovara
tenzorski produkt operatora koji oznaavamo s

My ® Mp.

Kad se sustav qubitova nalazi u stanju koje moZemo izraziti
tenzorskim produktom stanja qubitova A i B,

|CD> = |¢A ® ¢B>7

djelovanje gornjeg operatora mozemo izraziti kao

(Ma @ Mg) |®) = [Maga ® Mpgg) .
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Primjer: Neka su qubitovi A i B realizirani projekcijama spinova
dviju Zestica spinskog kvantnog broja s = 1/2 na z-os.

Projekciju spina Cestice A na z-os u sustavu dviju Cestica
opisujemo operatorom
g‘az ® 1.

Djelovanjem tog operatora na vektore baze u Ha ® Hpg dobivamo:

(2o, ® 1)]00) = | 20,04 ® 105) = |50, ® 05) = & |00)
(Bo, @ 1)|01) = |20,04 @ I15) = |04 @ 15) = 2 |01)
(2o, ©1)]10) = |20,14 © 10g) = |- 214 ® 0g) = — £ |10)
(bo, ® ) 11) = |20, 14 @ 1) = |~ 214 @ 15) = — 2 [11)
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Vektore ortonormirane baze {|00),|01),[10),[11)} u Ha ® Hp
prikazujemo vektor—stupcima:

|00) = , 101) = , ]10) = , J11) =

O O O
[ el N -]
o= O O
= O O O

Opéenit vektor |®) i odgovarajuci dualni vektor (®| prikazujemo s

) = i (@=(a 5 ).

2 ® L
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Ako su (Ma)jj, i,j=0,1,i (Mg)pq, p,q = 0,1, matri¢ni elementi
Mp i Mg, matri¢ni elementi My ® Mg su

(MA ® MB)ip;jq = (MA)U(MB)pq-

Primjer: Ako su

et ()

onda je
aae afl ba bp
_(aMg bMg\ | ay ad by bd
MA®MB_<CMB dMB>_ ca cB da dg

cy ¢c6 dy db
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Primjer: Tenzorski produkt Paulijeve matrice o, sa samom
sobom odnosno prikaz operatora My @ Mg = 0, ® 0;:

1 0 0 O

1 0 1 0 0 -1 0 0

"Z®"Z_<o —1>®<o —1>_ 0 0 -10

0 0 0 1

Analognim postupkom:

0 001 0 00 -1
R 0 01O R 0 01 0O
=701 0 0] yew 1o 1000
1 000 -1 00 O
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Primjer: Operator
1 1
Mwap = §(I+aA-aB) = §(I+ax®ax+ay®ay+az®az)

ima matri¢ni pirkaz

Mswap =

O O O
o= OO
O O = O
= O O O

te svojstvo
Mswap |U> = |J’>

zbog taj operator zovemo operatorom SWAP.

Kvantna ragunala (SI) Spregnuta stanja



Sustav dvaju qubitova Tenzorski produkt stanja, prostora i operatora
Separabilna i j

Operator stanja

Primjer: Svojstveni vektori operatora

1
Mswap = E(I +oa- C"B)

su vektor

o_) = (|01} — |10))

sa svojstvenom vrijednos¢u —1 te triplet vektora
00),  |®4) = 5(l01) +]10)),  [11),

sa svojstvenom vrijednoséu 1.
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Primjer: Zbroj projekcija spinova dviju Cestica spinskog kvantnog
broja s = 1/2 na z-os moZemo opisati operatorom

S, =Yo, @1+ 1®0,).

Svojstveni vektori operatora S, su |®_) sa svojstvenom vrijedno¥¢u
0 te vektori tripleta {|00),|®.),|11)} iz ranijeg primjera sa
svojstvenim vrijednostima redom +h, 0 i —h.

Primjer: Svojstveni vektori operatora
2 2 2 2
ST=5+5+5;

su |®_) sa svojstvenom vrijednod¢u 0 te vektori tripleta sa
svojstvenom vrijedno¥éu 2%2.
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Separabilna i spregnuta stanja

Ako se qubitovi A i B nalaze u opcenitim stanjima

|pa) = Aal0a) +palla) i |¢8) =Ag|08) + usl|ls),

stanje sustava prikazujemo vektorom stanja
|®) = [¢a ® ¢B) = «[00) + 3]01) +[10) +d[11),

gdje je a« = Aadg, B = Aapg, ¥ = parg i 6 = uapg. Uotavamo
da vrijedi

ad = B,

$to znati da tenzorski produkt [¢pa ® ¢g) ne predstavija potpuno
opcenit vektor stanja u Hilbertovom prostoru Ha ® Hp.
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Primjer: U stanjima
1
V2

imamo o =6 =0, § =1/v2 i~y = +£1/y2 te uotavamo

ad # By,

|+) = —=(101) +[10))

$to znadi da ta stanja nije moguce prikazati tenzorskim produktom
|pa ® &), gdje su |pa) i |¢pp) vektori stanja qubitova.

Zaklju€ujemo da tenzorski produkt vektora stanja dvaju qubitova
predstavlja samo jedan dio skupa stanja koja dopusta tenzorski
produkt Hilbertovih prostora kojima vektori stanja pripadaju.
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@ Stanja sustava dvaju ili vise qubitova koja je moguce prikazati
tenzorskim produktom vektora stanja pojedinih qubitova
zovemo separabilnim stanjima (engl. separable states).

@ Kad se sustav dvaju ili vise qubitova nalazi u stanju koje nije
moguce prikazati tenzorskim produktom vektora stanja
pojedinih qubitova, kaZzemo da se sustav nalazi u spregnutom
stanju (engl. entangled state).

Primjer: Stanja sustava dvaju qubitova:

@ |z definicije stanja |00), |01), |10) i |11) slijedi da su to
separabilna stanja.

o Stanja |d.) = -1(|01) +|10)) su spregnuta stanja (vidi
prethodni primjer

\,&I
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Neka se sustav qubitova A i B nalazi u spregnutom stanju

1
|®) = 7 (10a®1g) +[1a®08)),
a M ® I neka je operator koji opisuje fizikalnu veli¢inu povezanu s
qubitom A. Od&ekivana vrijednost u spregnutom sustavu je

(S| (M@1)|®) =--- = =((0a|MOA) + (1a|M14)).

N -

Pokazuje se da ne postoji stanje qubita A opisano vektorom
|pa) = Aa|0a) + 114 |1a) koje ima istu olekivanu vrijednost,

(dal M|da) = |Aal? (0a|MOA) + |pal® (La|M14)
+ Aaka (0a[M1a) + piaAa (La|MO4) .
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Primjer: Energiju interakcije koja proizlazi iz relativne orijentacije
spinova dviju estica spinskog kvantnog broja s = 1/2 moZemo
opisati hamiltonijanom oblika

N hw
H = hwMgyap = 7(/ +oa-0B).
Svojstveni vektori hamiltonijana su

®_) = L(jo1) — [10))

75
V2
sa svojstvenom vrijedno$éu —hw te triplet

00),  [®4) = 55(101) +[10),  [11),

sa svojstvenom vrijedno$éu Aw.
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Primjer: Neka se sustav dvaju spinova u t = 0 nalazi u stanju

|@[0]) = [10) = J5(|®+) +[®-))

koje nije spregnuto, a izrazili smo ga kao linearnu kombinaciju
dvaju spregnutih stanja koja odgovaraju svojstvenim stanjima
hamiltonijana iz prethodnog primjera. Vremenska evolucija tog
stanja daje

|®[t]) = % (e7 W) + e |d_)) = coswt|10) — isinwt|01).

UoCavamo da za wt = 7 /4, poetno stanje koje nije bilo spregnuto
prelazi u spregnuto stanje

[Dlr/a]) = J5(]10) —i[01) ).
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Operator stanja (matrica gustoce)

Razmotrimo sustav koji se sastoji od dva podsustava, A i B,
unutar kojih koristimo ortonormirane baze {|i)} i {|u)}.

Opcenito stanje sustava mozemo izraziti kao
‘¢> = Zaiﬂ ‘I®,U,>,
isp

bez obzira na to nalazi li se taj sustav u separabilnom ili u
spregnutom stanju.

(Kad se sustav nalazi u spregnutom stanju, stanja podsustava A ili
B nije mogude izraziti vektorima stanja.)
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Ocekivana vrijednost operatora M4 koji opisuje neko fizikalno
svojstvo podsustava A je

(P (Ma® Ig) [®) =--- = pfiMji = Tr(paMa),
i’.j

gdje operator p4 Ciji su matri¢ni elementi
(pA Z al/.L

zovemo reduciranim operatorom stanja podsustava A.

Analogno, olekivana vrijednost operatora Mg koji opisuje fizikalno
svojstvo podsustava B je

<CD| (IA ® MB) |(D> = prqum gdje je pfr/ = Zaiuafu'
My i
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Primjer: Ako se sustav qubitova A i B nalazi u stanju
|¢> = Qo |00> + a1 |01> + a1g |10> —+ @11 |].1> ,
reducirani operator stanja qubita A je

laoo? + |ao1*  aooady + o1
PA = 5

2 2
agoa1o +agranr  |aaol” + |
a reducirani operator stanja qubita B je

_( laoo? + |azo*  acoagy + aroai
pPB = . . ) )
Qo1 + Q1911 |0401| + |a11|
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Primjer: Ako se qubitovi A i B nalaze u stanjima
|0a) = Aal0a) +palla) i [08) =Ag|08) +uslls),
sustav (AB) se nalazi separabilnom stanju
|9a ® ¢B) = ago |00) + o1 [01) + 19 [10) + a1 [11),

gdje su ago = AaAB, Qo1 = AAlB, Q10 = HAAB | Q11 = [LAMB.

Reducirani operatori stanja qubitova A i B tad su
Ml Aapa) Asl* Apug
PA= 1| |, I pB=1 .,
Naba  ual® Ngps  lusl?
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Operatorom stanja p4 moguce je opisati stanje podsustava A
neovisno o tome nalazi li se sustav AB u separabilom ili u
spregnutom stanju.

Svojstva operatora stanja pa su:

@ Ocekivana vrijednost operatora My dana je s
(Ma) = Tr(paMa)

@ Operator stanja je hermitski operator, pL = pA.
@ Svojstvene vrijednosti p,-A su nenegativne, p,-A > 0.

@ Trag operatora stanja (zbroj svojstvenih vrijednosti) jednak je
jedinici, Trpa = Zip;.“ —1.

@ Akko vrijedi p? = p, kazemo da je podsustav u &istom stanju.
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Iz svojstava operatora stanja pa slijedi da je mogucée pronadi bazu
{]i)} u kojoj on ima oblik

pa=_pili) il
i

a stanje koje taj operator opisuje moZzemo opcenito shvatiti kao
mjesavinu u kojoj su stanja |/) prisutna s vjerojatnos¢u p;.

Kad se sustav nalazi u ¢istom stanju, jedna od svojstvenih

vrijednosti operatora stanja (jedna od vjerojatnosti p,-A) jednaka je

jedinici, a sve ostale su jednake nuli.

Cistom stanju |,4) odgovara operator stanja

pa=|Pa) (Pal.
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Teorem o nemogucénosti kloniranja

Teorem o nemogucnosti kvantnog kloniranja

Teorem o nemoguénosti kvantnog kloniranja kazuje da nije mogudée
stanje jednog kvantnog sustava prenijeti na drugi kvantni sustav.

Kada bi kloniranje bilo moguce, postojala bi unitarna
transformacija koja stanje jednog qubita prenosi na drugi qubit, na
primjer

X ®@ @) =[x @ x)-

Pretpostavimo |li da postoji univerzalni unitarni operator U koji
provodi kloniranje, imali bismo

Ulx1 ®¢) = [x1®x1), Ulx2 ® ¢) = [x2 @ x2) -
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Teorem o nemogucénosti kloniranja

Izra¢unamo li sada skalarni produkt vektora na lijevim stranama
prethodnih dviju jednadzbi te nakon toga skalarni produkt vektora
na desnim stranama, nalazimo uvjet

2
(x1lx2) = (xalx2)”,
koji nije ispunjen za opcenita stanja |x1) i |x2).

Zaklju€ujemo da opcenito stanje kvantnog sustava nije moguce
“klonirati”.
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. . Bellov teorem
Einstein—Podolsky—Rosenov paradoks

Einstein—Podolsky—Rosenov paradoks (Bohmov primjer)

Neka je sustav dviju &estica spina s = 1/2 pripremljen u
spregnutom stanju

1
V2

gdje T i | oznadavaju projekciju spina estice na z-os:

6a) = —=(IN @) = L)1),

@ Ukupni spin sustava Zestica jednak je nuli, S2 |®) = 0 |®).

@ Zbroj projekcija spinova na bilo koju os jednak je nuli,
npr. (6, @1+ 1®0,)|P) =0|P).

@ Oclekivana vrijednost projekcije spina pojedine Cestice
na bilo koju os jednaka je nuli.
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EPR paradoks (Bohmov primjer)

. . Bellov teorem
Einstein—Podolsky—Rosenov paradoks

Neka se &estice u stanju |®) gibaju duZ x-osi u suprotnim
smjerovima. Prva (druga) Cestica se giba prema laboratoriju u
kojem se nalazi Alice (Bob).

Bob

Alice i Bob neovisno jedno o drugome odabiru orijentaciju osi te
mjere projekciju spina u odnosu na os koju odaberu.
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EPR paradoks (Bohmov primjer)

. . Bellov teorem
Einstein—Podolsky—Rosenov paradoks

Sluéaj 1: Alice i Bob odabiru istu os, npr. z-0s, u odnosu na koju
mjere projekciju spinova Cestica.

Usporedbom mjerenja provedenih nad nizom parova Cestica
pripremljenih u stanju |®), Alice i Bob nalaze korelaciju

AT = B: |

Al = B: 1

koja proizlazi iz svojstva

(0, @0,)|P) =—1).

Uoc¢avamo da na osnovi rezultata koji je dobila Alice, Bob moZe
znati rezultat koji bi on dobio mjerenjem, bez da obavi mjerenje.

Kvantna ragunala (SI) Spregnuta stanja



EPR paradoks (Bohmov primjer)

. . Bellov teorem
Einstein—Podolsky—Rosenov paradoks

Sluéaj 2: Alice i Bob odabiru medusobno okomite osi, npr. Alice
odabire z-os, a Bob odabire y-os.

@ Ako Alice izmjeri T, a Bob izmjeri —, onda Alice zna da bi
mjerenjem projekcije na y-os dobila «—, a Bob zna da bi
mjerenjem projekcije na z-os dobio |.

@ Lako je konstruirati preostala tri slu¢aja. . .

Uo&avamo da Alice moZe znati projekciju spina &estice na z-os (na
osnovi vlastitog mjerenja) te na y-os (na osnovi mjerenja koje Bob
obavlja nad drugom &esticom).

Gornja tvrdnja je u neskladu s kvantnom mehanikom prema kojoj,
pri opisu samo jedne Cestice, nije dopusteno istovremeno
poznavanje projekcija spina na dvije medusobno okomite osi.
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EPR paradoks (Bohmov primjer)

. . Bellov teorem
Einstein—Podolsky—Rosenov paradoks

Moguca rjeSenja EPR paradoksa:

@ lzvorni prijedlog EPR: prosirenje kvantne mehanike tzv.
skrivenim varijablama (u neskladu s tzv. Bellovim
nejednakostima).

@ Dopustanje trenutne komunikacije medu Cesticama
(u neskladu s natelima Specijalne teorije relativnosti).

@ Sagledavanje sustava isklju¢ivo kao cjeline uz koristenje nacela
spregnutosti.
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EPR paradoks (Bohmov primjer)

. ] Bellov teorem
Einstein—Podolsky—Rosenov paradoks

Bellov teorem (Bohm /Strapp primjer)

Bellov teorem tvrdi da nijedna fizikalna teorija koja ukljuCuje
skrivene varijable (varijable koje bi sadrzavale informaciju o tome
kako se sustav mora pona%ati pri mjerenju) ne moZe opisati sva
predvidanja kvantne mehanike.

Bellov teorem se iskazuje tzv. Bellovim nejednakostima koje u
razli¢itim situacijama poprimaju razli¢ite oblike.

Ovdje ¢emo provesti analizu ranijeg primjera (EPR-Bohm).

...analiza na plodi. ..
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