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Stanja i operatori u kvantnoj mehanici

Principi kvantne mehanike

Princip 1: stanje sustava

Fizikalno stanje u kojem se nalazi neki kvantni sustav prikazujemo
normiranim vektorom |®) u N-dimenzionalnom Hilbertovom
prostoru H(V). Vektor |®) zovemo vektorom stanja.

Normiranost vektora stanja |®): ||®]| = | (®|P)| = 1.

Dimenzija N Hilbertovog prostora H(V) koji koristimo ovisi o
prirodi kvantnog sustava koji opisujemo.

Pri opisu kvantnog ra¢unala koristimo Hilbertov prostor konaéne
dimenzije (npr. za prikaz stanja jednog qubita koristimo (%)),
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Princip 2: amplituda vjerojatnosti i mjerenje

Neka se sustav nalazi u stanju ®. Amplituda vjerojatnosti
nalaZenja tog sustava u stanju W je

2(® — V) = (V[o),

a vjerojatnost da sustav u stanju ® bude u stvarnom mjerenju
zateten (izmjeren) u stanju V je

p(® — W) = a(® — V)2 = | (V]o) .

Izmjeriti neki kvantni sustav u stanju W znadi podvrgnuti sustav

postupku koji ga dovodi u to stanje te ga nakon toga detektirati.
Ovisno o tome je li kvantni sustav detektiran u stanju |V) ili nije,
kaZemo da on jest ili da nije “porSao W-provjeru”.
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Operator projekcije

Ako je sustav u stanju ® u postupku mjerenja prosao “W-prvjeru”,
on se nakon te provjere nalazi u stanju W, a samom prolasku
odgovara amplituda vjerojatnosti

a(® — W) = (W|b).

“W-provjeru” prikazujemo kao produkt vektora kona¢nog stanja
sustava |W) i amplitude vjerojatnosti (W|®) prelaska sustava iz
pocetnog u konalno stanje,

W) (W),

to prepoznajemo kao projekciju vektora stanja |®) na vektor
stanja V).
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Operator projekcije (projektor)

Projekciju vektora stanja |®) na vektor stanja |W) mozemo izraziti
kao djelovanje operatora projekcije Py na vektor stanja |®),

[Pyu®) = Py |®) = |V) (V]®).

Sam operator projekcije (projektor) mozemo izraziti kao

Py = |V) (V].

Primjer. Neka je stanje polarizacije fotona prikazano koristeéi
ortonormiranu bazu {|x),|y)} vektorom stanja [®) = pu|x) + Aly).
Projekcija vektora stanja |®) na bazno stanje |x):

Px®) = Pu|®) = |x) (x| (1) + Aly) ) = p]x)
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Relacija potpunosti

Neka je {|n);n=1,..., N} bilo koja ortonorminana baza u H).
Tada zbroj projektore na vektore baze daje jedini¢ni operator,

Gornju relaciju zovemo relacijom potpunosti.

Relacijom potpunosti nalazimo koeficijente u prikazu opcenitog
stanja |®) u bazi {|n);n=1,... N},

N

[®) = 1]9) = 3" |n) (n|) Zun\n o = (0] ).

n=1
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Komutator operatora

Komutator operatora A i B jest operator definiran izrazom
[A, B] = AB — BA.

Ako je komutator dvaju operatora jednak nuli, kaZzemo da ti
operatori komutiraju. U suprotnom, kazemo da oni ne komutiraju.

4

Primjer. Projektori na vektore ortonormirane baze
{n)y;n=1,...,N} u HN) medusobno komutiraju:

[P Par] = [0} (a] | m) (m]] = - = 0
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Kompatibilne i nekompatibilne provjere
Neka su Pg i Py projektori na stanja ® i W. Ako ti operatori
komutiraju, tj. ako

[Pd)u P\U] — 07

moguce je istovremeno provesti ®-provjeru i W-provjeru opéenitog
stanja sustava te kazemo da su te provjere kompatibilne. U
suprotnom, odgovarajuce provjere nije mogce provesti istovremeno
te kaZemo su one nekompatibilne.

Primjer. Provjere povezane sa stanjima koja odgovaraju
vektorima odabrane ortonormirane baze medusobno su
kompatibilne.
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Hermitski operator i o&ekivana vrijednost

Maksimalno nekompatibilne provjere i komplementarne baze
Neka su {|n);n=1,... N} i{|la);a=1,..., N} dvije razlitite
ortonormirane baze istog Hilbertovog prostora H(N). Ako vrijedi

1
2—_
[{aln) = %

kaZemo da su baze komplementarne, a za provjere koje pripadaju
vektorima stanja koji pripadaju razli¢itim bazama kazemo da su
maksimalno nekompatibilne.

Primjer. Pri opisu polarizacije fotona, baza {|x),|y)} i baza
{10),160 + 7/2)} su komplementarne baze kad je § = /4.
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r i ocekivana vrijednost

Hermitski operator i o¢ekivana vrijednost

Neka je {|n);n=1,..., N} ortonormirana baza u HN) odabrana
tako da stanjima kvantnog sustava prikazanim vektorima |n)
odgovaraju vrijednosti a, neke fizikalne veli¢ine.

Kad bismo mnogo puta mijerili vrijednost te fizikalne veliine u
sustavu koji se nalazi u stanju ®, srednja vrijednost mjerenja bila bi

Za,,p ¢—>n)—Za,,| (n|®) ? Zan (®|n) (n|P),

§to jo§ moZemo izraziti kao

(®|M),  gdieje M= ay|n)(n

operator kojim opisujemo samu fizikalnu veli¢inu.
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Hermitski operator

Neka je {|n);n=1,..., N} ortonormirana baza u HM), a P, neka
su projektori na vektore baze. Operator M koji moZemo izraziti
kao linearnu kombinaciju projektora Pp,

N N
M=> a,P,=> apln)(n], a,€R,
n=1 n=1

zovemo hermitskim operatorom. Vektori baze |n) su vlastiti vektori
tog operatora, a realni koeficijenti a, su pripadajuce vlastite
vrijednosti. Ako M opisuje neku fizikalnu veli¢inu, onda je a,
vrijednost te fizikalne veli¢ine koju ocekujemo kad je sustav u
stanju |n).
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Hermitski opératér i ogekivana vrijednost

Ocekivana vrijednost hermitskog operatora

Neka se sustav nalazi u stanju ®, a M neka je hermitski operator.
Veli¢inu
(M)o = (®|MP)

zovemo olekivanom vrijedno$¢u operatora M u stanju |®)

Napidemo li M =" a,|n) (n|, lako je pokazati da za sustav u
stanju ® vrijedi

(Mg =+ =3 anp(® — n).
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Primjer. Polarizaciju fotona moZemo opisati fizikalnom veli¢inom
definiranom tako da stanju linearne polarizacije fotona u smjeru
x-osi (vektor stanja |x)) pridruZzimo vrijednost +1, a stanju linearne
polarizacije u smeru y-osi (vektor stanja |y)) pridruZimo vrijednost
—1. Hermitski operator kojim opisujemo tu fizikalnu veli¢inu je

M = (+1) [x) (x| + (=1) ly) (¥|-
Ako je foton u stanju kruzne polarizacije
IR) = (1) + 1),
V2
olekivana vrijednost hermitskog operatora M je

(M)g = (RIMR) = --- = 0.
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Vektori, dualni vektori i skalarni produkt

Vektore ortonormirane baze {|x),|y)} u H® mozemo prikazati
vektor-stupcima,

Opéeniti vektor je tada

) = AJx) + i y) = (2)

a odgovarajudi dualni vektor (bra-simbol) prikazuje se
vektor-retkom

(@] = X (x| + p" (y| = (A* p*).
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Skalarni produkt vektora

moZe se izracunati unutarnjim mnoZenjem vektor-retka koji
prikazuje dualni vektor (W] i vektor-stupca koji prikazuje vektor |®)

(W[o) = (* o*) - (2) — VA4 o

Primjer. Projekcija |®) na |x):
oo =wim=() (0 0 ()= 3
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Operator projekcije

Neka su

vektori. Operator projekcije na stanje prikazano vektorom |®)
prikazuje se matricom koju dobivamo vanjskim mnoZenjem
vektora-stupca i vektora-retka kojima prikazujemo |®) i (¥,

Po=torol= (i) 0 )= (G i)

Projekciju vektora |W) na vektor |®) dobivamo matri¢nim
mnoZenjem

(AR A () _ (AR o
P"’M_(M* ul?) \o)  \u\v+|uPo
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Primjer. Projektori na bazna stanja |x) i |y):

o) 0=
py=|y><y|:(§’>®(o 1):<g ‘f)

Zbroj projektora daje operator identiteta:
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Matri&ni zapis stanja i operatora

Primjer. Stanja desne i lijeve kruZne polarizacije:

|R>=\%(|x>+uy>> L) = ()~ il)

Sl

Projektori na ta stanja:

Pru = () +1 |y>)é(<x|¢i<y|)

_%\

€9 DY)
T2 <il 1>

Uolava se Pr+PL = 1.

l\)ll—‘l\)ll—‘
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Hermitski operator i hermitsko konjugiranje

Koristimo li u H(N) bazu {|n);n=1,..., N}, vektor stanja |n)
dogovorno prikazujemo vektor-stupcem koji svuda ima nule osim
na n-tom mjestu odozgo gdje ima jedinicu. j-ti element tog
vektor-stupca moZemo izraziti kao

(Im); = jn-
Dualni vektor (bra) prikazujemo vektor-retkom ((m|); = dmi.

Ako je M opéenit operator u H(M), element u m-tom retku i n-tom
stupcu matri€nog prikaza tog operatora se moZe izraziti kao

N N

(M) mn = ZZ%; Mij §jn = (m| M |n) .

i=1 j=1
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Matri&ni zapis stanja i operatora

Hermitski opératér i hermitsko konjugiranje

Neka je
N
M=> apln)(n|, a,€R,
n=1

Hermitski operator. U bazi {|n);n=1,..., N} taj je operator
prikazan diagonalnom matricom pri éemu se elementi na dijagonali
podudaraju sa svojstvenim vrijednostima operatora,

(M)m" = (m‘ M |n> = amOmn-
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Matri&ni zapis stanja i operatora

Hermitski operator i hermitsko konjugiranje

U opéenitoj bazi {|a),a=1,..., N} &ji se vektori ne podudaraju
sa svojstvenim vektorima hermitskog operatora M, elementi
matrice kojom prikazujemo taj operator imaju svojstvo

N
(M)aﬂ:<a|M|B>:Zan (a|n) (n|B) = Zan ﬂ‘n n‘a>*
n=1

N
= (a0 (Bln) (nla) ) = (81 M[a)* = (M)sa)".
n=1

To znadi da matrica koja prikazuje hermitski operator ostaje
nepromijenjena ako ju transponiramo i kompleksno konjugiramo.
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Hermitsko konjugiranje matrice

Hermitsko konjugiranje matrice jest transformacija koja se sastoji
od kompleksne konjugacije i transpozicije matrice (redoslijed
opracija kompleksne konjugacije i transpozicije nije od vaZnosti).
Hermitsko konjugiranje matrice M obiljeZavamo simbolom
(“bodez"),

MT _ (M*)T _ (MT)*,

dok za komponente matrice vrijedi (MT)U — (I\/I*)J.I. = ((M);)".

Matriéni prikaz hermitskog operatora

| A\

Matri¢ni prikaz hermitskog operatora M invarijantan je na
operaciju hermitskog konjugiranja,

M =M (hermitski operator).

A\
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