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1 PRVI CIKLUS

1.1 Kinematika

Zadatak 1.1.1: Raketa je lansirana sa Zemlje vertikalno uvis. Pofetna brzina rakete jednaka je
nuli. Prvih 7 = 155, koliko traje rad motora, ona se uspinje s akceleracijom iznosa 2g. Po prestanku
rada motora raketa se neko vrijeme nastavlja uspinjati, a nakon Sto dosegne najvisu to¢ku nad tlom,
raketa pada na tlo. Odredite najvecu visinu nad tlom koju raketa postiZe te ukupno trajanje njenog
leta.

Postupak: Uzmemo |i da z-os gleda uvis, prva faza gibanja rakete je gibanje stalnom akceleracijom
a = 2¢gX. Uzmemo li da gibanje pocinje u trenutku ¢t = 0 na visini x = 0, opisujemo ga s

2

d
5 t? = gt?, vg[t] = —x[t] = 29t 0<=t<=r).

¢
7l at

U trenutku ¢ = 7 u kojem prestaje rad motora visina i brzina rakete su

z[r] = g7, vg[T] = 2¢gT.
Iduéa faza gibanja rakete je njen slobodan pad, odnosno gibanje stalnom akceleracijom a = —gx. U toj
fazi visinu opisujemo izrazom
2lt] = afr] + valrl(t = 7) = St = 7)? (1)
:—%t2+3g7t—3g—272 (r <t<tu) (2)

Uoavamo da je visina kvadrati¢na funkcija vremena (parabola) s maksimumom (tjemenom) u trenutku
tmax = 37 pri visini
hmax = Tmax = x[tmax] = 397'2 ~ 6.62 km.

Ukupno trajanje leta nalazimo iz uvjeta z[t,x] = 0 koji, nakon rjeSavanja kvadratne jednadZbe, daje dva

rjesenja,
(tur) = (34 V6) 7

Ranije rjesenje (ono s negativnim predznakom) odgovara trenutku prije potetka druge faze gibanja te ga
odbacujemo. Slijedi

b = (3 + \/6) 7~ 81.7s.

Rjesenje: M. = 397> >~ 6.62km, tu = (34 V6) 7 ~81.7s



Zadatak 1.1.2: Avion A leti na visini h4 = 8 km u smjeru sjevera brzinom iznosa v4 = 500 kmh ™!,
a avion B se u nekom trenutku nalazi d = 10km sjeverozapadno u odnosu na avion A te leti na
visini hg = 10 km brzinom iznosa vp = 700 km h™! prema istoku. Kolika ¢e biti najmanja udaljenost
medu avionima nastave li letjeti nepromijenjenim brzinama?

Postupak: lzralunat ¢emo udaljenost medu avionima, izraziti ju kao funkciju vremena, te pronaéi minimum
te funkcije.

Uzmemo li da z-os gleda prema istoku, a y-os prema sjeveru, te uzmemo li ¢ = 0 kao pocletni trenutak,
poletni poloZaji aviona su

N —X+y .
I‘A[O] = hyZ, I‘B[O] =d + hpZ.
V2
Brzine aviona koje smatramo stalnima su
VA =04Y, vp =vpX

Polozaji aviona u tijekom vremena su

VA[t] = I‘A[O] 4+ vat = vty +haZ

vplt] = rg[0] + v t—(—i—l—v t>>‘<+i‘+h 2
B B B B \/iy BZ.

V2

Relativni poloZaj aviona B u odnosu na avion A je

vpalt] = rp[t] —ralt] = <—% + v3t> %+ (% - vAt> ¥+ (hp — ha) 2,

a kvadrat udaljenosti medu avionima je

2 2
v2 1] = vaalt] - veall] = (-% + vBt> + (% _ w)  (h — ha)?

= (v3 + vB)t* — V2d(va + vp)t + d* + (hg — ha)?

Prepoznajemo da je kvadrat udaljenosti medu avionima kvadrati¢na funkcija vremena (parabola) s minimu-
mom (tjemenom) u trenutku
d(va +vp)

V2(vh + )’

tmin -

¢emu odgovara minimalna udaljenost

/ 1 VAVB
Tmin = riB[tmin] - \/(hB - hA)2 + d2 <§ — m) ~ 2.60 km.

2 2
vy tug

RjeSenje: 7 = \/(hB —ha)? 4 2 (% - A) ~ 2.60 km



Zadatak 1.1.3: PoloZaj &estice u x, y-ravnini opisan je vektorom
r[t] = A(sin[wt] X + sin[2wt] ),

gdje su A i w konstante. Skiciraj putanju estice u x,y-ravnini, izvedi izraz za putanju Cestice
u obliku y[x], te odredi najveéu udaljenost od ishodista koordinatnog sustava koju Zestica postiZe
tokom gibanja.

Postupak: Koordinate poloZaja &estice su
x[t] = Asin|wt] i y[t] = Asin[2wt].
Koristedi sin 2a = 2 sin a cos a moZemo napisati
y[t] = 2A sin|wt] cos|wt] = +2x[t]\/1 — (z[t]/A)?
gdje gornji predznak (+) vrijedi za cos|wt] > 0, a donji (—) za cos|wt] < 0, odnosno,
yle] = £20/1 — (x/A)2,
Kvadrat udaljenosti Cestice od ishodista je
r?=2%+y? =2 + 427 (1 — (z/A)?).
Ekstreme te veli¢ine pronalazimo uvjetom

0= %73 = 2x—|—8x(1 — (x/A)2) +4m2( . 2x/A2) _ 2x(5 B sz/A2)7

&to je ispunjeno za x = 0 te za 22 = 542/8. Za x = 0 dobivamo 72 = 0 $to je minimum, dok za 22 = 542 /8

dobivamo maksimum . . . o
r2=CA244-4% (1 -2 ) = =42
8 8 8 16
Slijedi da je najveda udaljenost &estice od ishodista

)
Tmax — ZA

Rjesenje: y[z] = £2x\/1 — (x/A)?, rmax = HA/4



Zadatak 1.1.4: PoloZaj estice u ravnini z = 0 opisan je vektorom
r[t] = vot X + Asin[2mugt /A] ¥,
gdje su vg =2ms!, A=1mi A= 5m konstante. Odredi maksimalne iznose brzine i akceleracije
koje Cestica postize tokom ovog gibanja.
Postupak: Vektor brzine estice je derivacija vektora poloZaja po vremenu,

d
v[t] = Er[t] = vg X + A(2mvg/\) cos[2mvgt /A] ¥,

a iznos brzine je modul tog vektora,

o[t] = |v[t]| = VL] - V[t] = \/’U(Q] + A2(2mvg/N)? cos?[2mugt /Al
Iznos brzine je najvedi kad je cos[2mugt/A] = +1, odnosno

Vmax = Vo1 + (21A/N)2 ~ 3.212ms L.

Vektor akceleracije je derivacija vektora brzine po vremenu,

d

aft] = FTAd

[t] = —A(2mvg /) sin[2mvgt /N §,
a iznos akceleracije je

alt] = |a[t]| = v/alt] - a[t] = A(27ve/))? | sin[27rvot/)\]|.
Iznos akceleracije ne najvedi pri sin[2mvpt/A] = £1, odnosno

max = A(2mv/N)? ~ 6.316 ms 2.

Rjesenje: v = voy/1 + (27A/N)2 ~ 3.212m s, apax = A(2700/A)? ~ 6.316 ms™2



Zadatak 1.1.5: PoloZaj &estice u prostoru dan je vektorom
rt] = R (cos|wt] X + sin[wt] §) + Vi Z,

gdje je t vrijeme, R, w i V su konstante, a X, ¥ i Z su jedini¢ni vektori pravokutnog koordinatnog
sustava. Odredi duljinu puta koju Cestica prevali duZ vlastite putanje u vremenskom intervalu od
tl =0do tz = 271'/(,4.}.

Postupak: Element prevaljenog puta je
ds = |[dr| = |vdt| = |v|dt = vdt.

Brzina Cestice je
d
v[t] = Er[t] = Rw (— sin[wt] X + cos[wt] §) + V Z,

a njen je iznos

olt] = VIl = VN - Vi = V/(Bw)2 + V2.

Prevaljeni put u intervalu od t; do t5 je

to to 27r/w It
s:/ d5:/ v[t]dt:/ V(Rw)?2 +V2dt = — \/(Rw)? + V2.
t1 t1 0 w

Rjesenje: s = (27/w)y/(Rw)?+ V2



Zadatak 1.1.6: Odredi najmanji mogudi iznos poletne brzine projektila i odgovarajuéi kut izbacaja
(u odnosu na vodoravnu os) kojime moZemo pogoditi metu koja se nalazi na visini h = 5m te
na vodoravnoj udaljenosti d = 12m u odnosu na tocku izbaaja. (Ubrzanje gravitacijske sile g =

9.81ms2.)

Postupak: Putanja projektila izbalenog brzinom iznosa vg iz to¢tke © = y = 0 pod kutem a u odnosu na

vodoravnu z-os (y-os je uspravna) opisana je poznatim izrazom

2
gx
Pl

1 2 dje je =t .
2”8 +u®), gdjeje wu an o

Y =zUu—

Ako projektil pogada metu pri z = d, y = h, na osnovu gornjeg izraza imamo

d2
h =du— 9—2(1 + u?),
Yo
iz ¢ega slijedi izraz za brzinu izbadaja
02 ﬂ 1+ u?
07 2 w—n/d
Minimum 1)8 u odnsou na u pronalazimo uvjetom
d gd u? —2(h/d)u — 1

O:— —
W T2 T (w—njdzE

koji je ispunjen za
up2 =tanag s = h/d + 1+ (h/d)2
Odabiremo pozitivno rje¥enje, uq, te uvrStavanjem istoga u izraz za v% slijedi

(v8)min = gd (h/d+ W) .

Za zadane vrijednosti

up = 2/3, oy ~ 56.31°, (V0)min =~ 13.28ms 1.

Rjesenje: tana = h/d + /1 + (h/d)? = 2/3, a ~ 56.31°, v = gd (h/d+ VIt (h/d)2>,

vo ~ 13.28 ms™!



Zadatak 1.1.7: Klinac ima pracku kojom moZe izbaciti kamen brzinom po&etnog iznosa vy =
10ms~! te stoji na udaljenosti d = 5m od uspravnog zida. On Zeli kamenom pogoditi $to je moguce
visu to¢ku na zidu. Odredi kut u odnosu na vodoravnu ravninu pod kojim mora izbaciti kamen.
(Ubrzanje gravitacijske sile g = 9.81 ms™2.)

Postupak: Ishodiste pravokutnog koordinatnog sustava neka se nalazi tamo gdje je pracka, z-os neka
je vodoravna i usmjerena prema zidu, a y-os neka je uspravna i usmjerena prema gore. Putanja kamena
izbalenog iz ishodista brzinom iznosa vy pod kutom « u odnosu na z-os dana je izrazom

2
gx
>l

5,2 1+u?), gdjeje w=tana.
Yo

Y =xU —

Kamen pogada zid u to¢ki x = d, y = h, pa imamo

2
g9d 2
h=du—=— (14 u*).
21)(2]( )
Za danu udalnost do zida d i poletnu brzinu kamena vy visina h na kojoj kamen pogada zid ovisi o kutu
izbadaja pa trazimo maksimum h u odnosu na u = tan q,

ozih:d@—i—fu),

$to je ispunjeno za
v
u=—.
gd

Za zadane vrijednosti
u ~ 2.039, o~ 63.87°.

Rjesenje: « = arctan[v3/gd| ~ 63.87°



Zadatak 1.1.8: Odredi trajanje leta zratnog broda (zeppelina) od grada A do grada B koji se nalazi
d = 160 km sjeverno u odnosu na grad A, ako brzina broda u odnosu na zrak iznosi v" = 80 kmh~1,
a prisutan je vjetar iz smjera sjeveroistoka brzine iznosa V = 40kmh™!.

Postupak: Neka je v/, v' = |v/|, brzina broda u odnosu na zrak, a V, V = |V|, neka je brzina zraka u
odnosu na tlo. Brzina broda u odnosu na tlo moZe se napisati kao zbroj tih dviju brzina,

/|,

v=v +V.
Odredimo li iznos te brzine, v = |v|, trajanje putovanja biti e
t=d/v.

Kako bismo odredili v pisemo
v =v-V.

Jednakost kvadrata modula vektora s lijeve i s desne strane daje
V=02 —2v.V4+ V2

Oznatimo li s € kut $to ga zatvaraju vektori v (smjer brzine broda u odnosu na tlo, dakle prema sjeveru) i
vektor V' (smjer gibanja zraka u odnosu na tlo, dakle prema jugoistoku) moZemo pisati

v = 0% — 20V cosf + V2,

iz ¢ega rjeSavanjem kvadratne jednadzbe slijedi

v12 =V cosh £ /v?— (Vsinf)? =o' (BCOSGi VA (ﬁsin@)Q) ,

gdje smo uveli oznaku

B=V/.
U nasem slu€aju § = 37/4, 5 = 1/2, pa vidimo da jedino rjeSenje s pozitivnim predznakom ispred korijena
(v1) ima pozitivnu vrijednost. Kona&no, trajanje putovanja je

d _d 22

t=—

2}1_?\/7—1,

$to za zadane vrijednosti daje ¢t ~ 3.43 h.

Rjesenje: t = (d/v)2v2/(v/7 —1) ~3.43h



Zadatak 1.1.9: Veslal Zeli preéi nabujalu rijeku tako da ga rijeka tokom prelaska $to je moguce
manje ‘odnese’ nizvodno. Odredi kut koji s okomicom na obalu mora zatvarati smjer u kojem tokom
prelaska ‘gleda’ njegov ¢amac ako je iznos brzine rijeke u odnosu na obalu dva puta veci od brzine
¢amca u odnosu na vodu.

Postupak: Neka je v/, v = |v/|, brzina €&amca u odnosu na vodu, a V, V = | V| neka je brzina vode u
odnosu na obalu. Smjer u kojem ¢amac ‘gleda’ podudara se sa smjerom njegova gibanja u odnosu na vodu.
Oznacimo li s 0’ kut $to ga zatvaraju v/ i V, smjer u kojem &amac ‘gleda’ i okomica na obalu zatvaraju
(traZeni) kut

a=0 —7/2

Brzinu ¢amca u odnosu na obalu moZemo napisati kao
v=v +V.

Rijeka ¢e tim manje ‘odnijeti’ €amac nizvodno, &m je vedi kut 6 Sto ga zatvaraju vektor V (smjer toka
rijeke) i vektor v (smjer gibanja ¢amca u odnosu na obalu). Koristeci definiciju skalarnog produkta kosinus
kuta 6 napisat ¢emo kao

v-V. (v +V).-V v .-V 4+ V2

6 = = p— .
VTV T TV AVV (2 t2v -V 4 VR)IRY

Nadalje, pigu¢i v/ -V =v'V cos ¢,

V'V cos @ 4 V2 B cost' + 3
(V"2 + 20"V cos 0/ + V2)1/2V (14 2B cos @’ + 52)1/2’

cosf =
gdje je
B=V/.

Trazenom maksimumu kuta 6 odgovara minimum funkcije cosf. Uz oznake y = cos @ i x = cos ' problem
se svodi na nalaZenje minimuma funkcije

x4+ B

ylz] = T i

u intervalu z € (—1,1). Ekstrem nalazimo uvjetom

0— dy 1+ Bz
Cde (14 28x+ [2)32
koji je ispunjen za x = —1/f3, odnosno za §' = arccos[—1/3]. Slijedi da je traZeni kut izmedu smjera u

kojem gleda ¢amac i okomice na obalu
a = arccos[—1/p] — /2.
Ovdje je f = 2 te slijedi a = /6 = 30°.

Rjesenje: o = 7/6



Zadatak 1.1.10: Fenjer koji proizvodi tanak vodoravan snop svjetlosti visi na niti te se jednoliko
okrece oko uspravne osi &ineéi 30 okretaja u minuti. Snop svjetlosti pada na ravan uspravan zid koji
je od fenjera udaljen D = 2m. Odredi brzinu svijetle mrlje na zidu u trenutku kada snop pada na
zid pod kutem ¢ = 45° u odnosu na okomicu.

Postupak: Tokom vrtnje fenjera svijetla se mrlja na zidu giba duZ vodoravnog pravca koji uzimamo kao
x-0s. Ishodiste z = 0 neka je totka pravca koja je najbliza fenjeru. OpiSemo li orijentaciju fenjera kutom
¢, pri emu ¢ = 0 odgovara orijentaciji frnjera pri kojoj snop svjetlosti pada okomito na zid (svijetla mrlja
pri z = 0), onda se svijetla mrlja za opCenit kut ¢ nalazi pri

x =D tan ¢.

S obzirom da se fenjer vrti stalnom kutnom brzinom

1

w=30x 2rradmin~! = rrads™?,

kut moZemo napisati kao ¢ = wt, odnosno, poloZaj svijetle mrlje je

=D tanwt.
Brzina svijetle mrlje je
dx Dw
V= — = ——.
dt  cos?wt
Za ¢ = 45° imamo coswt = cos ¢ = 2-1/2, odnosno
D
v = Y 2Dw,
1/2

&to za zadane vrijednosti daje v ~ 12.57ms~!.

Rjesenje: v =2Dw ~ 12.57ms!

10



1.2 Dinamika

Zadatak 1.2.1: Sanduk smo vezali konopom i poku$avamo ga vuéi stalnom brzinom po vodoravnoj
podlozi s kojom on ima koeficijent trenja p. Odredi kut koji konop mora zatvarati s podlogom ako

Zelimo da napetost konopa bude 3to je moguée manja.

Postupak: Na sanduk djeluju gravitacijska sila iznosa mg usmjerena prema dole, reakcija podloge iznosa NV
usmjerena prema gore, sila trenja iznosa /N usmjerena suprotno smjeru gibanja, te napetost konopa iznosa
T. Kako bi se sanduk gibao stalnom brzinom te sile moraju biti u ravnoteZi. Za vertikalnu komponentu

imamo
ZF =-mg+ N+ Tsina=0

gdje je a kut koji konop zatvara s podlogom. Za horizontalnu komponentu imamo
ZFm =Tcosa—uN =0.

Eliminacijom N iz gornjeg sustava slijedi napetost konopa

pmg

T=—7-—7"——.
cos @ + psin o

Minimum napetosti T' u odnosu na kut « pronalazimo uvjetom

0 dT umg (—si . )
= — = — — SIn &« COS &
da (cos a + prsin a)? a ’
koji je ispunjen za
Q= tana.

RjeSenje:

11

« = arctan



Zadatak 1.2.2: Krenuvsi iz mirovanja, sitno tijelo se spusta iz tocke A prema tocki B tako da
prvi dio puta prevaljuje klize¢i niz kosinu nagiba «, a ostatak puta prevaljuje klize¢i po vodoravnoj
polozi. Vodoravna udaljenost izmedu toaka A i B vela je od visinske razlike medu njima, a iznos
brzine kojom tijelo klizi po vodoravnom dijelu puta jednak je iznosu brzine koju je tijelo imalo pri
dnu kosine. Odredi nagib « tako da &itavo gibanje traje Sto je moguce kraée. Sile otpora smatramo
zanemarivim.

Postupak: Neka je h visinska razlika izmedu to¢aka A i B, a d > h neka je vodoravna udaljenost medu
njima. Ozna&imo li s b duljinu baze kosine tada je duljina puta koji tijelo prevaljuje klizeéi niz kosinu

S1 =V h2+52,

dok je duljina vodoravnog dijela puta
S9 = d—b.

Za vrijeme klizanja niz kosinu prisutna je akceleracija iznosa
ay = gsina = gh/sy,

gdje je a nagib kosine, a koristili smo sina = h/sy. S obzirom da tijelo krece iz mirovanja trajanje klizanja
niz kosinu je

t1 = \/281/&1 = \/2(b2 + hz)/gh

Iznos brzine pri dnu kosine, a time i na vodoravnom dijelu putanje je

Vo = a1t1 = \/2gh,

te je trajanje gibanja po vodoravnom dijelu putanje

y _ 52 d—b
2_?)2_\/2 h.
Ukupno trajanje putovanja je
1
t=t1+ty=—— (2V2E+h2+(d—b
L+t Tgh( T2+ (d- D)),

Ekstremalnu vrijednost gornjeg izraza pronalazimo uvjetom

d 1 2b
0= —t=...= —1
db V2gh <\/b2+h2 )

koji je ispunjen za duljinu baze kosine

b=h/V3.

Da je rije¢ o minimumu potvrduje druga derivacije vremena t po parametru b,

d2 D) hoo\?%?
== 2
db? \/;<b2+h2> ’

koja je veda od nule za sve vrijednosti b > 0. Nadalje, s obzirom da dobivena duljina baze krada od ukupne
vodoravne udaljenosti, t.j. za dobivenu vrijednost vrijedi b < h dok prema zadatku imamo h < d, smatramo
ju rjeSenjem zadanog problema. Konaéno, traZeni kut nagiba kosine je

h
o = arctan 3= arctan V3 = g = 60°.

Rjesenje: o =7/3

12



Zadatak 1.2.3: Tijelo se nalazi na kosini na udaljenosti s = 2m od njena podnoZja i miruje.
Polagano povecavajuéi nagib kosine dolazimo do nagiba o = 30° pri kojem tijelo proklizne i nakon
toga jednoliko ubrzano klizi niz kosinu. U podnozje kosine tijelo stize ¢ = 3 s nakon $to se pokrenulo.
Odredi stati¢ki i dinamiki koeficijent trenja tijela s kosinom. (Od trenutka kada se tijelo pokrenulo
nagib kosine se vise ne povedava. Ubrzanje gravitacijske sile g = 9.81ms™2.)

Postupak: Kad tijelo mase m miruje na kosini nagiba « sila stati¢kog trenja Fi. u ravnoteZi je s projekcijom
gravitacijske sile na kosinu. Jednakost iznosa tih sila glasi

Fy. = mgsina.

Najveéi mogudi iznos sile stati¢kog trenja jednak je umnosku koeficijenta stati¢kog trenja pst. i sile pritiska
N tijela i kosine &iji je iznos jednak iznosu projekcije gravitacijske sile na okomicu na kosinu. Pisemo

(Fit.)max = pst. N = pst. mg COS .

Uvrstavanjem maksimalnog iznosa sile trenja u gornji uvjet ravnoteZe slijedi da je najveéi nagib kosine pri
kojem tijelo moZe mirovati odreden koeficijentom stati¢kog trenja,

(tan Of)maux = Hst.-

Kad tijelo klizi niz kosinu na njega djeluje projekcija gravitacijske sile na smjer gibanja te sila dinami¢kog
trenja suprotnog smjera i iznosa jednakog umno$ku koeficijenta pigiy. i sile pritiska V. Akceleraciju tijela
moZemo napisati kao

F mgsina — pgi.mgcos o

a="—= = g (sin @ — pqin, cos @).
m m

Ako tijelo krenuvsi iz mirovanja uz stalnu akceleraciju a prevaljuje put s u vremenu t vrijedi s = (a/2)t%.
Koristeci gornji izraz za akceleraciju slijedi

1 . 2s ¢ 2s
i = sina — — | =tana — ——.
Hdin. = s a gt? gt2 cos o

Za zadanu vrijednost nagiba « pri kojoj je uvjet ravnoteZe grani¢no ispunjen (stati¢ko trenje), ali tijelo moze
i kliziti niz kosinu (dinamicko trenje), imamo pst. =~ 0.577, pgin. = 0.525.

Rjesenje: . = tana ~ 0.577, pgin. = tana — 2s/(gt? cos ) ~ 0.525
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Zadatak 1.2.4: Krenuvsi iz mirovanja te klize¢i niz kosinu nagiba a uz koeficijent trenja y tijelo
prevaljuje vodoravnu udaljenost b. Odredi visinu kosine h za koju ée trajanje tog klizanja biti najkrace.

Postupak: Uvijek je moguce odabrati dovoljno malenu visinu h (odn. nagib kosine «) tako da tijelo ili
ne krene u klizanje, ili da njegovo ubrzanje bude toliko maleno da klizanje proizvoljno dugo traje. S druge
strane, odaberemo li dovoljno veliku visinu h (odn. e — 7/2) gibanje ¢e sve vise nalikovati slobodnom padu
i njegovo trajanje Ce biti razmjerno s korijenom iz visine, 5to takoder teZi u beskona&no. Otigledno je da
negdje izmedu ovih krajnjih slu¢ajeva postoji traZeni minimum. Duljina puta koji tijelo prelazi klizuéi niz

kosinu je
s =\b%+ h2,
a akceleracija tijela je
a = g(sina — pcos ).

Iz geometrije imamo odnos
h = btan a,

~1/2 i cosar = (1 + tan® a)~Y/2, trajanje klizanja niz

/ [2b(1
t= +u u = tan a.
u_

Ekstrem gornjeg izraza pronalazimo uvjetom

te koriste¢i opée identitete sin a = tan a(1 + tan? a)
kosinu moZemo napisati kao

d b u? —2up—1
0= —t=.o.= —— =% =
du gt (u—p)?

koji je ispunjen za
ulg = pt 1+ p

Rjesenje s negativnim predznakom (u2) manje je od nule te ga ovdje odbacujemo, a kao rje¥enje odabiremo
ono s pozitivnim predznakom za koje vrijedi w1 > 1. Njemu odgovara traZena visina

h:bu1:b<,u+\/1—|—,u2>.

Rjesenje: h=1» (M +(1+ ,u2)1/2)
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Zadatak 1.2.5: Tijelo se nalazi pri dnu kosine nagiba o = 30° s kojom ima koeficijent dinami¢kog
trenja pgin. = 0.2. Pokrenemo i tijelo u gibanje (klizanje) uz kosinu pocetnom brzinom iznosa
vo = Hms~! ono ée se nakon nekog vremena zaustaviti, a nakon toga ée poleti kliziti unazad.
Odredi nakon koliko vremena ¢e se tijelo vratiti u polaznu to¢ku. (Ubrzanje gravitacijske sile g =
9.81ms™2.)

Postupak: Koordinatni sustav postavljamo tako da je x-os paralelna kosini i usmjerena je niz nju, a
ishodiste se nalazi u tocki u kojoj u trenutku ¢ = £y pocinje gibanje. x-komponenta akceleracije tijela dana
je poznatim izrazima

at = g(sin « & pgi,, cos a),

gdje gornji predznak (+) odgovara klizanju tijela uz kosinu, a donji predznak (—) odgovara klizanju niz
kosinu. x-komponentu brzine i x-koordinatu poloZaja tijela za vrijeme klizanja tijela uz kosinu moZemo
napisati kao

olt] = ofte] + ay (t—to),  a[t] = z[te] + vlto] (t — to) + = (t — to)2,

2
gdje je v[tg] = —vo i x[to] = 0. Trenutak t = t; u kojem se tijelo zaustavlja slijedi iz uvjeta v[t;] =0,
0
751 = tO + _Oa
a4

te za polozaj tijela u tom trenutku imamo

2
Yo
] = ——2
x[t] 20,
Za vrijeme klizanja tijela niz kosinu imamo
olt] = 2] + o)t — 01) + (= 41)? = — 0 4 S gy
=zt 1 1 5 1) = 2a, 5 1)

Trenutak ¢ = t5 u kojem se tijelo nalazi u potetnom poloZaju slijedi iz uvjeta x[ts] = 0,

Vo
to =11 + .
2 ! v a+a—
Kona¢no, ukupno trajanje uspinjanja i silaska je
v v v a
t2—t0:—0+ 0 :—0<1+ —+>
a4 v a+a— a4 a_

Za zadane vrijednosti to — tg ~ 1.844s.

Rjesenje: t = (vo/ai)(1+ v/ai/a_), ax = g(sina £ pgp. cos ), t ~ 1.844s.
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Zadatak 1.2.6: Svemirski brod mase m = 10t na koji ne djeluju sile giba se duZ pravca brzinom
stalnog iznosa v = 1 kms~!. Skretanje broda bez promjene iznosa brzine ostvaruje se uklju¢ivanjem
bo¢nog motora koji na brod djeluje silom stalnog iznosa F' = 10 kN i smjera koji je u svakom trenutku
okomit na putanju broda. Po isklju€enju motora brod se nastavlja gibati duZ (novog) pravca. Koliko
dugo mora biti uklju¢en motor kako bi brod skrenuo za kut A¢ = 60°7

Postupak: Motor djeluje silom okomitom na smjer putanje $to znadi da ta sila ima ulogu centripetalne
sila. Oznagavamo
F =F,.

S obzirom da je ovdje centripetalna sila stalnog iznosa, te pretpostavljajuéi da se gibanje odvija u ravnini,
putanja broda je segment kruZnice. Pravac poletnog (kona&nog) gibanja broda tangenta je na kruZznicu u
totki u kojoj se motor ukljutuje (isklju€uje). Kut koji odgovara segmentu kruZnice jednak je kutu ¥to ga
zatvaraju pravac poletnog i pravac konaénog gibanja broda. Masa broda m, iznos brzine v, kutna brzina
gibanja po kruZnici

d¢

dt’
polumjer kruZnice R, te iznos centripetalne sile, povezani su poznatom relacijom

w =

2
Fop = mw?R = m];} .
Slijedi
d¢ _ Fop
dt  mo’
odnosno At
F F,
A¢:/ P dt = =2 At.
0o mu mu
Trazeno vrijeme je
mu
At = Ao.
Fep, ¢

Za zadane vrijednosti At ~ 17.45 min.
RjeSenje: At =muvA¢/F,, ~ 17.45min
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Zadatak 1.2.7: Automobil se krece brzinom stalnog iznosa po vodoravnoj podlozi kruZnom pu-
tanjom, a za sobom povla&i sanduk koji je za njega privezan nerastezljivim uZetom duljine jednake
polumjeru putanje automobila. Odredi polumjer kruZnice duZ koje se giba sanduk ako je iznos br-
zine automobila v = 10ms~!, polumjer putanje automobila R = 50m, a sanduk s podlogom ima
koeficijent trenja 1 = 0.3. (Ubrzanje gravitacijske sile g = 9.81 ms™2.)

Postupak: Pretpostavljamo da se sanduk giba duZ kruZnice polumjera R’ kutnom brzinom koja je jednaka
kutnoj brzini automobila,
w=v/R,

a pod djelovanjem sile trenja iznosa Fi,, = pmg i napetosti uZeta iznosa T'. Tangencijalna komponenta
zbroja sila na sanduk mora biti jednaka nuli, dok radijalna komponenta zbroja sila mora biti jednaka centri-
petalnoj sili,

Fiang. = T'sina — pmg = 0, Foag = Tcosa = Fop = mw?R/, (1)

gdje je a kut koji zatvaraju uZe i pravac sanduk—srediSte. 1z razmatranja geometrije jednakokra¢nog trokuta
&iji su vrhovi srediste kruZnice, poloZaj automobila i poloZaj sanduka imamo

R' =2Rcosa. (2)

Eliminacijom T iz sustava (1) te koristenjem (2) slijedi

pg  sina  V1—cos’a  \/1—(R/2R)?

w?R'  cosa cos a R'/2R ’
odnosno,
/ 2 R\ 2
1o 1_<M9) _9 1_<,U9 )
R o 2w2R R 202
Za zadane vrijednosti
R’ ~ 68m.

Rjesenje: R’ =2R\/1 — (ugR/2v?)? ~ 68m
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Zadatak 1.2.8: Tanki homogeni $tap duljine £ = 1m i mase m = 10kg vrti se kutnom brzinom
w = 10mrads—! oko osi koja prolazi njegovim polovistem i okomita je na njega. Odredi napetost
$tapa u njegovom polovistu.

Postupak: Napetost Stapa u njegovu polovistu prisutna je kako bi osigurala potrebnu centripetalnu silu
za kruzno gibanje obaju polovica $tapa. lzraunat ¢emo potrebnu centripetalnu silu. Element mase Stapa
mozemo napisati kao

dm = pdr,
gdje je

w=m/l

linijska gusto¢a mase Stapa, a dr je element duljine $tapa. Kako bi se element mase $tapa dm gibao po
kruznici polumjera r kutnom brzinom w na njega mora djelovati centripetalna sila iznosa

dFe, = acpdm = w?r dm.

Stap ¢emo zamisliti kao niz elemenata mase dm te ¢emo integracijom izratunati ukupnu centripetalnu na
jednu polovicu Stapa,

2/2 2,2 /2 202 2y
Fcp:/dFCp:/wzrdm:/ w%,udrz'uwr _p s _mee
=0 2 o 8 8

Centripetalna sila koju smo izraunali odgovara napetosti $tapa u njegovu polovistu. Za zadane vrijednosti
T =F, ~1234N .

Rjesenje: T = mw?(/8 ~ 1234 N
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Zadatak 1.2.9: 7 sitnih tijela ukupne mase M povezano je s pomocu n bezmasenih nerastezljivih
niti jednake duljine tako da tijela i niti ¢ine pravilni n-terokut s polumjerom opisane kruznice R.
Kad se taj n-terokut vrti oko osi koja je okomita na ravninu n-terokuta i prolazi njegovim sredistem,
napetosti niti tijelima osiguravaju potrebnu centripetalnu silu. Odredi napetost niti ako se n-terokut
vrti kutnom brzinom w te pronadi limes tog izraza kad n teZi u beskona¢no. (TraZeni limes opisuje
napetost tankog obru¢a mase M i polumjera R pri vrtnji kutnom brzinom w.)

Postupak: Kako bi se tijelo mase m = M /n vrtjelo kutnom brzinom w putanjom polumjera zakrivljenosti
R na njega mora djelovati centripetalna sila iznosa

Fop = mw?R = MwQR/n.

Tu silu osiguravaju dvije napete niti koje, svaka sa svoje strane, s tangentom na kruZnicu zatvaraju kut
a = 7/n. Slijedi da iznos zbroja projekcija dvaju sila u smjeru sredidta n-terokuta mozemo napisati kao

Fop = 2T, sin[m/n],
gdje je T, napetost niti. Slijedi
B Mw?R
" 2nsin[r/n]’
Kad n teZi u beskona&no imamo
Mw?R Mw?R
Tw = lim T, = lim .w _ v .
n=»00 n—o0 2n sin[m/n] 2

Rjesenje: T, = Mw?R/2nsin[r/n], T = lim, ;0 T), = Mw?*R /27
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Zadatak 1.2.10: Sitno tijelo objeSeno je s pomocu tanke nerastezljive niti duljine ¢ o &vrsto
uporiste i giba se opisujuéi kruZnicu polumjera r < ¢ u vodoravnoj ravnini (tzv. stoZasto njihalo).
Odredi frekvenciju vrtnje te njen limes za r/¢ — 0.

Postupak: Na tijelo djeluju gravitacijska sila iznosa mg i napetost niti iznosa T' koje zajedno daju
centripetalnu silu iznosa mw?r, gdje je w kutna brzina, a r je polumjer putanje. S obzirom da tijelo ne
akcelerira u uspravnom smjeru projekcija ukupne sile na uspravni pravac jednaka je nuli,

Tcos¢p —mg =0,
dok je projekcija ukupne sile na vodoravnu ravninu po iznosu jednaka centripetalnoj sili,
2

T sin ¢ = mwr,

gdje je ¢ kut koji nit zatvara s uspravnim pravcem. Eliminacijom T iz gornjih jednadZbi slijedi

2
tan ¢ = ﬂ,
9
a s obzirom da iz geometrije imamo
r
tan ¢ = T
slijedi
2 _ 9 _9g 2\—1/2
Za r/¢ — 0 imamo
lim w? = g
r/€—0 l

Rjesenje: w = \/g/l(1— (r/0)2)~"* Tim, e 0w = \/g/t
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Zadatak 1.2.11: Vodoravna platforma moZe se okretati oko vertikalne osi. Kut koji opisuje njen
poloZaj u vremenu dan je izrazom

olt] = o cos O,

gdje je ¢ > 0 amplituda (maksimalni kutni otklon od sredi¥njeg poloZaja), a {2 je frekvencija titranja.
Odredi minimalnu vrijednost koeficijenta trenja izmedu platforme i tijela koje se nalazi na platformi
na udaljenosti R od osi vrtnje ako Zelimo da tijelo ne proklizuje pri gibanju platforme.

Postupak: Sila koja osigurava gibanje tijela zajedno s akcelerirajuéom podlogom je sila stati¢kog trenja &iji
je maksimalni iznos (F}; )max = pIN = umg. Tijelo e proklizati po podlozi koja akcelerira s akceleracijom
iznosa a ako maksimalan iznos sile trenja nije dovoljan da osigura tijelu istu takvu akceleraciju. Uvjet
ma < (Fir. )max vodi na

w=alg.

Akceleraciju podloge u tocki u kojoj se nalazi tijelo ratunamo kao akceleraciju tocke koja se giba po kruZnici
polumjera R pri ¢emu je kutna koordinata ¢ opisana zadanim izrazom. lznos centripetalne i tangencijalne
komponente akceleracije dani su poznatim izrazima

Acp. = wW?R, Qtang. = || R,

gdje su
do dw 9
w=— = —¢f2 sin Qi a=— = —¢pfd° cos it
dt QSO ; dt ¢0 3
kutna brzina i kutna akceleracija. S obzirom da su centripetalna i tangencijalna akceleracija medusobno
okomite, kvadrat iznosa akceleracije moZemo napisati kao

a? = azp_ + afang. = R2Q1¢Z(cos® Ot + ¢3 sin® Q).

Ekstreme kvadrata iznosa akceleracije pronalazimo uvjetom

d 2
0= % == —R2¢395(1 — 3 + ¢ cos 20) sin 2Q¢
koji je ispunjen u dva slu€aja. Prvi slu¢aj nastupa pri sin2Qt = 0 i na Qt = 0,£7/2, +7,+37/2, ..., $to

naizmjence odgovara trenucima u kojima platforma prolazi sredisnjim poloZajem (tangencijalna akceleracija
iS¢ezava, a centripetalna komponenta je u svom maksimumu) te trenucima u kojima platforma miruje pri
maksimalnom otklonu (centripetalna akceleracija i¥¢ezava, tangencijalna je maksimalna). To daje dvije
ekstremalne vrijednosti iznosa akceleracije:

ay = (acp.)max = RQQQ%, az = (atang.)max = R92¢0-

Uotavamo da za 0 < ¢g < 1 vrijedi as > a1, dok za ¢9 > 1 vrijedi obrnuto. Drugi slu¢aj nastupa
pri cos2Qt = 1 — (baQ. Koriste¢i cos2a = 2cos? a — 1 dobivamo tre¢u ekstremalnu vrijednost iznosa
akceleracije,

az = RO (g5 —1/4)'/,

koja je prisutna jedino za ¢y > 1/2, a s obzirom da vrijedi ag < az, ona ne moZe predstavljati apsolutni

maksimum. Kona&no, koeficijent trenja potreban da tijelo “izdrZi” akceleraciju podloge odreden je njenim

maksimumima ai i as,

u > (max _ G2/g = (atang.)max/g = RQz(bO/g za 0< ¢0 <1
g al/g = (acp.)max/g = RQZ(b%/g Za ¢0 >1

Rjesenje: u > RO%*¢y/gza 0< ¢o <1, u> RO*¢3/g za ¢ > 1
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Zadatak 1.2.12: Bilijarska kugla nalije¢e na mirnu bilijarsku kuglu jednake mase. Ako se prva
kugla odbije pod kutom 6; u odnosu na smjer svog gibanja prije sudara, odredi kut koji zatvara
smjer gibanja druge kugle nakon sudara sa smjerom gibanja prve kugle prije sudara. Sudar smatramo
savr3eno elasti¢nim.

Postupak: Sudar promatramo u sustavu u kojem druga kugla miruje prije sudara. U svakom sudaru
o¢uvana je koli¢ina gibanja pa imamo

p = mvy = mv) +mvb,

a u savrseno elasti¢nom sudaru ofuvana je i kineti¢ka energija

2 2
mvi  omul® mo)

E . = =
kin. 2 2 9

(velitine oznatene s’ odnose se na stanje nakon sudara.) Gornji izrazi &ine sustav

/ / 2 12 12
Vi =vV]+Vy, v] = v +vy.

Kvadriranjem prve jednadZbe dobivamo

2 12 / / 12
vy =01 +2vy vy g,

te oduzimanjem druge jednadZbe slijedi

Sto znadi da su brzine v} i v}, medusobno okomite, odnosno, ako v} s v; zatvara kut 61, onda v} s v;
zatvara kut
92 = 77/2 — 91.

MoZe se razmotriti i slu¢aj u kojem je uvjet v} - v, = 0 ispunjen time 3to je jedna od brzina nakon sudara
jednaka nuli. Ako v =0, onda v}, = vy, §to odgovara &eonom savrieno elastiénom sudaru Eestica jednakih
masa, te kut 01 nije dobro definiran. Ako v/, = 0, onda v} = v, dakle sudar se “nije dogodio,” te kut 6
nije dobro definiran.

Rjeéenje: 02 = ﬂ/2 — 01
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Zadatak 1.2.13: Tijelo mase m; = 1kg brzinom iznosa v; = 10ms~! udara u mirno tijelo mase
msy = 4kg te se od njega odbija unazad brzinom iznosa v{. U sudaru se oslobada toplina u iznosu
od 20 J. Odredi iznos brzine vj.

Postupak: Oslobodena toplina odgovara gubitku kineti¢ke energije u sustavu. Koristeéi opéu relaciju

mima|vy — vao|?
2(m1 + mg)

K—-K =(1-k?

re¢unamo koeficijent restitucije,

2(K — K’)(m1 + ma) 1 2(K — K’)(m1 —|—m2).

2 _
kf=1-— s = 5
mimz|vi — va mimav?

brzinu v/ ratunamo iz opce relacije za ¢eoni sudar

MV + mavo kmg(vl — V)

vl = . .
m1 + mg m1 + mg
Slijedi
’ miviy movy mi — k:m2
V] = —k = V1.
my + ma m1 + mg my + mg

Za zadane vrijednosti

k> =05,  vi~-0366vy, o] =|v]|~3.66ms .

Rjegenje: k> =1 —2(K — K')(m +ma)/(mimav}) = 0.5,
vy = |my — kma|vi/(my + my) ~ 3.66ms™".
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Zadatak 1.2.14: Duva tijela &ije su mase m; i my mogu slobodno (bez trenja) klizati duZ vodoravne
tratnice. Ako se tijelo m; savrSeno elasti¢no sudari s tijelom mase moy koje je do tada mirovalo,
tijela se nakon sudara gibaju u suprotnim smjerovima brzinama jednakih iznosa. Odredi omjer masa

q:ml/m2-

Postupak: U savrseno elasti¢nom ¢eonom sudaru u referentnom sustavu sredista mase vrijedi
* 1 *
Vi2 = “Vio:
Prelaskom u laboratorijski sustav gornja relacija glasi
, p—
V1,2 —Vem = —(V1,2 - ch)7

odnosno
/
Vi2 = 2Vem — V12,

gdje je Ve brzina sredista mase. Ovdje imamo

/ / /
V| = 2Vem — V1, Vo = 2Vey = —V].
Eliminacijom v} , slijedi
vi = 4vey.
Koristedi
mivy
Vem =
mi +ma
slijedi
mq 1
q = — = —.
mo 3

Rjesenje: ¢=1/3
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Zadatak 1.2.15: Raketni motor ubrzava raketu time $to u suprotnom smjeru izbacuje plin brzinom
iznosa v u odnosu na raketu. Masa rakete umanjuje se za masu izbalenog plina. Ako je raketa
krenula iz mirovanja, odredi brzinu koju ée imati u trenutku u kojem e njena masa iznositi jednu
trecinu poletne mase.

Postupak: Promjena koli¢ine gibanja plina mora biti suprotna promjeni koli¢ine gibanja rakete (Newtonovi
zakoni). Promjenu koli¢ine gibanja mase koja pri izbacivanju plina mase Am ostaje u raketi moZemo napisati
kao

APraketa = (M — Am)(V + AV) — (M — Am)V ~ M AV,

gdje je M masa rakete, V je brzine rakete, a zanemarili smo &lan Am AV. Tome odgovara promjena
koli¢ine gibanja izbatenog plina

Appiin =Am (V+v) —AmV = Amyv,
gdje je v relativna brzina izbacivanja plina. S obzirom da mora biti Apraketa = —APyplin Slijedi
M AV = —-Amyv.
Takoder moramo uvaZiti da izbacivanje plina smanjuje masu rakete pa pisemo
Am = —AM.

Pisudi u diferencijalnom obliku, ograni¢avajuéi razmatranje iskljucivo na pravac duz kojeg se raketa giba, te
uz separaciju varijabli dobivamo diferencijalnu jednadZbu

dvV, dM

vy, M

koju ¢emo integrirati od potetnog (0) do kona&nog (1) stanja. Slijedi

M

U na%em slutaju Vp, = 0, My/M; = 3, te slijedi Vi, = —v,In3

Rjesenje: V =vIn3
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Zadatak 1.2.16: Laboratorijska vaga je baZdarena tako da pokazuje 0g kada se na njoj nalazi
prazna epruveta. U nekom trenutku epruvetu pocinjemo puniti Strcaljkom koja odozgo jednolikim
mlazom ubrizgava Am = 5g vode u At = 3s. Brzina vode u mlazu je v = 10ms~!. Odredi
vrijednost mase koju vaga pokazuje jednu sekundu nakon %to je polelo punjenje epruvete. (Ubrzanje
gravitacijske sile ¢ = 9.81ms 1))

Postupak: Tokom punjenja epruvete vaga pokazuje zbroj mase vode koja se u tom trenutku nalazi u
epruveti i mase Cija bi teZina bila jednaka sili kojom vaga zaustavlja vodu koja brzinom iznosa v ulazi u
epruvetu. Ako je punjenje epruvete pocelo u trenutku ¢ = 0 onda je masa vode u epruveti

mlt] = pt,
gdje je
_dm _ Am
F= 0 = At

maseni tok vode u mlazu (brzina punjenja). Iznos promjene koli¢ine gibanja elementa vode mase dm koji
se gibao brzinom iznosa v, a zatim se zaustavio, je

dp = dmw.

Prema Newtonovom zakonu tome odgovara sila

_@_dmv
At de

= [v.

Slijedi da tokom punjenja epruvete vaga prikazuje masu

F w  Am v
m'[t] = mft] + — = t+————<t+—>.
g d g Ty T A g

U trenutku ¢ = 1s vaga pokazuje m’ ~ 3.366 g.
Rjesenje: m/[t] = (Am/At)(t+v/g) ~ 3.366 g
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1.3 Rad i energija

Zadatak 1.3.1: Kako bi se automobil kretao vodoravnom cestom brzinom iznosa vy = 60 kmh~!
njegov motor mora raditi snagom Fy = 5kW. Pretpostavljajuéi da je sila otpora razmjerna kvadratu
brzine automobila, odredi najveé¢u brzinu koju automobil moZe postiéi na vodoravnoj cesti ako je
najveca snaga njegovog motora P, = 50kW.

Postupak: Snaga je jednaka umno$ku iznosa brzine tijela i komponente sile u smjeru gibanja. Na
vodoravnoj cesti pri brzini vg imamo

Py = Fovo,
dok je prema pretpostavci zadatka
F(] = k:vg
Pri maksimalnoj snazi motora imamo
Prax = Frnax = kv?
max — {'maxUmax; max — RKUpax-

Eliminacijom k, Fy i Fihax iz gornjeg sustava jednadzbi slijedi

Prax 1/3
Umax = V0 2) .

Za zadane vrijednosti vmax ~ 129.3km h~1.

Rjesenje: vnay = Vo(Prax/FPo)Y? ~ 129.3kmh~!
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Zadatak 1.3.2: Sitno tijelo mase m = 1kg objeSeno je s pomocu tanke bezmasene niti o &vrsto
uporiste, otklonjeno je iz ravnoteZnog poloZaja tako da nit zatvara kut oy = 45° s uspravnim pravcem,
te je pusteno u gibanje iz mirovanja (njihanje). Odredi napetost niti u trenutku u kojem tijelo prolazi
ravnoteznim poloZajem. (Ubrzanje gravitacijske sile g = 9.81 ms™2.)

Postupak: U trenutku kada tijelo prolazi ravnoteZznim poloZajem ono se giba kruZnom putanjom polumjera
£ brzinom iznosa vy pri ¢emu na njega napetost niti iznosa T’ usmjerena prema sredistu zakrivljenosti putanje
te gravitacijska sila iznosa mg suprotnog smjera. Zbroj tih dviju sila mora po iznosu biti jednak potrebnoj

centripetalnoj sili,

2
mug
Fp=—2

2
T:m<%0+g>.

Brzinu vy odredit ¢emo na osnovu ofuvanja mehanicke energije,

:T—mg,

odnosno

2 2
E:U+K=mgh+%:mgﬁ(l—cosa)%—%.

gdje je h = £(1—cos «) visina tijela u odnosu na ravnoteZni poloZaj pri otklonu a.. Pri maksimalnom otklonu
v = 0 pa imamo
E = mgl(1 — cos ayp),

dok u ravnoteZznom polozaju h = 0 pa imamo

Izjednadavanjem gornjih energija slijedi
v = 2g4(1 — cos ayp).

Kona¢no,
T =mg(3 — 2cos ayp).

Za zadane vrijednosti 1" ~ 15.56 N.
Rjesenje: T = mg(3 — 2cosag) ~ 15.56 N

28



Zadatak 1.3.3: Sitno tijelo klizi bez trenja niz kosinu koja u svom podnoZju prelazi u kruZznu petlju
polumjera zakrivljenosti R. Po ulasku u petlju tijelo nastavlja kliziti po njenoj unutradnjoj strani.
Odredi najmanju visinu u odnosu na najnizu to¢ku petlje s koje valja pustiti tijelo da klizi niz kosinu
Zelimo li da pri prolasku kroz najvidu totku petlje ono ne izgubi kontakt s podlogom (stropom).

%

Postupak: Ako tijelo pri prolasku kroz najvisu toCku petlje ne gubi kontakt s podlogom ono se giba
kruZnom putanjom te zbroj reakcije podloge i gravitacijske sila koja djeluje na tijelo (obje sile okomite na
putanju) mora biti po iznosu biti jednak potrebnoj centripetalnoj sili,

mv2

Fep = 7

=N +myg,

gdje je v brzina kojom se tijelo giba. Pustimo li tijelo u gibanje s visine H u odnosu na najnizu to¢ku petlje,
njegovu brzinu pri visini h < H moZemo odrediti na osnovu ofuvanja mehanicke energije energije,

E= U+K:mgh+%m02 =mgH,
iz Cega slijedi
v? = 2g(H — h),
odnosno u najvi$oj tocki petlje gdje je h = 2R,
v? = 2g(H — 2R).
Iznos sile reakcije podloge u toj tocki slijedi kao

2mg(H — 2R) @(

N = 7 —mg = 2H —5R).

Nas zanima grani¢ni slu¢aj u kojem reakcija podloge i¥¢ezava. Slijedi
5R

Hmin = 5
2

Rjesenje: H.;, =5R/2.
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Zadatak 1.3.4: Tijelo miruje na vodoravnoj podlozi po kojoj moZe klizati bez trenja, a vodoravnom
oprugom konstante & = 50 Nm™! je povezano s &vrstim uporidtem. U nekom trenutku na tijelo
pocne djelovati vodoravna sila stalnog iznosa Fy = 3N usmjerena tako da rasteZe oprugu. Odredi
maksimalnu kineti¢ku energiju koju ¢e tijelo postiéi prije nego 3to se zaustavi.

Postupak: Neka se ishodiste x-osi podudara s poletnim poloZajem tijela, a njen smjer sa smjerom u
kojem se tijelo po&inje gibati (smjerom rastezanja opruge). Ukupnu silu koja djeluje na tijelo pri poloZaju z
moZemo napisati kao

F[.%'] = FO — kx.

Radi se o konzervativnoj sili kojoj odgovara potencijalna energija
‘ / / 1. 5
Bpoula] = — [ Fla/|da’ = ~Foz + 3 ha?.
0

Ukupna energija je ouvana veli¢ina &iju vrijednost odredujemo na osnovu poletnih uvjeta z[tg] = 0 i

1 1
E = Eyin. + Epot. = §m7)323 — Fox + 5 kz? = 0.
Kineti¢ka energija postize svoj maksimum pri poloZaju pri kojem potencijalna energija ima minimum,

d
0= aEpot.[x] = —Fy + kx,

koji je ispunjen kada se tijelo nalazi pri polozZaju

Kineti¢ka energija pri tom poloZaju je

F, 1. [(F\?> F?
Ekin-:_Epot.:FO?O—§k<?0> :i-

Za zadane vrijednosti Eyj, = 0.09J.

Rjesenje: Ey, = F7/2k =10.09J
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Zadatak 1.3.5: Tijelo mase m leZi na vodoravnoj podlozi s kojom ima koeficijent trenja i dvjema
je oprugama &ije su konstante k/2 pri¢vriéeno za uporidta (vidi sliku). Tijelo pustamo u gibanje iz
mirovanja s neke udaljenosti od sredi$njeg poloZzaja. Odredi najvecu dopustenu udaljenost Zelimo i
da tijelo, nakon Sto se prvi puta zaustavi, ostane mirovati.

1 k)2 - k/2 l

//

Postupak: Neka se gibanje tijela odvija duZ z-osi gdje x = 0 odgovara sredisnjem poloZaju sustava (opruge
djeluju silama jednakog iznosa). Silu kojom opruge djeluju na tijelo te potencijalnu energiju opruga mozemo
napisati kao

1
Fopelz) = —kz, Ulx] = §km2.

Kako bi tijelo koje miruje pri x = xzg krenulo u gibanje, sila kojom na njega djeluju opruge mora biti po
iznosu veca od najveéeg mogucéeg iznosa sile trenja. Koristeéi izraz za silu opruga te Fy, = pmg slijedi
k|xo| > wmg, odnosno

|wo| > pmg/k.

Koordinatu tocke u kojoj Ce se tijelo zaustaviti dobit éemo razmatranjem energije u sustavu. U pocetnom
trenutku energija se sastoji iskljucivo od potencijalne energine opruga,

1

E =Ulxg| = Ekx%,

dok u trenutku kada se tijelo nakon gibanja zaustavi pri x = x1 imamo
E = Ulxi] + pmglz1 — xo|,

gdje drugi ¢lan na desnoj strani opisuje rad obavljen savladavajudi silu trenja. Pretpostavimo li da je x1 > x,
odnosno zg < 0, slijedi
x1 = —x0 — 2mgp/k.

Kako bi tijelo u tom poloZaju nastavilo mirovati, sila opruga mora biti manja ili jednaka najveéem iznosu
sile trenja, k|z1| < pwmg, $to vodi na

|=xo = 2mgu/k| < mgu/k.

Napigemo li sada g = —s (ranije smo pretpostavili g < 0), gdje je s traZzena udaljenost, gornje se
razmatranje svodi na sustav nejednakosti

s>b>0, |s — 2b] <'b,

gdje je b = mgu/k. Sustav se svodi na
0<b<s<3b

Slijedi da je najve¢a dopustena udaljenost

Smax = 3b = 3mgu/k.

Rjesenje: sy, = 3mgu/k
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Zadatak 1.3.6: Tijelo mase m klizi po vodoravnoj podlozi s kojom ima koeficijent trenja pu te
brzinom iznosa vy udara u slobodni kraj vodoravne opruge konstante k koja djeluje kao zaustavni
mehanizam. Odredi najvecu dopustenu vrijednost konstante k Zelimo li da tijelo, nakon $to se
zaustavi, ne krene u gibanje unazad, ve¢ da ostane mirovati. Takoder odredi duljinu zaustavnog puta
koja odgovara najvecoj dopustenoj vrijednosti konstante k.

Postupak: Tijelo ¢e se zaustaviti kada kineti¢ku energiju koju je imalo u trenutku u kojem je dotaknulo
oprugu ‘“pretvori” u potencijalnu energiju sabijene opruge i rad obavljen savladavanjem sile trenja duz
zaustavnog puta. Pisemo K = Fi, x + Ulz], odnosno

v k o

= umgx + 5:13 R

gdje je x duljina zaustavnog puta. RjeSavanjem kvadratne jednadZbe slijedi

T = _,zw]:g <—1 + \/1 + kzvg/pzmg?) ,

gdje uotavamo da je x2 < 0 te odabiremo x = x1 > 0 kao rjeSenje. Pri tom poloZaju opruga djeluje silom
iznosa

Fopruga = kz = pmg <—1 + \/1 + kv%/u2m92> ,

a tijelo se nece pokrenuti unazad ukoliko je iznos te sile manji od maksimalnog iznosa kojeg moZe poprimiti
sila trenja,
Fopruga S (Ftr.)max = pumg.

UvrStavanjem izraza za Fopruga U gornju nejednakost slijedi
k < 3u*mg? /v
Najveéoj dopudtenoj vrijednosti, kmax = 3u%mg?/v3, odgovara najkraéi zaustavni put,

Tnin = vg/,ug.

Rjesenje: k. = 3u?mg?/v3, Tmin = V3 /119
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Zadatak 1.3.7: Na vodoravnu transportnu traku koja se krece stalnom brzinom iznosa vy =
0.6 ms~! odozgo sipi pijesak stalnim masenim tokom p = 30kgs™t. Odredi snagu motora potrebnu
za odrzavanje trake u gibanju zanemarujuéi sve sile otpora.

Postupak: Snaga je umnoZak iznosa brzine i komponente sile u smjeru gibanja. Ovdje je, prema Newto-
novom aksiomu, vodoravna sila jednaka promjeni vodoravne komponente koli¢ine gibanja pijeska u jedinici
vremena,

d . Amuyg
F‘E _Alglo At

gdje je Am masa pijeska koja je u vremenu At pala na traku i biva ubrzana do brzine iznosa vg. Slijedi

d
F:d_TtrLUOZMUO7

gdje je 1 zadani maseni tok pijeska. Konaéno, snaga je
P = Fuy = pvg.
Za zadane vrijednosti P ~ 10.8 W.
Rjesenje: P = pv2 ~10.8W.
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Zadatak 1.3.8: Vlak mase m = 500t se u poletnom trenutku gibao brzinom iznosa vy =
10kmh™!, a narednih ga je At = 30s lokomotiva ubrzavala du? vodoravne pruge djelujuéi stalnom
snagom P = 2MW. Odredi duljinu prevaljenog puta u tom intervalu vremena te iznos konacne
brzine. U¢&inak svih sila otpora smatramo zanemarivim.

Postupak: Rad koji lokomotiva obavlja polevsi od trenutka ¢ = ¢y povecava kineti¢ku energiju vlaka.
MoZemo pisati

W = P(t —to) = K[t] - Klto] = 5 (v2[t] = ?[to]) .

gdje je v[tg] = vg poletna brzina vlaka. Slijedi

vlt] = \/Ug + %(t — to),

te kao kona&énu brzinu u trenutku t; = tg + At imamo

vp = vfty] = vlto + At] = 1/ vF + %At.

Prevaljeni put ratunamo integriraju¢i ds = v dt,

tl t0+At 2P 1/2
5:/ vdt:/ <v§+—(t—t0)> dt
to to m
P

Za zadane vrijednosti v; ~ 56.7kmh~!, s ~ 323.1m.

Rjesenje: s = (m/3P)((v2 + (2P/m)At)%? — v3) ~ 323.1m,
vy = (V2 + (2P/m)At)"/? ~ 56.Tkmh~!
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Zadatak 1.3.9: U vrecu pijeska mase M = 20 kg koja mirno visi na uZetu tako da je udaljenost
njena teZista od objesista £ = 5m vodoravno se prema tezistu ispali pus¢ano zrno mase m = 15g.
Zrno se “zaustavi’ u vreci, a vreca se (sa zrnom u sebi) nastavi njihati s kutom maksimalnog otklona
a = 4°. Odredi brzinu pu¥€anog zrna prije nego ¥to se ono zabilo u vrecu. (Ubrzanje gravitacijske
sile g = 9.81ms™2.)

Postupak: Zabijanje zrna mase m i brzine v u mirnu vreCu mase M shvaéamo kao savrdeno neelasti¢ni
sudar te na osnovu o€uvanja koli¢ine gibanja imamo

p=mv=(M+m)V,

gdje je V brzina vre¢e sa zrnom nakon $to se zrno u njoj “zaustavilo”. Na osnovu ofuvanja mehanicke
energije slijedi da maksimalni otklon vrede sa zrnom nastupa kada se poletna kineti¢ka energija u cijelosti
pretvori u gravitacijsku potencijalnu energiju. MoZemo pisati

E = %(]\4—1—7)1)V2 = (M +m)gh = (M 4+ m)gl(1 — cos o).

Eliminacijom V' iz gornjeg sustava slijedi

M ? M\?
v? = 2¢g0 ( i m) (1 — cosar) ~ 2g¢ <—> (1 —cosa).
m m

Za zadane vrijednosti v ~ 652.3ms ™.

Rjesenje: v = (M +m)/m)(2g4(1 — cosa))'/? ~ 652.3ms"!
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1.4 Titranje

Zadatak 1.4.1: Objesimo li uteg o oprugu br. 1 ona se produlji za Az; = 4cm. Objesimo i
isti uteg o oprugu br. 2 ona se produlji za Azs = 6cm. Odredi periode kojima bi uteg titrao kad
bismo ga objesili na te dvije opruge spojene u seriju i kad bismo ga objesili na te dvije opruge spojene
paralelno. (Ubrzanje gravitacijske sile g = 9.81ms™2.)

Postupak: Ozna&imo li masu utega s m te konstante dvaju opruga s ki i ko, iz uvjeta ravnoteZe utega
kada on visi na tim oprugama imamo mg = k1 Axq = ko Axo, odnosno

mg

mg
= kj =
Al‘l, 2

k = .
! Axg

Konstanta paralelnog spoja dvaju opruga Cije su konstante ki i ko je

Az + Azo

fp =Ktk = T Ry

te je, na osnovu poznatog rjedenja jednadzbe gibanja za masu na opruzi (harmonicki oscilator), frekvencija

titranja wp, dana izrazom

wi =2 = )
P m g Az Azo

Tome odgovara period

AxlASCQ
Ty, = — =2m| -
Wp g (Azy + Axs)
Za zadane vrijednosti T}, ~ 0.311s.
Konstanta serijskog spoja dvaju opruga je

kb 1
okt ke 9A$1+A$2’

te je odgovarajuéa frekvencija titranja wg dana izrazom

el 1
S_m_gAxl—i—AxQ'

2 A A
7= 2 gy [ATLt ATy
Ws g

§to za zadane vrijednosti daje Ty ~ 0.634s.

Rjesenje: T, = 2, /S058%2 ~ 0.6345, T, = 21 #ﬁfm) ~0.311s

Odgovarajuéi period titranja je
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Zadatak 1.4.2: Uteg je objeSen o donji kraj dinamometra i titra u uspravnom smjeru. Najmanja i
najveca vrijednost sile koju oitavamo na dinamometru tokom titranja su T = 3N i Thhax = 7N,
a kruzna frekvencija titranja iznosi wy = 2mrads~!. Odredi masu utega i amplitudu titranja. (Dina-
mometar moZemo smatrati oprugom zanemarive mase. Ubrzanje gravitacijske sile g = 9.81ms™2.)

Postupak: Neka je y-os uspravna i orijentirana uvis. PoloZaj utega moZemo napisati kao
ylt] = yo + A cos|wot],

gdje je yo koordinata ravnoteznog poloZaja, a A je amplituda titranja. Prema Newtonovu aksiomu, sila koja
osigurava to gibanje je
d2
Fy[t] = maylt] = m@y[t] = —mwi A cos|wt],
gdje je m masa utega. Ta se sila sastoji od gravitacijske sile i od sile dinamometra,
Fylt] = —mg + Tt].
Slijedi
T[t] = mg — mwi A cos|wt],

gdje prepoznajemo
Tiax = mg + mw%A,

Tinin = Mg — mw%A.

Iz gornjih dviju jednadZbi moZemo izralunati m i A:

Tmax + Tmin
m=———"—
29
A= 9 Tinax — Tmin

W(Q] Tiax + Tmin

Za zadane vrijednosti parametara dobivamo m ~ 0.510kg, A ~ 9.94 cm.

Rjesenje: m = (Thax + Toin)/29 =~ 0.510kg, A = gwy *(Tmax — Tmin)/ (Tmax + Tmin) =~ 9.94 cm
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Zadatak 1.4.3: Najveci iznos brzine koju &estica postiZze pri harmonitkom titranju je vy.e =
5 cms™!, a najvedi iznos akceleracije koju postiZe je apma.x = 10 cms 2. Odredi amplitudu A i
kruznu frekvenciju titranja wy. Zatim odredi iznos brzine u trenutku u kojem otklon estice od
ravnoteznog (sredidnjeg) poloZaja iznosi x = A/2.

Postupak: Napisemo li otklon Eestice koja harmoniZki titra amplitudom A i kutnom frekvencijom wg kao
x[t] = A cos|wot],
brzina i akceleracija estice dane su izrazima

o) = —wodsinfunt],  alt] = S aft] =
21t = —woAsinlwot], alt] = Z5lt] =

Kao maksimalni iznos brzine i maksimalni iznos akceleracije prepoznajemo

v[t] = —w2 A cos|wot].

2
VUmax = WOAa Omax = WOA-
Iz gornjih dviju jednadZbi slijedi
a U 'U2
ma; ma;
wo = X, A _= X = _max .
Umax wo Omax

Za zadane vrijednosti Umax | Gmax dobivamo wp = 2rads™!, A = 2.5cm. Ovisnost iznosa brzine o otklonu
dobit ¢emo pisuéi izraz za brzinu u obliku

= Wi A? sin?[wot] = wWBA%(1 — cos?[wot]),

gdje sada moZemo iskoristiti izraz za poloZaj Cestice kako bismo eliminirali cos|wgt]. Slijedi

v _w0A2< (%)2> = W3(A? - 2?).

(Vazno je uotiti da gornja relacija govori o kvadratima veli¢ina v i z, $to znaci da ona govori iskljucivo o
iznosima (modulima) brzine i otklona, a ne o njihovim predznacima.) Pri otklonu x = A/2 dobivamo

:EA/2_WOA\/1_ 1/2 OA_?UH]&X

Sto za zadane vrijednosti daje v,— 4/ >~ 4.33 cms™

Napomena: Relaciju koja povezuje v? i z? se moZe dobiti i na osnovu izraza za ukupnu energiju pri

harmoni¢kom titranju mase m na opruzi konstante elasti¢nosti k,

1 1
E:K+U:§m02+§kzx2.

Posebno, pri maksimalnom otklonu imamo v =0 iz = A, pa moZemo pisati
1
E = kA%
2
Iz gornjih izraza za energiju slijedi
1 1 1
577&’02 + §k$2 = 5]{142,
gdje dijele¢i s m i uzimajuéi u obzir da vrijedi w3 = k/m dobivamo v? = w}(A? — 2?) kao i ranije.

RjeSenje: wy = Gmax/Vmax = 21ads™!, A =02, /amax = 2.5 cm,
Vg—nj2 = VmaxV/3/2 ~ 4.33 cms ™!
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Zadatak 1.4.4: Tijelo mase m; = 3kg poloZeno je na tijelo mase my = 2kg koje je s pomocu
opruge konstante £ = 5 x 10 Nm™! oslonjeno o &vrsto tlo (vidi sliku). Odredi najveéu amplitudu
titranja sustava pri kojoj ne dolazi do medusobnog odvajanja tijela m; i mo. (Ubrzanje gravitacijske
sile g =9.81ms™2.)

Postupak: Neka je y-os uspravna i orijentirana uvis. Pod pretpostavkom da pri titranju ne dolazi do
odvajanja tijela mq i mo, njihovu visinu nad tlom moZamo napisati kao

ylt] = yo + A cos|wot],

gdje je yo ravnoteZna visina, A je amplituda, a

/ k
wop =4/ ————
mi1+ mo

je kruZzna frekvencija titranja. Akceleracija masa m1 i mo tada je

d2
aylt] = @y[t] = —wi A cos|wot],
a silu koja djeluje na my moZemo napisati kao
d? 9
Fylt] = myay[t] = miTs = —mwj A cos|wot].

Ta se sila sastoji od gravitacijske sile iznosa m1g koja djeluje prema dolje te od sile N usmjerene uvis kojom
tijelo mso djeluje na myq,
Fyt] = —mig + N[t).
Slijedi
N[t] = myg — miwi A cos|wot].

Uvjet ne-odvajanja tijela mq i my moZemo izraziti kao zahtjev da sila NV bude pozitivna ili jednaka nuli, tj.
da bude usmjerena prema gore ili da is¢ezne, Sto vodi na

g > wa A coslwot].

Taj je uvjet ispunjen za
A<T = gl + ma)
T wh k

Zaklju€ujemo da je najve¢a amplituda titranja pri kojoj ne dolazi do odvajanja masa A = g(my + m2)/k.
Za zadane vrijednosti parametara dobivamo A ~ 0.98 cm.

Rjesenje: A = g(my +ms)/k ~ 0.98 cm
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Zadatak 1.4.5: Cestica mase m se giba u z, y-ravnini pod djelovanjem sile F = —k (rx+4yy),
a pustena u gibanje iz mirovanja u totki ro = o X + 3o ¥. Napisi putanju Zestice u obliku y[z] te ju
skiciraj. Zatim odredi najveéu vrijednost iznosa brzine koju Cestica postiZze tokom gibanja.

Postupak: Jednadzba gibanja mi = F, rastavljena na komponente u x,y-ravnini, daje dvije nevezane
jednadzbe gibanja,
mi+kxr =0 i my + 4ky = 0.

Prepoznajemo da je rije¢ o harmoni¢kom titranju u x-smjeru frekvencijom
wo =V k/m

te o harmoni¢kom titranju u y-smjeru dvostruko ve¢om veéom frekvencijom. Opca rjeSenja moZzemo napisati
kao
x[t] = Ay cos|wot + ¢y i y[t] = Ay cos[2wot + ¢y,

gdje su A, i A, amplitude titranja, a ¢, i ¢, su fazni pomaci. Za komponente brzine dobivamo
v [t] = Z[t] = —wo Ay sin[wot + ] i vy [t] = y[t] = —2wo Ay sin[2wot + ¢y ).

Uzmemo li ¢ = 0 kao po&etni trenutak, na osnovu pocetnog uvjeta v[0] = 0 zaklju€ujemo da fazni pomaci
moraju biti jednaki 0 ili 7. Nakon toga na osnovu pocetnog uvjeta r[0] = zoX + yo ¥ slijedi A, = |xo]
i Ay = |yol, gdje za 29 > 0 uzimamo ¢, = 0 dok za zy < 0 uzimamo ¢, = 7 te isto tako za y-smjer.
Konac¢no, poloZaj moZemo napisati kao

x[t] = xg cos[wot] i y[t] = yo cos[2wot] = yo(2 cos?[wot] — 1).
Eliminacijom coswgt iz gornjih izraza slijedi jednadZba putanje estice u x,y ravnini,
ylx] = yo (2562/$% — 1) ,

gdje prepoznajemo parabolu s tjemenom pri x =0 i ¥ = —Yo- Skica za zp > 0i yp > O:
(x07y0)

Komponente brzine su v,[t] = —woxg sinfwot] i vy[t] = —4woyo cos[wot] sinfwot] te za kvadrat njena iznosa
dobivamo
v3[t] = v3[t] + UZ [t] = w? sin®[wot] (22 + 1693 cos®[wot]).

Zbog lakseg ratuna uvodimo varijablu u = cos?[wyt] koja poprima vrijednosti iz intervala [0, 1]. Gornji izraz
za kvadrat iznosa brzine sada moZemo napisati kao

v? = w1 — u) (2 + 16y3u) = —16y3w?(u — 1) (u + 23 /16y3) , u € [0,1],

&to je parabola s negativnim vodeéim koeficijentom, s nultotkama pri u; = —23/16y3 i us = 1, te s
tjemenom pri

up = (w1 +ug)/2 = (1 — af/16y3) /2.
Na% je cilj pronaéi maksimum te parabole na intervalu u € [0,1]. Uotavamo da za sve xzg i yg vrijedi
ug < 1/2. Za up > 0 tjeme se nalazi unutar intervala [0, 1] te odgovara maksimumu kvadrata iznosa brzine.

Zaklju¢ujemo
Umax = 14/ UQ‘u:uO = WO(x% + 16y(2])/8y0 Za x%/le(Q] <L

Ako je uy < 0, maksimum vrijednosti v2 se za u € [0, 1] nalazi pri lijevom rubu intervala, odnosno pri u = 0,

te imamo
/ 2 2
Umax = v2|u:0 = woTo za x5/16yg > 1.
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Rjesenje: y[z] = yo (22%/22 — 1), Vmax = wo(z2 + 16y2) /8yo za 22/16y2 < 1, Vmax = woTo za
z3/16y3 > 1
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Zadatak 1.4.6: Otklon estice koja prigueno titra opisujemo izrazom z[t] = Ae~% cos|wt + ¢)].
Odredi konstante A > 0 (amplitudu u ¢ = 0) i ¢ (fazu) ako u trenutku ¢ = 0 Zestica ima brzinu
T = vg > 0 pri otklonu z = 2y > 0.

Postupak: Ako je poloZaj opisan izrazom
z[t] = Ae™% coslwt + ¢],
onda brzinu moZemo napisati kao
z[t] = —(0 + wtanwt + @) z[t].
Najprije razmotrimo pocetni uvjet za brzinu,
z[0] = —(§ + wtan ¢) xg = vo.

On je ispunjen za

) v
tangp = —— — —0
w o Tow’
gdje valja voditi ratuna o dvoznaénosti pri odredivanju samog ¢. S obzirom da je zadano vy > 0i xg > 0,
tangens faze ¢ je negativan $to dopusta fazu (kut) iz Il ili iz IV kvadranta. Zatim razmatramo pocetni uvjet
za otklon,

x[0] = Acos ¢ = xo,

S obzirom da zahtijevamo A > 0 te da je ovdje zadano zg > 0, slijedi cos ¢ > 0 $to zna&i da faza ¢ pripada
I ili IV kvadrantu, od ¢ega je samo IV kvadrant dopusten ranije dobivenim uvjetom. Konaéno, iz poletnog
uvjeta za elongaciju slijedi

A=

)
20/ 1 + tan? —mo\/1+ +v0/x0> .

cos qu

Rjesenje: ¢ = arctan[—(d + vg/z0)/w] € [-7/2,0], A = mg/1 + ((§ + vo/70)/w)?
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Zadatak 1.4.7: Cestica prigu¥eno titra du? z-osi. Koordinate triju uzastopnih krajnjih polozaja
Cestice (poloZaji pri kojima brzina Cestice is¢ezava) su x; = 20cm, x5 = 5.6cm i 23 = 12.8cm.
Odredi koordinatu ravnoteZnog poloZaja.

Postupak: Polozaj Cestice koja priguseno titra duZ z-osi moZzemo opcenito napisati kao
2[t] = 2o + Ae ™% coswt + @],
gdje je xo koordinata ravnoteZnog polozaja, a
w=2n/T
je period prigusenog titranja. NapiSemo li brzinu Cestice kao
i[t] = — Ae (8 cos|wt + ¢] 4+ wsin[wt + @]),

lako je uociti da ona miruje, tj. nalazi se u krajnjem poloZaju, u trenucima koji su u vremenu razmaknuti
polovicu perioda prigusenog titranja. Oznacimo li s z,, koordinatu krajnjeg poloZaja &estice, slijedi da za
koordinate dvaju uzastopnih krajnjih poloZzaja vrijedi relacija

Tn+1l — Too _ _e—(S (T/2)
Tpn — Too

(negativan predznak na desnoj strani je prisutan jer se dva uzastopna krajnja poloZaja nalaze sa suprotnih
strana ravnoteznog polozaja). U na%em sluaju imamo dva para uzastopnih krajnjih poloZaja za koje pisemo

T2 “ %o _ _ -6(1/2) T3 “ Lo _ _ -6(T/2)
] — Too ’ 9 — Too
5(T/2)

Eliminacijom e~ iz gornjeg sustava dobivamo

(71 = Too) (T3 — Too) = (T2 — Too)?,

iz Cega slijedi
Xr1x3 — 1‘%

X B —
o T — 219 + X3

Rjesenje: =z, = (v123 — 23)/(z1 — 229 + x3) = 10.4cm
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Zadatak 1.4.8: Cestica koja priguseno titra s logaritamskim dekrementom prigusenja A = 0.002
pustena je u gibanje iz mirovanja pri otklonu zp = 1cm u odnosu na ravnotezni polozaj. Odredi
ukupni put koji ée Cestica preéi do “konagnog zaustavljanja” .
Postupak: Ako x = 0 odgovara ranvoteZnom poloZaju, uzastopni krajnji poloZaji Cestice koja priguseno
titra zadovoljavaju relaciju

Intl _ _ —6(T/2) _ —e M2,

Tn

gdje je x, poloZaj n-tog krajnjeg poloZaja, § je koeficijent prigusenja, T je period prigusenog titranja,
a A = 0T je logaritamski dekrement prigusenja. Ukupan put koji Cestica pravaljuje titrajudi, krene li iz
mirovanja pri otklonu xy, moZemo napisati kao

s = |zo| + 2|z1| + 2|x2| + 2|23| + - - -

= xo + 2x0e 2 + 20 <e_’\/2>2 + 210 (e_’\/2>3 4.
_ _ - SN
(14755 ()

Sumu prepoznajemo kao geometrijski red,

> ()" - —

k=0

2
S:.’IJ0<—1+1_€7_)\/2>

Rjesenje: s=uxq (—1+2/(1—e*?)) ~4a5/A ~20m

te je prevaljeni put
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Zadatak 1.4.9: Muzicka vilica u zraku titra frekvencijom f = 440Hz, a amplituda titranja joj
se smanji na jednu polovinu poletne vrijednosti u vremenu 71, = 4s. Odredi koliko bi se smanjila
frekvencija titranja iste vilice kada bi ona titrala u sredstvu zbog kojeg bi se amplituda smanjila na
jednu polovinu u vremenu 7'1’/2 = 3s.

Postupak: Amplituda priguSenog titranja se smanjuje u vremenu razmjerno s exp(—dt) pa vrijedi exp(—071/,) =
1/2, odnosno
0117, = In2,

gdje je ¢ koeficijent prigu$enja. U zraku vilica titra frekvencijom

In2
w? = wg — 62, 0= ,
T1/2
dok u sredstvu s ja¢im prigusenjem imamo
In2
w/2 — wg . 5/27 5/ =—,
T,

gdje je wq vlastita frekvencija vilice. Eliminacijom wy iz gornjeg sustava slijedi

w? =w? — (67 - %)

12 _ 52
Aw:w'—w:w<\/1—5 25 —1).
w

Uzmemo i u obzir § < ¢ < w mozemo koristiti razvoj v1+e~1+ %e te dobivamo

52— (n2?, _ L
Aw ~ — 2w = 2w <,7-1/2 2 _ ,7_1//2 ) .

Razlika frekvencija je

Konaéno uz w = 27 f,

Af = Aw (In2)? ( 9 ,2> .

o saep e T

Rjesenje: Af = f'— f = (n2)*(r;} —7/,7%)/87%f ~ —6.72 x 107" Hz
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Zadatak 1.4.10: Kiriti¢no priguseni oscilator vlastite frekvencije wy pokrenut je u gibanje iz rav-
noteZnog poloZaja poéetnom brzinom iznosa vy. Odredi najveli otklon koji ¢e ovaj oscilator postici.
Zatim odredi najveci iznos brzine koji ¢e oscilator posti¢i tokom povratka iz najjale otklonjenog u
ravnoteZni poloZaj.

Postupak: Opce rjeSenje jednadZbe gibanja kriti¢no prigusenog oscilatora (koeficijent prigusenja § jednak
je vlastitoj frekvenciji wp) ima oblik
z[t] = (c1 + cot)e w0t

gdje su c; i co konstante. Tomu odgovara brzina
#[t] = (ca — wolcr + cat))e w0,

Pocetni uvjet za polozaj daje
x[()] =C = 0,

s pomocu Cega pocetni uvjet za brzinu daje
z[0] = ¢o = vp.
Konatno, otklon, brzinu i akceleraciju oscilatora pisemo kao
z[t] = vot e~ 40t E[t] = vo(1 — wt) e 0!, #[t] = —vowo(2 — wot)e 0L,

Najvedi otklon dobivamo iz uvjeta &[t] = 0 koji je ispunjen u trenutku ¢t = 1/wy te

Vo
Tmax = Z[1/wo] = o

Najveci iznos brzine slijedi iz uvjeta Z[t] = 0 koji je ispunjen u trenutku ¢ = 2/wy. MoZemo pisati

. Vo
Umax = |Z[2/wo]| = 2

Rjesenje: T = vo/e€Wp, Vmax = Vp/€>
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Zadatak 1.4.11: Mornaritki top (16" /50 Mk VII) &ja je masa M = 120t ispaljuje projektil
mase m, = 1t brzinom iznosa v, = 800ms~'. Ovjes topa dopudta topu da se on po ispaljenju
projektila pomakne unazad ¢ime se ublaZi djelovanje povratnog udarca na konstrukciju broda. Ovjes
je podesen je tako da se top ponasa kao kriti¢no priguseni oscilator. Odredi vrijeme koje protjece od
ispaljenja projektila do trenutka u kojem se top nalazi u najjace otklonjenom poloZaju ako udaljenost
tog poloZaja od ravnoteZnog poloZaja topa iznosi Z.x = 1.5m. Zatim odredi najveci iznos sile

kojom top nakon ispaljenja projektila djeluje na brod.

Postupak: S obzirom da je top kriti¢no prigu$eni oscilator njegovo gibanje u odnosu na brod opisujemo
izrazom
a[t] = e (zo + (vo + 20d)t),

gdje su xg i vy poletni poloZaj i brzina u trenutku ¢t = 0. Ovdje t = 0 odgovara trenutku ispaljenja
projektila pa imamo xg = 0, dok poletnu brzinu odredujemo na osnovu oluvanja koli¢ine gibanja pri
ispaljenju projektila. Koli¢ina gibanja projektila myv, mora po iznosu biti jednaka koli¢ini gibanja topa
Mg, pa imamo

MU
pUp
W=
odnosno, e
z[t] = vote 0 = —2P o0t

Funkcija te™% ima maksimum pri t = 6~ gdje je njena vrijednost 1/ed, pa imamo

mplp
X = .
max e(SM
Iz gornjeg izraza odredujemo
MpUp
6= ——,
eM xmax
te za trenutak u kojem top dosiZe x,.x dobivamo
. 1 eMrpax
S mpyy

Za zadane vrijdnosti t >~ 0.612s. Iznos sile kojom top djeluje na brod raunamo na osnovu mase i akceleracije
samog topa,
Ft] = Mi[t] = mpvpde (=2 + 6t).

MoZe se pokazati da funkcija e*‘St(—Q + 0t) za t > 0 ima najvecu apsolutnu vrijednost upravo u trenutku
t = 0, dakle netom nakon ispaljenja projektila (a ne pri maksimalnom otklonu topa gdje je sila povratne
opruge najveca, kao niti u jo¥ kasnijem trenutku u kojem je ispunjen uvjet dF'/dt = 0). Slijedi

Fiax = |F[0]] = 2mpvp0 =

Za zadane vrijednosti Fiax ~ 2.61 x 106 N.

Rjesenje: t = eMzya/myvp, = 0.6128, Fia = 2(mpvy)?/e My, ~ 2.61 x 10°N
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Zadatak 1.4.12: Kuglica mase m = 12 g i polumjra r = 1 cm vezana je oprugom za &vrsto uporiste
tako da kruZna frekvencija njenog nepriguenog titranja iznosi wy = 2w rads~!. Odredi logaritamski
dekrement prigusenja, frekvenciju prigusenog titranja te rezonantnu frekvenciju tog oscilatora kada
je on uronjen u ulje viskoznosti 7 = 0.4Pas. (Silu otpora pri gibanju kuglice kroz ulje opisati
Stokesovim zakonom.)

Postupak: Prema Stokesovu zakonu, jakost sile koja koti gibanje kugle polumjera 7 i brzine iznosa v pri
njenu gibanju kroz fluid koeficijenta viskoznosti 7 opisana je izrazom

F, = 6mnro.
Prema tome, jednadZbu gibanja kuglice moZemo napisati kao
mi = —6mnra — kx,
gdje je k konstanta opruge. Podijelimo li gornju jednadzbu s m moZemo ju napisati u poznatom obliku,
i+ 200+ wiz =0,
gdje je wg = \/k/—m zadana frekvencija neprigu$enog titranja, dok parametar
§ = 3mnr/m

opisuje jakost prigudenja. Za § < wy, $to je za vrijednosti ovdje zadanih parametara ispunjeno (dobiva se
d/wo = 0.5), rjeSenje jednadzbe gibanja je priguseno titranje frekvencijom

2
o= % = \Jw — 82 = \JuR — (3w /m)? = 5.4drads "

Logaritamski dekrement prigusenja ovdje je

_ ~1/2
) ) 2 1/2 2
A:éT:i:L:%(ﬂ—l) — 27 (”‘)m) -1 ~ 3.63.

w Vw2 — 62 02 3mnr

Rezonantna frekvencija dana je izrazom

Wrez. = \/wg —20% = \/wg —2(3mnr/m)? ~ 4.44rads™ L.

2363, w= Vwg — (3mnr/m)? ~ 5.44rads™?,

Wrer. = /Wi — 2(3mnr/m)? ~ 4.44rads™?

Rjesenje: \ = 27 ((wom/3mnr)? — 1)
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Zadatak 1.4.13: Na jednom kraju opruge konstante k pri¢vrs¢eno je tijelo mase m. Drugi kraj
opruge, pod utjecajem vanjske sile, titra duZ osi opruge amplitudom R i frekvencijom w,. Odredi
amplitudu titranja mase m te najveéi iznos produljenja opruge do kojeg dolazi tokom gibanja ovog
sustava.

Postupak: Neka je x1 poloZaj kraja opruge koji titra amplitudom R i frekvencijom wy,, a x2 neka je poloZaj
suprotnog kraja na kojem je pri¢vrs¢ena masa m.

k m
} } X
X1 )

JednadZbu gibanja mase m moZemo napisati kao
mi'g =—kAl= —]{;(@ — @0) = —k(.%'g — X — 60)7

gdje je Al produljenje opruge, ¢ je njena trenutna duljina, a konstanta ¢y je ravnotezna duljina opruge.
Titranje 1 moZemo opisati izrazom
z1[t] = R cos|wpt].

Nadalje, s obzirom da ravnoteznu duljinu opruge £ moZemo odabrati po volji, zbog jednostavnosti uzimamo
£y = 0. Dijeledi jednadZbu gibanja s m moZemo ju napisati u obliku

To + wgﬂcQ = ng cos|wpt],
gdje je
wg = k/m, fo =kR/m = RW}.
Prepoznajemo da se radi o neprigusenom oscilatoru vlastite frekvencije wq, ali s vanjskom silom. Opcenit
izraz za amplitudu prisilnog titranja,

A= Jo
\/(wg — w2)? + (20w, )?

)

uz = 0 jer nema prigusenja te uz gornji izraz za f}, poprima oblik

B fp B Rw% B R
Bl B 1= ()]

Najveée produljenje opruge moZe se odrediti iz najveeg iznosa akceleracije mase m koji pri harmoni¢kom
titranju amplitudom A i frekvencijom wy, iznosi

Amax = ng.
Najveée produljenje je

- B
‘1 - (WO/WP)Q‘.

TN

F ma w
AE max — max — max — A
(A0) k k w

N

Rjesenje: wi =k/m, A= R/|1 — (wp/wo)?], (Al)max = R/|1 — (wo/wp)?|

49



Zadatak 1.4.14: Kada na prigudeni oscilator djeluje vanjska harmonitka sila amplitude Fj, i
frekvencije jednake rezonantnoj frekvenciji oscilatora, on titra amplitudom A,.,.. Kada na isti oscilator
djeluje vanjska sila nepromijenjene amplitude F},, ali frekvencije koja je znatno niZa od rezonantne
frekvencije (teZi u nulu), oscilator titra amplitudom A,. lzrazi logaritamski dekrement prigudenja
oscilatora s pomo¢u omjera ¢ = Ay, /Ao.

Postupak: Logaritamski dekrement prigusenja oscilatora opisanog s wy i ¢ definiran je s A = 07", gdje je
T = 2w /w period prigusenog titranja (bez vanjske sile), a w = wpy/1 — (§/wp)? je frekvencija. MoZemo
pisati

6/(,00

ViryPE

Amplituda prisilnog titranja tog oscilatora uz vanjsku silu amplitude F}, i frekvencije w, dana je izrazom

F,/m
V(B — )2 + (200,)2

Alwp| =

U rezonanciji gdje je wp = wres. = woy/1 — 2(d/wp)?, te kada wp, — 0, imamo

Fp/m A(]:A[O]:Fp/m

T %o/l — (/w2 w

Arez. =A [Wrez . ]

Slijedi
AI'BZ. _ 1

T A T 2(6)wo) /1 (0)an)?

Iz gornjeg izraza ra&unamo omjer 4 /wy,

§\* 1 1

— =s(1E£4/1-=5).

wo /19 2 q
Odabiremo rjeSenje s negativnim predznakom ispred korijena jer za (6/wg)? > 1/2 pojava rezonancije ne
postoji te ratunamo logaritamski dekrement prigusenja,

N [1mV1I-a?
i

RjeSenje: \ — 27r\/(1 ~V1I=q2)/(1+/1-q7?)
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Zadatak 1.4.15: Ovjes (opruge i amortizeri) automobilske prikolice mase m = 200 kg podesen
je tako da se ona, kad nije optereena, ponasa kao kriti¢no priguseni oscilator. Odredi rezonantnu
frekvenciju prikolice optere¢ene teretom mase M = 400kg ako je opaZeno da se ona pod tim
optereCenjem spusti za H = 10 cm. (Prikolicu s teretom shvatamo kao masu m + M oslonjenu na
oprugu s prigudenjem. Ubrzanje gravitacijske sile g = 9.81ms™2.)

Postupak: Rezonantna frekvencija oscilatora dana je poznatim izrazom

_ 2
Wrez. = \/ Wy — 252,

gdje je wg vlastita frekvencija oscilatora, a § je parametar koji opisuje prigusenje. S obzirom da prikolicu s
teretom shva¢amo kao masu m + M oslonjenu na oprugu konstante k s trenjem b, vlastita frekvencija je

k
wn =
0 m—l—M’
a koeficijent prigusenja je
b
0= ———.
2(M +m)

Na osnovu podatka da se neoptereéena prilkolica ponasa kao kriti¢no priguseni oscilator, $to znadi da je za
M = 0 vrijedi wy = 9§, ovdje imamo
k b

m  2m’
Nadalje, na osnovu opazanja da se pod teretom teZzine Mg prikolica spusti (sabije oprugu) za visinu H,
slijedi jenakost sila kH = Mg, odnosno
k=Mg/H.

Konacno, rezonantnu frekvenciju s pomoéu gornjih izraza mozemo napisati kao

s o ook b >k 2km k(M -—m) M(M-m) g
wrez._wO_Q(S - —2 - B 2 2 2 I
m+ M 2(M +m) m+M (M4 m) (M +m) (M+m)? H
odnosno
M g m
Wrez. = _<1__)
M+m\V H M

(Zanimljivo je uotiti da se kod ovako podeenog ovjesa pojava rezonancije pojavljuje tek za M > m, jer
u protivnom je izraz pod korijenom negativan.) Za zadane vrijednosti parametara m, M i H dobije se
Wreg, =~ 4.67rad s~ 1.

Rjesenje: w.o, = (M/(M +m))+/(g/H)(1 —m/M) ~ 4.67rads L.
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Zadatak 1.4.16: Automobil se kree po neravninama koje moZemo opisati visinom ylx] =
H cos[2mx /)], gdje je x vodoravna koordinata poloZzaja, H = 2cm je “amplituda”, a A je “valna
duljina” neravnina. Ovjes automobila ima ¢ = 5 puta slabije prigu$enje od onog koji bi odgova-
rao kriti¢nom prigusenju. Odredi amplitudu titranja automobila duZ uspravne osi kada se on krece
brzinom pri kojoj dolazi do rezonancije. (Automobil shvaéamo kao masu oslonjenu na oprugu s
prigusenjem. Prijelazne pojave ne razmatramo.)

Postupak: Automobil shvaédamo kao oscilator koji se sastoji od mase m oslonjene na oprugu konstante k
uz koeficijent trenja b, ¢emu odgovaraja vlastita frekvencija

wo =V k/m

i koeficijent gu¥enja 6 = b/2m. Pri kriti&nom prigudenju vrijedi 6 = wy, pa s obzirom da je ovdje prigusenje
q puta slabije od kriti¢nog, imamo

wo

.

Pri gibanju automobila donji kraj opruge titra s amplitudom H, a to znadi da amplitudu vanjske sile koja
na njega djeluje moZzemo napisati kao

0=

2
F,=kH = mwyH.
Amplituda titranja u rezonanciji dana je poznatim izrazom

F,/m

25\/wi — 62

Arez. =

Uvrstavanjem gornjih izraza za F}, i 6 slijedi

Hq2

22 -1

Arez. =

Rjesenje: A, = (H/2) <q2/\/q2 — 1) ~ 5.103 cm
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Zadatak 1.4.17: Cestica mase m; i Eestica mase m;, povezane su oprugom konstante k. Odredi
kruznu frekvenciju titranja tog sustava.

CO<voous50053-O)

ma k mo

Postupak: Neka se gibanje Cestica odvija duZ z-osi; x; neka je koordinata Cestice mi, a x2 neka je
koordinata Cestice mo. Neka je u ravnoteZi o > x1. Ozna&imo li s £y ravnoteznu duljinu opruge, promjenu
njene duljine uslijed gibanja ¢estica moZemo napisati kao

f =T — X1 — @0.
JednadZbe gibanja Cestica sada moZemo napisati kao
mljn'l = kf, mgi'g = —/{35.

Napisemo li sada jednadzbu gibanja za varijablu &, dobit ¢emo

. k k
§:x2—$1:—£+—£,
mq meo
odnosno i+ m
Fprmitmee

mimso
$to prepoznajemo kao jednadZbu gibanja harmoni¢kog oscilatora s kruZnom frekvencijom
mi + ms

W=k
0 mims

Rjeéenje: Wy = \/k:(ml -+ mg)/mlmg
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1.5 Valovi

Zadatak 1.5.1: Uteg mase M = 2kg mirno visi na uZetu duljine £ = 10m i mase m = 0.5kg.
Odredi trajanje putovanja transverzalnog valnog poremecaja s jednog na drugi kraj kraj uZeta (Ubr-
zanje gravitacijske sile ¢ = 9.81ms™2.)

Postupak: Brzina kretanja valnog poremecaja dana je izrazom

T
V=4]—
I

gdje je T napetost, a
H= n

je linijska gustoéa mase uZeta. Napetost uZeta u toCki na visini h iznad njegova donjeg kraja jednaka je
zbroju teZine utega i teZine dijela uZeta koje se nalazi ispod te tocke,

h
Slijedi da je brzina kretanja vala na visini h iznad donjeg kraja

v[h]:ﬁ:ﬂ%m) .

Trajanje putovanja vala s jednog kraja na drugi je

¢
ZQVZ(,/H%_,/%).
o g m m
Za zadane vrijednosti M, £ i m dobivamo 7 ~ 0.477s.

RjeSenje: = 2./7/g (\/1  M/m — \/M/m) ~ 0.477s
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Zadatak 1.5.2: Napetim uZetom, brzinom iznosa v = 10ms™!, putuje transverzalni valni po-
remecéaj oblika y[z] = axe /" gdje su o = 0.1 i b konstante. Odredi maksimalni iznos brzine
kojom se gibaju Cestice uZeta.

Postupak: Valni poremedaj koji se brzinom iznosa v uZetom giba na desno opéenito opisujemo s
ylz, t] = flo —ot],

gdje je f funkcija jedne varijable. U trenutku t = 0 imamo

ylz, 0] = flz].

Uzmemo li da se oblik valnog poremecaja opisan u zadatku funkcijom y[x]| odnosi na trenutak ¢ = 0, mora
vrijediti f[z] = y[x], te funkciju f prepoznajemo kao

flz] = aze /Y,

Brzina kojom se gibaju Cestice je

ylx,t] = —ylx, t] = % [z —vt] = —vf' [z — vt].

Najveli iznos te brzine moZemo pronadi tako da se ograni¢imo na trenutak ¢t = 0 te da razmotrimo brzine
Cestica duz &itave z-osi,

. /

y[%,O] = —vf [x]
Ekstrem gornje brzine traZimo uvjetom

d . 2are—(@/b)? 22
0= ilen0 = —of"le] = - 2T (5220,

3
1‘172 = i\/;b, T3 = 0.

Brzine Cestica za gornje vrijednosti = su

koji je ispunjen za

y.[xl,QaO] = Mava y[ﬂ?g,O] = —auv.

S obzirom da je 2 < ¢3/2 zaklju¢ujemo da je najveéi iznos brzine koju postizu Cestice pri gibanju zadanog
valnog poremedaja
|y|max = av.

Za zadane vrijednosti |f|max = 1 ms™L.

Rjesenje: |¢|max = v = 1ms™?
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Zadatak 1.5.3: Beskona&nim uZetom napetosti 7" = 2 kN putuje transverzalni valni poremecaj &iji
je oblik u trnutku ¢ = 0 opisan s y[z] = Ae **/"" gdje su A =1cm i b= 10cm konstante. Odredi
ukupnu energiju valnog poremecaja. (Koristi se integral [ u?e ™ du = \/7/2.)

Postupak: Uzmemo li da valni poremecaj putuje na desno, opisujemo ga valnom funkcijom
ylo,t] = flo —vt] = Ae” D,

gdje je

brzina propagacije vala, T je napetost, a u = Am/Ax je linijska gusto¢a mase uZeta. Linijska gustoda
kineti¢ke energije uZeta je

AK 1Am , 1 <8y[:ﬂ,t]>2 _ 2u?A? (ac —vte(xvt)Q/lP)Q

Az 2Az v 2"\ T ot 2 b
Linijska gustoda potencijalne energije je

AU AW T(Az' — Ax)
Az At Az ’

gdje je Az’ — Az produljenje elementa uZeta uslijed valnog gibanja. Pi3uéi

Az’ = /(Az)? + (Ay)? = Az/1+ (Ay/Az)? ~ Az (1 + (Ay/Az)?/2),

gdje smo koristili v/1+ € ~ 1 + €/2, slijedi

AU T (&)2 T <8y[w,t]>2 2T A? <x - vte_(x_vt)z/b2>2

Az 2 \ Az 2 Ox b2 b

Linijsku gustocu ukupne energije u trenutku ¢t = 0 moZemo, koriste¢i pv? = T, napisati kao

_ (AK N AU
=0 -\ Az Az

Ukupna energija valnog poremedaja je

AFE

AE _ AT A2 x2€_2$2/b2.
Ax

- 4
t=0 b

2
= we ™™ du =

E_/w@d _ATA? b3 [ T TA?
) Az vo2v2 oo 2 b

Za zadane vrijednosti E ~ 2.507 J
Rjefenje: E = TA%\/7/b\/2 ~ 2.507)]
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Zadatak 1.5.4: Celi¢na Zica promjera d = 1 mm i duljine £ = 3m s u¢vré¢enim krajevima napeta
je tako da joj frekvencija titranja transverzalnog stojnog vala u osnovnom modu iznosi f = 200 Hz.
Odredi ukupnu energiju titranja te Zice kada ona titra u osnovnom modu maksimalnom amplitudom
A =2cm. (Gustoéa Celika p = 7800 kgm™3.)

Postupak: Titranje stojnog vala u osnovnom modu na napetoj Zici s krajevima pri z; = 0 i x5 = £ moZemo
opisati valnom funkcijom
ylz, t] = Asin[kz] cos[wt],

gdje vrijedi

6:5, s
2

]{;:—:%7 w:27rf

Linijska gustoca kineti¢ke energije Zice je

AK_IAm2_1 8y[x,t] 2_1 242 .. 92 .92
~ 3.V~ 5#( = —pw*A” sin”[kx] sin”[wt],

ot 2
gdje je
d2
p=pS=r’np= Zp
linijska gusto¢a mase Zice. Ukupnu kineti¢ku energiju dobivamo integracijom preko &itavog raspona Zice,
¢ AK 1 242 .. 9 ¢ <2 1 2 429 12
K = —dx = —pw A sin“|wt] | sin®[rx/f] dr = —pw* AL sin®|wt]
=0 A.I 2 0 4

(gornji je integral ocigledan jer je srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije na polovici perioda
jednaka 1/2). Vidimo da kinetitka energija postize maskimalnu vrijednost

1
() paxe = Z,uszzﬁ
u trenucima kada vrijedi sin[wt] = +1. Primjeujemo da u tim trenucima vrijedi coswt] = 0, odnosno

ylz,t] = 0, $to znaki da u tim trenucima Zica nije otklonjena te da je njena potencijalna energija jednaka
nuli. Konalno, s obzirom da je ukupna energija zbroj kineti¢ke i potencijalne energije, te da je ukupna
energija o€uvana u vremenu, zaklju¢ujemo

1 1d? 1
:—mﬂA%:—giwﬂaﬂ%ﬁﬁzsz%ﬂA%.

E=K+U=(K)pu =7 1

Za zadane vrijednosti d, £ i f, A i p dobije se '~ 2.90J.
Rjesenje: FE = d*m3pf?A%(/4~2.90]
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Zadatak 1.5.5: Gitarska Zica 1E, promjera 2r = 0.01”, na&injena od &elika Youngova modula
elasti¢nosti £ = 2.2 x 10! Pa i gustoé¢e p = 7700 kg m ™3, razapeta je na rasponu duljine £ = 25.5".
Odredi silu napetosti i odgovarajuce relativno produljenje Zice ako ona u osnovnom modu titra
frekvencijom f = 330Hz. (1” = 1in =2.54 x 1072 m.)

Postupak: Pri titranju stojnog vala na Zici duljine £ s uévrséenim krajevima, za osnovni mod titranja vrijedi

A
{=—,
2
gdje je A valna duljina. Tome odgovara valni vektor
2w
k = — =,
A l
odnosno frekvencija
w=2nf = kv,
gdje je
T
v=4/—
n
brzina Sirenja vala na Zici, T je napetost, a
_ a2
uw=pS=prem

je linijska gustoca mase Zice. Slijedi
T = w? = priz 2nf/k)? = prim (2ml)* = 4r’mpl? f2.
Za zadane vrijednosti T' >~ 71.3 N. Relativno produljenje Zice u odnosu na stanje bez naprezanja je

5_O'L_T/S_ T  Apl*f?
L= " "E ~r2xE E

Za zadane vrijednosti § ~ 6.40 x 1073

Rjesenje: T = 4r?mpl®f? ~71.3N, 0 = 4pl*f*/E ~ 6.40 x 1073
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Zadatak 1.5.6: Stojni valovi zvuka titraju u dvije cijevi s otvorenim krajevima. Duljina prve cijevi
je £ =1 m, a druga cijev je za A/ = 1 mm dulja od prve. Odredi frekvenciju udara koji se ¢uju kada
obje cijevi istovremeno proizvode zvuk u osnovnom modu titranja. (brzina zvuka v, = 340ms™')

Postupak: Titranje zraka u osnovnom modu u cijevi s otvorenim krajevima pri x1 = 0 i z9 = £ opisujemo
funkcijom

&z, t] = Acoslkx] cos[wt]

gdje vrijedi

A 2r 7
— ]{: = — = — = k = — .

27 A 67 w UZ g UZ

Kad dvije cijevi titraju istovremeno, ukupno titranje koje opazamo u nekoj tocki izvan obiju cijevi moZemo
opisati s

/6:

C[z,t] = ay cos[wit 4+ P1] + ag cos[wat + Pa].

Uzmemo li a1 = a9 = a, te zbog jednostavnosti ¢; = ¢ = 0, imamo

C[x,t] = 2acos [wl ;th} cos [wl ;—th} ,

gdje prepoznajemo udare s kruZnom frekvencijom

Wy = W] — Wy = TV 11 —veQ_gl—vifvvg
nEE TR E T T ) T T 0 _WZE(E—FAE)_WZEZ'
TraZena frekvencija je
wy VAL
fu_ = 5 -
27 2/

Za zadane vrijednosti f, ~ 0.170 Hz.

Rjesenje: f, = v,AL/20(¢ + Al) ~ v,Al/2(* ~ 0.170 Hz
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Zadatak 1.5.7: Kada je omjer frekvencija dvaju tonova jednak /2 glazbenici ka?u da se oni raz-
likuju za “pola tona”. (Jednu “oktavu” &ini dvanaest uzastopnih “polutonova”, dakle ona odgovara
udvostru€enju polazne frekvencije.) Odredi od koliko se “polutonova” sastoji prirast frekvencije koji
nastupa kada titranje zraka u cijevi s jednim zatvorenim i jednim otvorenim krajem iz osnovnog moda
prede u prvi pobudeni.

Postupak: Duljina cijevi £ s jednim zatvorenim i jednim otvorenim krajem i valna duljina zvuka A, kad se
radi o titranju u osnovnom modu (1) te u prvom pobudenom modu (2), zadovoljavaju relacije

PR

4 4
Nadalje vrijedi

2T T 2 3
ki=—=— ko = — = 3k
TN 20 2T\ 2 b
te koristeci relaciju
w=kv

slijedi

W = 3(,01.

Vidimo da prilikom prelaska u prvi pobudeni mod titranja dolazi do utrostrucenja polazne frekvencije zvuka.
Odgovarajuéi broj polutonova m dobit ¢emo s pomodu uvjeta

3=(¥2)" =2m
iz Cega slijedi

12 3 19,02
m = _— . .
In2

Rjesenje: m =12 x In3/In2 ~ 19.02
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Zadatak 1.5.8: Zvulnik se nalazi na vodoravnom tlu i emitira zvuk frekvencije f = 1000 Hz
ravnomjerno u svim smjerovima “gornjeg poluprostora”. Odredi snagu zvuénika ako na udaljenosti
r = 30m od njega jakost buke iznosi Lgg = 100dB. Zatim odredi amplitudu kojom osciliraju
Cestice zraka te amplitudu oscilacije tlaka zraka na udaljenosti r od izvora. (Za frekvenciju zvuka
f = 1000 Hz uzima se da granica &ujnosti odgovara intenzitetu Iy = 1072 W m~2. Gustoéa zraka
p, = 1.22kgm™3, brzina zvuka u zraku v, = 340ms~1.)

Postupak: Na osnovu definicije jakosti buke, Lgg = 10log,4[I/1o], gdje je Iy granica Eujnosti, slijedi

I = Iy x 10%as/10,

to za zadanu vrijednost daje 7 = 1072 W m™2. S druge strane, intenzitet zvuka definiran je kao omjer

srednje snage vala, odnosno njegova izvora, i povrSine na koju on pada, §to je ovdje polusfera polumjera r.
MoZemo pisati
(P) = IS = I2r’r,

Sto za zadane vrijednosti daje (P) ~ 56.5 W. Nadalje, poznati izraz za intenzitet longitudinalnog vala glasi

<P> 1 2 42 (Ap)z
I =1 = 2pwA?y, = \—max
S 2p WA 20,0,

gdje je p, gustola zraka, v, je brzina zvuka u zraku, w = 27 f je kruzna frekvencija vala, A je amplituda
oscilacije &estica, a (Ap)max je amplituda titranja tlaka. Slijedi

1 [
oaf\ 2p.0,

Sto za zadane vrijednosti daje A ~ 1.10 x 10~ m. Za amplitudu oscilacije tlaka dobivamo

(Ap)max =/ 2pyv.1,

Sto za zadane vrijednosti daje (Ap)max =~ 2.88 Pa.

Rjesenje: [ = [ x 10%a3/10 = 1072Wm™2, (P) = 2r*r] ~ 56.5 W,
A= 1/mf)\/1/2p0, = 1.10 x 107 m, (ADP)max = v2p,v,I =~ 2.88 Pa
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Zadatak 1.5.9: Prvi automobil vozi ravhom cestom prema reflektiraju¢em zidu brzinom iznosa
v; = 60kmh~! svo vrijeme trubeéi frekvencijom f; = 250 Hz. Drugi automobil vozi istom cestom
ususret prvom automobilu brzinom iznosa v, = 120kmh~'. Odredi frekvenciju koju Euje voza&
drugog automobila kada se radi o zvuku trube koji do njega stiZe izravno od prvog automobila (a)
prije njihova mimoilaZenja, (b) nakon mimoilaZenja, te (c) kada se radi o zvuku trube koji do njega
stize nakon &to se reflektirao od zida. (Brzina zvuka v, = 1240 kmh™!)

Postupak: Opcenito, frekvencija izvora f; i frekvencija f;, koju €uje prijamnik slijede relaciju

& R R Y

fi 1—1Tp-vifv,’
gdje je T, jedini¢ni vektor usmjeren od izvora prema prijamniku, a v; i v, su njihove brzine. U slucaju
prijema zvuka koji stiZe izravno od prvog automobila ovdje imamo
1+ vp/v,

Po=hi1 1Fvi/v,’

gdje gornji predznak odgovara slu¢aju (a), a donji predznak sluéaju (b). U slu€aju (c) radi se o zvuku koji
stize nakon reflektiranja od zida pa najprije raunamo frekvenciju koju “¢uje” zid,

fi

fzid = mv

a zatim zid shvadamo kao izvor frekvencije f,iq. Slijedi da je frekvencija koju €uje vozal drugog automobila

fo = fun 1 = /) = fi T

Rjesenje: (a) f, = fi (1 +vp/v,) /(1 — vi/v,) ~ 288 Hz, (b)
fo=fi(l=vp/v,) /(1 +wi/v,) ~ 215Hz, () fp = fi (1 —vp/v) /(1 — wi/v,) ~ 237 Hz
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Zadatak 1.5.10: Avion leti duZ vodoravnog pravca brzinom v; = 0.8 v,, gdje je v, brzina Sirenja
zvuka, i odasilje zvuk frekvencije f; = 100 Hz. lzracunaj frekvenciju koju €uje mirni prijamnik na tlu
u trenutku kada se avion nalazi to¢no iznad njega. (Potrebno je uzeti u obzir “kasnjenje” zvuka.)

Postupak: Frekvencija zvuka koju ¢uje mirni prijamnik dana je izrazom

(%

fp =fi————,
Uz — Tip - Vi
gdje je i, je jedini¢ni vektor koji pokazuje smjer od poloZaja izvora u trenutku emitiranja prema poloZaju
prijamnika u trenutku prijama, v; je brzina izvora u trenutku emitiranja, a v, je iznos brzine zvuka. Zadanu
situaciju prikazujemo skicom:

prijamnik
TTTFTT777

U pravokutnom trokutu na skici, omjer duljine vodoravne katete i duljine hipotenuze jednak je v;/v,, jer u
istom vremenu avion prevaljuje duljinu katete, dok zvuk prevaljuje duljinu hipotenuze. MoZemo pisati

cos 0 = v; /v,
odnosno skalarni produkt T, - vi moZemo napisati kao
Tip - Vi = vjcosf = v?/vp.
Slijedi

fi

To = T ufu

Za zadani omjer v; /v, dobivamo f;, ~ 278 Hz.

Rjesenje: f, = fi/(1 — (v;/v,)?) ~ 278 Hz
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Zadatak 1.5.11: lzvor koji proizvodi zvuk frekvencije f i prijamnik se nalaze u istoj to¢ki do
trenutka t = 0 u kojem se izvor pocninje gibati ubrzavajuéi duz pravca akceleracijom stalnog iznosa
a, dok prijamnik i dalje miruje. Odredi frekvenciju koju Cuje prijamnik u trenutku ¢ > 0.

Postupak: Opcenito, kada izvor koji se giba brzinom v; odasilje zvuk frekvencije f;, mirni prijamnik uje
zvuk frekvencije
fi

- 1-— (f'ip . Vi)/’UZ7

gdje je v, iznos brzine zvuka, a T, je jedini¢ni vektor usmjeren od totke odasiljanja prema prijemniku. U
ovom sludaju, u trenutku ¢ > 0 prijamnik uje zvuk emitiran u ranijem trenutku ¢’ (vrijedi 0 < ¢/ < t) u
kojem su iznos brzine izvora i njegova udaljenost od prijamnika dani s

o

o(t') = at’, a(ﬂ)::gﬂ?

Vrijeme t nakon kojeg odaslani zvuk stize do prijamnika jest zbroj vremena t’ koliko je izvor putovao i
vremena x(t") /v, koliko je zvuku trebalo da stigne do prijamnika, dakle vrijedi relacija

t=t +a(t)/v,.

Rjegavanjem po t' dobivamo
ﬁQZEECJi 1+2mma,
’ a

gdje odabiremo pozitivno rjeSenje, tj. ono s pozitivhim predznakom ispred korijena. Brzina izvora u trenutku

t je

1(ﬂ):1&<—1+4/1+2aﬁva.
Konacno, frekvencija koju €uje mirni prijamnik u trenutku ¢ je
fi fi fi

1= (i) /e, 1+o()/o, /1t 2atje,

Rjesenje: f,(t) = fi/\/1+ 2at/v,

fo(t)
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2 DRUGI CIKLUS

2.1 Specijalna teorija relativnosti

Zadatak 2.1.1: Odredi iznos brzine i koli¢ine gibanja elektrona ubrzanog iz mirovanja razlikom
elektri¢nog potencijala U = 500kV. (Masa elektrona m = 511keV ¢2.)

Postupak: Prolaskom kroz razliku potencijala U elektri¢na sila je ubrzavajuéi Cesticu mase m i naboja ¢
obavila je rad W = qU koji je, prema teoremu o radu i kineti¢koj energiji, jednak promjeni kineti¢ke energije
Cestice. S obzirom da je poletna kineti¢ka energija jednaka nuli imamo

W =qU=K =F—mc,

gdje je F relativistitka energija Cestice, a mc? je njena energija mirovanja. Koristeéi izraz za relativisti¢ku
energiju

1 v
E - 2 = — —
"Ymc ) 7 \/ﬁ? 5 C?
slijedi
2
qU 9 mc?
7 T p <m02+qU> ’
odnosno

mc2 2
= 1— | ——— .
v=e <m02 + qU)

Koli¢inu gibanja moZemo ralunati na osnovu relativisti¢kog izraza p = ymw, ili jednostavnije s pomocu opée
relacije
2 2 2\2
E” = (pe)” + (me”)7,

iz koje dobivamo

qU 2mc?
- .
c + qU

p

Za elektron g = e (elementarni naboj), te za zadane vrijednosti

v=10.8629¢, p=872.3keV ¢ L.

Rjesenje: v =0.8629¢, p = 872.3keV ¢!
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Zadatak 2.1.2: Putnicka agencija oglasila je putovanje do zvijezde udaljene deset godina svjetlosti
(D) koje za putnike prema njihovu vlastitu vremenu traje samo pet godina (At'). Odredi brzinu
svemirskog broda s kojim bi se takvo putovanje moglo ostvariti.

Postupak: Neka je S referentni sustav u kojem polazidte i odredidte miruju, a S’ neka je sustav vezan uz
brod koji se u odnosu na S giba brzinom iznosa v. Koordinate polaska broda u sustavu S moZemo napisati
kao

o = 0, t() = 0,

dok koordinate dolaska broda u odrediste moZzemo napisati kao
x1 =D, 1= —,

gdje je D udaljenost izmedu polazista i odredista. Koordinate tih dogadaja moZemo napisati u sustavu S’
s pomocu Lorenzovih transformacija,

, oz —wt ,  t—wz/d?

V1= (/e VI= (/e

Koordinate polaska u sustavu &’ su

Prema vremenu u sustavu S’ trajanje putovanja je

D
At =t —t) = ;\/1—(1)/6)2,
§to odgovara vlastitu vremenu putnika koji u tom sustavu miruje, odnosno trajanju putovanja kako je

oglageno. Slijedi da relativna brzina sustava S’ u odnosu na sustav S, odnosno brzina broda, mora biti

C

V=
(o)

Za zadane vrijednosti D = 10god ¢, At = 5 god, dobivamo v ~ 0.894 c.
Rjesenje: v=c/\/1+ (cAt'/D)? ~0.894c
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Zadatak 2.1.3: U nekom se referentnom sustavu dva svemirska broda gibaju brzinama jednakih
iznosa v = 0.75 ¢, ali duZ medusobno okomitih pravaca. Odredi iznos relativne brzine jednog broda
u odnosu na drugi, odnosno, iznos brzine jednog broda u referentnom sustavu u kojem onaj drugi
miruje.

Postupak: U referentnom sustavu S u kojem je gibanje opisano komponente vektora brzine prvog broda

mozemo napisati kao
Uy =V, Uy = ur, = 0,
dok za drugi brod pisemo
U2y = 0) U2y =V, U2, = 0.

Uvedemo |i sustav S’ koji se giba s prvim brodom, dakle brzinom iznosa v u smjeru z-osi, komponente
vektora brzine ¢emo dobiti s pomocdu transformacija

U = Uy — U P uy,:/1— (v/c)?
Tl —ugv/c?’ vz 1 —uzv/c?

Za prvi brod slijedi v}, = u}, = uj, =0, a za drugi imamo

uh, = —v, us, = vy/1 = (v/c)?, uh, = 0.

Iznos brzine drugog broda u sustavu &’ je

wh =\ (b, ) + (1, )? + (5,)2 = v /2= (v]C)2.

Za zadane vrijednosti uf, ~ 0.899 c.

Rjesenje: u), =v+/2— (v/c)? ~0.899¢
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2.2 Uvod u elektromagnetizam

Zadatak 2.2.1: Dvije metalne kuglice od kojih svaka ima masu m = 10 g ovjeSene su jedna tik do
druge o nevodljive niti duljine £ = 1 m. Dovedemo li na kuglice ukupan naboj 2¢ koji se medu njima
ravnomjerno rasporedi, one ¢e se zbog elektrostatskog odbijanja razmaknuti (vidi sliku). Odredi

naboj ¢ ako razmak medu kuglicama iznosi 2a = 20 cm i izrazi ga u jedinicama elementarnog naboja

ge. (Permitivnost vakuuma ¢y = 8.854 x 107 Fm™!, ubrzanje gravitacijske sile ¢ = 9.81ms™2,

elementarni naboj ¢. = 1.602 x 10719 C.)

m,q m,q
—2q —

Postupak: Neka je z-os vodoravna i usmjerena prema desno, a y-os neka je uspravna i usmjerena uvis.
Na svaku od kuglica djeluje napetost niti,

T =T(+sinax+cosay),

gdje je a kut otklona niti, a izbor predznaka x-komponente ovisi o tome promatramo li lijevu ili desnu
kuglicu. Na kuglice takoder djeluje odbojna elektrostatska sila,

1 ¢
F. = FF, % =— 1
e :F €X7 e 47T€0 (2@)27

gdje ponovo izbor predznaka ovisi o tome promatramo li lijevu ili densu kuglicu, te s gravitacijska sila
G=mg=—-mgy.
Uvjet ravnoteZze kuglica moZemo napisati kao
0=T(tsinakx+cosay)FF.x— Gy,
odnosno, raspisano po komponentama
F. =Tsina, G =T cosa.

Dijeljenjem gornjih jednadzbi dobivamo

t Fe
ana = —,
G
dok iz geometrije imamo
a
tano = ———.
V2 — 2
Eliminacijom tan « iz gornjih dviju jednadZbi te koristenjem izraza za F, i G, slijedi
4a?
2 _
q° =4megmyg ok
odnosno,
Tegmyg
q=+4a®?, | ——L
/02 _ a2

gdje predznak naboja ¢ ostaje neodreden. Za zadane vrijednosti m, £ i a dobije se ¢ ~ £2.095 x 1077 C ~
+1.308 x 102 ge.

Rjesenje: ¢ = +4a*/? \/7'('60 mg /0?2 — a? ~ £1.308 x 102 ¢,

68



Zadatak 2.2.2: Dvije estice naboja g uévrséene su na z-osi pri koordinatama ;5 = +a. Odredi
frekvenciju kojom bi oko ravnoteznog polozaja x = y = 0 titrala estica mase m i naboja ¢, ako je
njeno gibanje ograni¢eno na x-os. Zatim odredi frekvenciju kojom bi duZ y-osi, oko istog ravnoteznog
poloZaja, titrala Cestica mase m i naboja —q. (Pretpostavlja se male oscilacije i koristiti se razvoj
(14+6e)*~1+ ae.)

Postupak: Cestice mase m i naboja +¢ gibaju se pod djelovanjem elektritne sile F = +¢E. Elektri¢no
polje E dvaju naboja g u€vrséenih pri ri s = +aX moZemo u tocki r = x X + y ¥ napisati kao

1 4 vy 1 LA <|((£E—a)>”<+yy (56+a)>"<+y5'>

T e e [t — 138 " ne \[e—a)x+y3P @+ a)x+y3P

Za gibanje naboja g duZ z-osi odgovorna je x-komponenta elektri¢ne sile. Uvrstimo li y = 0 u gornji izraz
za elektri¢no polje, kao x-komponentu dobivamo

B, 2] q <m—a n r+a )

" dre |z —al®  |z+al?

S obzirom da razmatramo male oscilacije, vrijedi |z| < a, odnosno |a + x| = a + z, te moZemo pisati

Elz] = 47:'160 (~(a—2)*+(a+z)?) = 47reqoa2 (~(L—z/a)? + (1 +z/a)7?) = —Weq;a?”

gdje smo u poslijednjem koraku koristili razvoj (1 4 €)~2 ~ 1 F 2¢. JednadZbu gibanja &estice naboja ¢ i
mase m sada moZemo napisati kao

q2

Tegas

mi=F,=qF, = — x,

odnosno & + w%x = 0, gdje prepoznajemo jednadzbu gibanja harmonic¢kog oscilatora s frekvencijom

q2

Tepatm’

wi =

Za gibanje naboja —q duZ y-osi odgovorna je y-komponenta elektri¢noe sile. Uz = = 0 dobivamo

_ 4 Y n Y _4q 2y _ @ 1 1Y
dreg \| —aX+yy)?  |ax+yy]3 dreg (a2 +y2)3/2  2mepad (1 + (y/a)?)3/2 — 2mepad’

Ey y]

gdje smo, s obzirom da je pri malim oscilacijama vrijedi |y| < a, koristili razvoj (1 + €)~%/2 ~ 1 — (3/2)e.

JednadZbu gibanja pisemo kao
2

A A
odnosno §j + w3y = 0, gdje je frekvencija titranja

q2

2
Wy = —————.
07 27regadm

RjeSenje: Titranje g duZ z-osi: wy = q/+/megadm, titranje —q duz y-osi: wy = q/v/2megadm

69



Zadatak 2.2.3: Cestica mase m i naboja ¢ ulije¢e brzinom iznosa v, medu paralelne plote nabijenog
kondenzatora. Prvobitan smjer gibanja Cestice paralelan je s plo¢ama, a duljina plo¢a u tom smjeru
je £ (vidi sliku). Odredi kut otklona smjera gibanja Cestice do kojeg dolazi uslijed prolaska kroz
kondenzator ako je jakost homogenog elektriénog polja medu plo¢ama E. (Pretpostavljamo da
Cestica nije udarila u plo¢u kondenzatora.)

Postupak: Postavimo pravokutni koordinatni sustav tako da je ishodiste u tocki u kojoj Cestica ulazi u
kondenzator, orijentacija z-osi neka je podudarna s prvobitnim smjerom gibanja Cestice, a y-os neka ima
smjer obrnut u odnosu na smjer elektri¢nog polja. Jednadzba gibanja nabijene estice u elektriénom polju,
mi = F = qE, ovdje glasi
m(E[t] %+ j[t]§) = —qEy.
Uz pokratu
y=qE/m

jednadzba gibanja svodi se na
ift)=0,  glt]=—,

§to je podudarno s uobiéajenim opisom gibanja Cestice u homogenom polju gravitacijske sile ubrzanja g = ~.
Integracijom jednadzbi gibanja uz poletne uvjete u t = 0,

z[0] = y[0] =0, &[0] = v, y[0] =0,

slijedi
2t =wot,  ylf] = -5t
%to pak odgovara tzv. horizontalnom hitcu u homogenom polju gravitacijske sile. Cestica napusta konden-

zator u trenutku ¢ = 7 u kojem vrijedi x[r] = ¢, odnosno
T ={/v.

Kut otkona slijedi iz

tanf = —M _ 07T qu.
z[r]  vo  mug

Rjesenje: tan6 = qE{/muv?
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Zadatak 2.2.4: Cestica mase m i naboja ¢ se slobodno giba kroz prostor u kojem nije prisutno
elektromagnetsko polje. U trenutku ¢ = 0 ukljucuje se homogeno magnetsko polje jakosti B i smjera
okomitog na brzinu Cestice, a u trenutku ¢ = 7 polje se gasi. Odredi otklon pravca gibanja &estice
koji je nastupio uslijed prisutnosti magnetskog polja u tom vremenskom intervalu.

Postupak: Prije ukljuenja i nakon gaSenja nagnetskog polja Cestica se giba jednoliko pravocrtno, dok u
vremenskom intervalu u kojem je prisutno polje B na nju djeluje magnetska komponenta Lorentzove sile,

F=¢qgv xB,

gdje je v brzina estice. S obzirom da je poletna brzina v okomita na B, te da je F' uvijek okomita na B,
slijedi da se gibanje odvija u ravnini okomitoj na B. Nadalje, s obzirom da je F okomita na v, slijedi da
ona ima ulogu centripetalne sile koja mijenja smjer brzine v, ali ne i njen iznos v. |z svega navedenog slijedi
da je rije¢ o gibanju u ravnini pod utjecajem centripetalne sile stalnog iznosa

F =|q|vB.

Takvoj sili odgovara kruzno gibanje pri ¢emu vrijedi

Kutnu brzinu w moZemo, na osnovu gornjih izraza za silu, napisati kao

dy_v _ldB

w

Tt R m

te kut otklona koji nastupa u vremenskom intervalu 7 mozemo napisati kao

B
0 =wr = gl T.

m

Rjesenje: 0 = |q|B1/m
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Zadatak 2.2.5: Elektri¢ni naboj jednoliko je rasporeden duZ tankog obrua polumjera R. Odredi
udaljenost od sredista obru¢a onih to¢aka na njegovoj osi u kojima je jakost elektri¢nog polja najveca.

Postupak: Zadatak se moZe rijesiti izravnim ralunanjem jakosti elektri¢nog polja u to¢kama na njegovoj

osi.
/dE

Element naboja dg na obru¢u doprinosi elektri¢nom polju E u tocki udaljenoj z od sredista obruca elementom
polja dE &ija je jakost
1 dg

dE = —.
dmeg 12

Zbog simetrije je otigledno da je ukupno polje E = [ dE usmjereno duZ osi obruZa (komponente dE okomite
na os se ponistavaju). Stoga nas zanima isklju¢ivo komponenta dE usmjerena duZ osi obru¢a. Njen iznos
moZemo napisati kao

dg 1 z d
cosa = :
dmeg (R? + 22)3/2 1

1
dE, =dFE cosa = —
dmeg 12

gdje smo koristili cosa = z/r te r2 = R? + 22. Integracijom preko &itavog obruta

Jo— z
7 Are (R2 + 22)3/2

gdje je g ukupan naboj. Ekstrem nalazimo uvjetom

d q R? — 222
0 - _EZ = 9
7] dreg (R2 + 22)5/2

koji je ispunjen za
R
z=t—.
V2

Otigledno je da se radi o maksimumu jakosti polja jer elektri¢no polje i¢ezava u sredistu prstena (zbog
simetrije), kao i pri beskonatnoj udaljenosti.

Umjesto izravnom integracijom, jakost elektriénog polja moZe se odrediti i preko elektrostatskog potencijala

U kao E = —VU. Neka je z-os podudarna s osi simetrije obru¢a i neka z = 0 odgovara njegovu sredistu.
Za totke na z-osi elektrostatski potencijal moZzemo napisati kao
1 d 1 1
Ulz] 4 a

T dneg ) v Amegr  Ameo VRZ 42
z-komponenta elektri¢nog polja sada je
0 z

U q

E.[s] = -5-Ulz] = Treq (1 207

§to se podudara s ranije dobivenim rezultatom.

Rjesenje: z = R/\2
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Zadatak 2.2.6: Kvadrati¢nom petljom &ija stranica ima duljinu @ = 10 cm tele struja jakosti I =
1 A. Primjenom Biot—Savartova pravila odredi jakost magnetskog polja B u sredini petlje. (Koristi se
integral [(2%+4c?)™%/2dr = mc2(2% 4 ¢*)~1/2, permeabilnost vakuuma pp = 1.257 x 1075 N A1)

Postupak: Prema Biot—Savartovu pravilu, element petlje d€ kojim tece struja jakosti I doprinosi magnet-
skom polju u tocki &iji je poloZaj u odnosu na d€ dan vektorom r kao

1o (1de) x ¢
qB = Ko 220 XX
A7 r2 ’

gdje je 7 = |r| udaljenost, a & = r/r je jedini&ni vektor. Skica prikazuje zadanu kvadratnu petlju smjeStenu
u x,y-ravninu, element petlje d¢, te odgovarajudi eleglent polja dB u sredistu kvadrata i jedini¢ni vektor ¥,

Fr

® —
dB a/2
7
de
Element stranice kvadrata pri y = —a/2 (donja stranica na slici) moZemo napisati kao
de = xdx.
Vektor poloZzaja totke u kojoj ratunamo polje u odnosu na d€ je r = —x X + (a/2)§ te udaljenost r i

jedini¢ni vektor T pisemo kao

T:\/mv f‘:M.

Slijedi
. ol a/2
2 @ a2

Doprinos &itave stranice kvadrata dobivamo integracijom,

ol [? a/2 pol
B=[/dB=z2— de =.--- = Z.
/ AT Joe—app (2% + (a/2)%)3/2 mav/2

dB =

Konalno, s obzirom da sve Cetiri stranice kvadrata na jednak nacin doprinose polju u sredistu kvadrata,
ukupno polje dobivamo mnoZenjem gornjeg izraza s Cetiri. TraZena jakost magnetskog polja je

I
B =2v2Ho
mTa

Za zadane vrijednosti a i I dobivamo B ~ 1.132 x 107> T.
RjeSenje: B = 2v2pl/ma ~1.132 x 107°T
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Zadatak 2.2.7: KruZnom petljom tele elektri¢na struja stalne jakosti. Odredi polumjer petlje s
kojim se postiZe najveca jakost magnetskog polja u to¢ki na osi petlje koja je udaljena z od sredista
petlje.

Postupak: Element magnetskog polja dB u to&ki ¢&iji je poloZaj u odnosu na element struje Id€ dan s r

opisan je Biot—Savartovim zakonom,

IB — po (1d€) x
4 r2

(r = |r| je udaljenost, ¥ = r/r je jedini¢ni vektor). Ovdje je d€ element kruZnice polumjera R,

e
Na osnovu simetrije zaklju¢ujemo da je polje B = [ dB u totkama na osi petlje usmjereno duZ same osi.
Stoga je dovoljno integrirati uzduznu komponentu dB koju moZemo napisati kao

I
po__ IR 4

AB: = e sine = g e 46

gdje je ¢ kut Sto ga ¥ zatvara s osi petlje, a zatim smo koristili 7 = v/22 + R? i sin¢ = R/r. Integracijom
po &itavoj petlji, uz [ d¢ = 2Rm, slijedi

ol R?
B=B,= [dB, ="~ *
/ 2 (R? +22)3/2

Polumjer petlje R koji ¢e dati najveéi B za danu udaljenost z i jakost struje I dobivamo uvjetom

O—i B _M_OIR(QZQ—RQ)
AR 2 (R2+22)5/2°
koji je izpunjen za
R =12z

Rjesenje: R =2z
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Zadatak 2.2.8: Duz pravca kojim tele struja stalne jakosti I takoder je rasporeden naboj linijske
gustoce A. Odredi iznos brzine kojom se usporedno s tim pravcem mora gibati nabijena Cestica kako
bi elektromagnetska (Lorentzova) sila na Cesticu i3¢ezla.

Postupak: Elektromagnetska (Lorentzova) sila na &esticu naboja ¢ koja se giba brzinom v u polju E i B
dana je izrazom F = ¢(E + v x B) te i¥¢ezava ako vrijedi

E+vxB=0.

Elektri¢no polje naboja linijske gustole A rasporedenog po beskonaénom pravcu ima iznos

A
Elr| =
"] 2megr’
gdje je r udaljenost od pravca, a za A > 0 je usjereno “radijalno prema van” u odnosu na pravac (taj
rezultat slijedi iz primjene Gaussova zakona za elektri¢no polje). Magnetsko polje struje stvoreno strujom [
koja tece beskona&nim pravcem ima jakost

ol T
2 2mepc?r’

Blr]

a smjer je odreden “pravilom desne ruke” (rezultat slijedi iz primjene Ampeéreova zakona). U ovom sluaju,
pretpostavimo li da je pravac pozitivno nabijen te da struja te¢e u naznaéenom smjeru, smjerove polja E i
B moZemo prikazati slikom:

Pretpostavimo li da se nabijena &estica giba u smjeru naznaéenom na slici, s obzirom da su vektori E, B i
v medusobno okomiti, uvjet za i¢ezavanje elektromagnetske sile se svodi na

FE =vB,

gdje su F, B i v iznosi tih vektora. Slijedi

Rjesenje: v = \c?/I
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Zadatak 2.2.9: Pravokutnik sa stranicama duljine @ = 2cm i b = 3cm i beskona&ni ravni vodi¢
duZ kojeg tece stalna struja jakosti I = 5 A nalaze se u istoj ravnini. Vodi¢u je najbliza stranica
pravokutnika duljine b, paralelna je s njim i nalazi se na udaljenosti d = 1 cm od njega. Odredi tok
magnetskog polja kroz prevokutnik. (Permeabilnost vakuuma g = 1.257 x 107N A=2))

Postupak: Vodi¢ i kvadrat prikazujemo skicom:

Magnetsko polje okomito je na ravninu u kojoj leZe vodi¢ i petlja, a jakost polja ovisi o udaljenosti od vodi¢a

r kao
Blr] = Hol
27r
(gornji rezultat slijedi iz primjene Ampereova zakona). Element toka magnetskog polja kroz plohu moze se
napisati kao

ddp = BdS,

gdje je d.S element povrsine. Njega ovdje ovdje odabiremo kao vrpcu $irine dr na udaljenosti r od vodi¢a
(vrpca sive boje na gornjoj skici). Element toka sada je

Ib
d®p = Blr]bdr = 2222 4,
2r

a integracijom preko Citavog pravolutnika slijedi

d+a
<I>B=/d<I>B=/ Molbdr:—'uolbln {d—ka] .
d

2mr 2m d

Za zadane vrijednosti a, b, d i I dobivamo ®p ~ 3.29 x 107° T m?.

Rjesenje: ®p = (uolb/27) In[(d + a)/d] ~ 3.29 x 107° T'm?
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Zadatak 2.2.10: Odredi moment elektromagnetske sile koja djeluje na kruznu petlju polumjera R
kojom tele struja jakosti I kada se ona nalazi u homogenom magnetskom polju jakosti B i smjera
koji zatvara kut 6 s okomicom na ravninu petlje.

Postupak: Element sile koja djeluje na element vodi¢a d€ kojim teée struja I u magnetskom polju B moze
se opcenito napisati kao

de dq
dt dt

dF:dq(va):dq<—xB = —(d¢xB)=1d¢xB.

Zadanu kruznu petlju éemo smjestiti u ravninu z = 0 kao $to prikazuje slika:
Yy

de

2

PoloZaj elementa petlje d¢ moZemo napisati kao
r=R(Xcosp+¥siny),
gdje je v kutna koordinata, dok sam element krivulje moZemo napisati kao
dl = Rdy (=% sinp + § cosp).
Magnetsko polje koje zatvara kut 6 sa z-osi moZemo napisati kao
B = B (% sinf + z cos ).
Element momenta sile (u odnosu na ishodidte) sada moZemo napisati kao

AM =rxdF=rx ([d¢xB)=(r-B)Id¢—(r-1d¢)B
= R*IBdy (—% cosf cos psinp + § sin 6 cos? @)
sin 2¢

= R?IBdyp (—f{ cos 6 + ¥ sinf cos? cp) ,

gdje smo najprije koristili opéi vektorski identitet a x (b x c) = (a-c)b— (a-b)c, a zatim gornje izraze za r,
d€ i B. Moment elektromagnetske sile slijedi integracijom gornjeg izraza preko Citave petlje. O¢&igledno je
da e integral z-komponente biti jednak nuli jer se radi o oscilatornoj funkciji, dok je integral y-komponente
takoder oligledan jer je srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije na njenom punom periodu
jednaka 1/2. Slijedi

M = /dM = § R?*7IB siné.

Rjesenje: M = R?mwIB sinf
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2.3 Gaussovi zakoni

Zadatak 2.3.1: Elektri¢no polje opisano je izrazom

Eo(r/ro)t  za 7 <71
Elr] = -
Eo(ro/r)*Tt za 71 > 19,

gdje je r poloZaj totke u prostoru u odnosu na to¢ku O (ishodiste), r je udaljenost, ¥ je jediniZni
vektor, a Ejy iy > 0 su konstante. Odredi koli¢inu elektri¢nog naboja sadrZzanu unutar sfere polumjera
r sa sredistem u O te volumnu gustocu elektri¢nog naboja na udaljenosti r od to¢ke O.

Postupak: Prema Gaussovu zakonu za elektri¢no polje, koli¢ina naboja ¢ unutar zatvorene plohe S
razmjrena je toku elektri¢nog polja E kroz S,

q:/pdV:eojI{E-dS.
\% S

Kao S ovdje odabiremo sfernu plohu polumjera r sa sredistem u O. S obzirom da je zadano polje E svugdje
okomito na tako odabranu plohu te da je svugdje na njoj jednakog iznosa, tok E kroz S jednak je produktu
jakosti polja i ukupne povrgine plohe. Slijedi

jé E.dS — Eo(r/ro)4nr?  za r <o
S Eo(ro/r)?4nr? za r > 1o,

odnosno,

] dreqEgrd/rg za r <
qlr] =
47T€0E0’I“8 za r>T10.

Volumnu gusto¢u naboja na udaljenosti r od totke O dobit éemo iz omjera naboja sadrZzanog izmedu dviju
sfernih ljuski &iji su polumjeri i 7 4+ dr i volumena prostora medu tim ljuskama,

] = dg _ q[r + dr] — q[r] _ 1 iqm
p dv 4rr? dr ArrZ2 dr”t

Slijedi

3epEo/ro za 1T <19
plr] =
0 za 1 > 7).
Prepoznajemo da je rije¢ o homogenoj raspodjeli naboja unutar sfere polumjera rg te o vakuumu izvan nje.

Gustocu naboja se takoder moZe odrediti iz Maxwellove jednadzbe, V - E = p/¢y. U pravokutnim koordi-
natama, pisuéi r = X + y ¥ + 2 Z, unutar sfere polumjera ro imamo

.d . d  .d Ey . . . 3eE
p=6V -E=¢|X—+y—+2— ) —O(Xw+yy+zz) o of 07
dx dy dz 70 70
dok izvan nje imamo
.d .d ,d Xe+YJy+2zz
=¢V-E= — — — ) - | Egr? =...=0.
p =€ €0 <de+ydy+zdz> < Oro(x2+y2+z2)3/2

Rjesenje: Zar < ry: q[r] = dweoEgr? /1o, plr] = 3By /10, za 1 > 1o: q¢ = dmegEord, p =0
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2.4 Faradayev i Ampére—Maxwellov zakon

Zadatak 2.4.1: Tanki vodljivi Stap duljine ¢ okrece se oko svog kraja kutnom brzinom w u ravnini
okomitoj na homogeno magnetsko polje jakosti B. Odredi iznos inducirane elektromotorne sile na
krajevima 3tapa.

Postupak: Elektromotorna sila je krivuljni integral sile koja djeluje na jedini¢ni naboj,
5:/(E+VXB)-d€,
(&

gdje je v brzina elementa krivulje d€. Elektri¢no polje EE u ovom sluéaju nije prisutno, a odnos brzine
elementa $tapa v i magnetskog polja B prikazujemo slikom:

Vektor r pokazuje poloZaj elementa Stapa u odnosu na os vrtnje. Brzinu elementa $tapa moZe se napisati
kao v = w X r, a sam element kao d€ = dr. Slijedi da moZemo pisati

5:/(va)-d£:/((wxr)xB)-dr.

Koriste¢i opéi identitet a x (b x ¢) = (a-c)b — (a- b)c te uzimajuéi u obzir da su B i w paralelni, dok su
B i r okomiti, vektorski produkt iz gornjeg izraza za elektromotornu silu mozemo raspisati kao

(wxr)xB=Bx(rxw)=(B -w)r— (B r)w= Buwr.

Kona&no

Y 2
E= Bwr-dr:Bw/ rdr:B(;}g.
0

Zadatak se moze rijesiti i primjenom Faradayeva zakona indukcije prema kojemu je elektromotorna sila
inducirana u zatvorenoj petlji jednaka vremenskoj promjeni toka magnetskog polja kroz plohu omedenu tom
petljom. Ovdje uotavamo da krivulja koju razmatramo (3tap) nije zatvorena, dakle ona ne omeduje plohu,
no mogu¢ je sljededi pristup. Kod homogenog i u vremenu stalnog polja jakosti B koje je okomito na plohu

povrsine S mozemo pisati

d d dsS

S obzirom da kraj tapa u vremenu dt napravi pomak fw dt, povriina koju $tap prebride jednaka je povr3ini
pravokutnog trokuta s katetama £ i fw dt,

1
ds = 56% dt.

Slijedi & = Bwf?/2, kao i ranije.
Rjesenje: & = Bw(?/2
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Zadatak 2.4.2: Vodljiva Zica duljine L = 1 m s u&vr8Cenim krajevima napeta je tako da frekven-
cija titranja transverzalnog stojnog vala u osnovnom modu iznosi f; = 100 Hz. Odredi amplitudu
elektromotorne sile koja se inducira u toj Zici kada na njoj titra stojni val amplitude A = 1cm u
n-tom modu, a titranje se odvija u ravnini koja je okomita na homogeno magnetsko polje jakosti
B=5x10"°T.

Postupak: Elektromotorna sila je definirana izrazom
5:/(E+v><B)-d£
C

gdje je v brzina elementa krivulje d¢, a E i B su elektri¢no i magnetsko polje. U zadanoj situaciji elektri¢no
polje nije prisutno, a v je brzina kojom se Zica giba pri titranju. Pravokutni koordinatni sustav postavljamo
tako da Zica leZi na z-osi s krajevima pri x = 0 i z = L, te uzimamo da se titranje stojnog vala odvija u
z = 0 ravnini. Otklon Zice od ravnoteZnog poloZaja opisujemo valnom funkcijom

ylx,t] = A sin[nma /L] sin[nwit + ¢

gdje n = 1,2,... odgovara razli¢itim modovima titranja, a ¢ je oplenit pomak u fazi. Takvom titranju
odgovara brzina
vz, t] = glz,t]§ = Anw; sin[nmz/L] cos[nwit + @] §.

Homogeno magnetsko polje je okomito na ravninu titranja pa piSemo
B =Bz
Slijedi
L
&= /(V xB)-d¢= / ((Anwy sin[nma/L] coslnwit + @] §) x (B2)) - (kdx)
=0
L
= ABnwy cos[nwit + @] / sin[nma /L] dz
0
L
= ABnw; —(1 — cosnm) cos[nwit + ¢).
nm
Piguéi cosnm = (—1)", elektromotornu silu moZzemo napisati kao
E =&, cos(nwit + ¢),
gdje je

ABwlL

™

En = (1=(=D")
amplituda elektromotorne sile pri titranju Zice u n-tom modu. VaZno je uoditi da ona iS¢ezava za parne
modove titranja. Za neparne modove, te za zadane vrijednosti parametara, amplituda elektromotorne sile

Jje
_ QABwlL

E13 —4ABfiL~2x107*V.

YS JPP

Rje§enje: 51,37“. = 4ABf1L =2 X 10_4 V, 52,47“. =0
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Zadatak 2.4.3: Homogeno ali o vremenu ovisno magnetsko polje ima stalan iznos By te smjer koji
leZi u ravnini z = 0 i jednoliko se okre¢e kutnom brzinom w. Odredi amplitudu titranja elektromotorne
sile inducirane u zatvorenoj petlji koja leZi u ravnini okomitoj na vektor X+2¥+3Z te omeduje povrsinu

S.

Postupak: Prema Faradayevu zakonu, inducirana elektromotorna sila jednaka je negativnoj vremenskoj
promjeni toka magnetskog polja kroz petlju,

d d

e _Yp,-_4
at P dt g

B -dS.

Zadano magnetsko polje mozemo napisati kao
B[t] = By(x cos|wt + ¢] £ ¥ sin[wt + ¢]),

gdje pozitivni (negativni) predznak odgovara pozitivnom (negativhom) smjeru vrtnje vektora B, a ¢ je
fazni pomak. U nastavku ¢emo odabrati pozitivan predznak (pozitivan smjer vrtnje) i fazni pomak ¢ = 0.
Vektorski element povrgine dS je produkt iznosa povrdine dS i jedini€nog vektora okomitog na nju. Ovdje
moZemo napisati

X+2y+ 3z

s =
V14

ds.

Za tok magnetskog polja dobivamo

dplt] = /SB[t] -dS = 5—1% /S(cos[wt] + 2sin[wt]) dS = BL\/%z(cos[wt] + 2sinfwt]),

te inducirana elektromotorna sila slijedi kao

£l = —%%[t] _ B&%‘J (sinfwt] — 2 coslwt]).

Kako bismo u gornjem izrazu prepoznali amplitudu titranja, faktor u okruglim zagradama raspisujemo
koristeéi Eulerovu formulu za kompleksne brojeve,
sin[wt] — 2 cos[wt] = cos[wt — 7/2] — 2 cos|wt]

_ Re[ei(wt—n/Q) o 2eiwt]

= Re[—(i + 2)e“!]

= Re[V5 eV el!]

= V5 cos|wt + ].
(Fazni pomak 1 u gornjem se izrazu pojavio kada smo kompleksni broj —i— 2 napisali u obliku v/5 e, Samu

vrijednost faznog pomaka 1) ovdje nije potrebno posebno odrediti.) Slijedi da induciranu elektromotornu

silu moZemo napisati kao
E[t] = &y cos|wt + 1],

gdje je
50 =V 5/14 B()Sw

amplituda njenog titranja.

RjeSenje: & = /5/14 BySw
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Zadatak 2.4.4: Dvije paralelne vodljive traénice leZe u ravnini okomitoj na homogeno magnetsko
polje jakosti B. Tracnice su povezane elektri¢nim otporom R, razmak medu njima je ¢, te po njima
klizi vodljivi stap (vidi sliku). Odredi jakost sile koja mora djelovati na $tap kako bi se on gibao
stalnom brzinom iznosa v.

oo [

Postupak: Najprije ¢emo odrediti induciranu elektromotornu silu, zatim struju koja tefe petljom, te
kona¢no silu koja djeluje na $tap i koju treba uravnoteziti traZzenom vanjskom silom kako bi se Stap gibao
stalnom brzinom. Prema Faradayevu zakonu indukcije, elektromotorna sila inducirana u petlji koju &ine
tranice, otpor i Stap jednaka je (negativnoj) promjeni toka magnetskog polja kroz petlju. Ovdje moZemo
pisati

d d ds
- _Sop=—-"9sp=_B
€ at P a at’

gdje je S povrsina petlje koja se u vremenu mijenja, a B je stalno magnetsko polje koje smo izludili ispred
operatora d/dt. Pretpostavimo li da se $tap giba brzinom iznosa v, on u vremenskom intervalu At napravi
pomak Ax = v At, a time poveca povrsinu petlje za

AS =1 Az = v At.

Slijedi da moZemo pisati

as _ ., A8 _,
dt  Atso At 0

odnosno
E = —Blv.

Uslijed inducirane elektromotorne sile £ petljom tele elektri¢na struja I &ija je jakost odredena elektri€¢nim
otporom R. Prema Ohmovu zakonu,

I1=—.
R

Silu koja djeluje na Stap odredujemo s pomocCu izraza za element sile dF koja djeluje na element vodi&a d¢

kojim tele struja I u polju B,
dF = Id¢ x B.

Ovdje je ravni Stap duljine ¢ okomit na homogeno polje te je jakost sile

E(B  B*(*v
F=IIB=-— = :
R R

Tu je silu potrebno uravnoteZiti trazenom vanjskom silom kako bi Stap bio u ravnoteZi i gibao se stalnom
brzinom iznosa v.

Rjesenje: F = B*(*v/R
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Zadatak 2.4.5: Koaksijalni kabel se sastoji od vodljive jezgre polumjera a = 1 mm i od vodljivog
omotada polumjera b = 2.5 mm. Jezgra je nabijena linijskom gustoéom naboja A = 107°Cm™!, a
omotac je nabijen linijskom gusto¢om naboja jednakog iznosa ali suprotnog predznaka. Odredi ener-
giju elektri¢nog polja po jedinici duljine kabla. (Permitivnost vakuuma ¢y = 8.854 x 1072 Fm™'.)

Postupak: Volumna gustoéa energije elektromagnetskog polja opéenito je dana izrazom
dE 1 1
= E2 _B2
w AR <60 + m > )

gdje je F jakost elektri¢nog, a B je jakost magnetskog polja. Magnetsko polje ovdje nije prisutno, a elektri¢no
polje u prostoru izmedu jezgre i omotata moZemo smatrati ekvivalentnim elektricnom polju beskonaénog
pravca nabijenog linijskom gusto¢om naboja A. Jakost tog polja je

Er] = a<r<b

(gornji izraz slijedi iz primjene Gaussova zakona za elektri¢no polje). Unutar same jezgre, kao i izvan
omotaca kabla, elektri¢no polje i¥¢ezava. Slijedi da je volumna gustola energije elektromagnetskog polja
unutar ovog kabla
= D) = o
wlrl = =E°%r] = ———.
2 8m2egr?
Energija sadrZzana u dijelu kabla duljine ¢ dobiva se integracijom po prostoru izmedu jezgre kabla i omotaca
kabla. Element volumena dV moZemo napisati kao umnoZak povrsine omotaca cilindra polumjera r i duljine
¢, A =2rr{, i radijalnog pomaka dr,
dV = 2rmwldr.

b boy2 2
AL AL b
E :/ wdV :/ wr|2rnldr :/ dr = In {—} .
% a o 4dmeor 4dreg a

Energija polja po jedinici duljine kabla je

Slijedi

dFE A2 b
— = In|—].
ds dreg a
Za zadane vrijednosti a, b i A dobije se dE/df ~ 8.23 x 1073 Jm™!.

Rjesenje: dE/dl = (\?/47ey)In[b/a] ~ 8.235 x 1073 Jm ™!
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Zadatak 2.4.6: Koaksijalni kabel se sastoji od Suplje vodljive jezgre polumjera ¢ = 1mm i
vodljivog omotala polumjera b = 5mm. Kroz vodi¢e u suprotnim smjerovima teku struje jednake
jakosti I = 1 A. Odredi energiju magnetskog polja po jedinici duljine kabla. (Permeabilnost vakuuma
po = 1.257 x 107 N A—2))

Postupak: Gustoca energije elektromagnetskog polja je opéenito dana izrazom

dE 1 1
=— =-(eFE*+ —B%).
w v~ 2 <60 + m >

U zadanoj situaciji elektri¢no polje nije prisutno, dok magnetsko polje i§¢ezava unutar tanjeg vodica jer kroz
kruznu petlju polumjera r < a ne tece struja, kao i izvan omotaca jer se struje koje teku kroz kruznu petlju
polumjera r > b ponistavaju. Jakosti magnetskog polja u prostoru izmedu jezgre i omotaca doprinosi struja
koja tece jezgrom kabla. Prema Ampéreovu zakonu,

1
Brj=£2, <r<b
2r r
Gustoca energije elektromagnetskog polja sada je
w[T]—2—mB T]:W, G<T<b.

Energija sadrzana u dijelu kabla duljine £ je

b 2
E:/de:/ w[T]QﬂMdr:'u(jllgln [é]
\4 a

s a

Linijska gustoca energije kabla je
& _ pol? 1 b
e~ ar lal”
Za zadane vrijednosti a, b i I dobije se dE/d¢ ~1.61 x 1077 Jm™'.
Rjesenje: \ = (uol?/47)In[b/a) ~1.61 x 107" Jm™!
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2.5 Elektromagnetski valovi

Zadatak 2.5.1: Ravni linearno polarizirani elektromagnetski val valne duljine A 8iri se u vakuumu u
smjeru jedini¢nog vektora X. Amplituda titranja elektri¢nog polja tog vala je Ej, a smjer se podudara
s vektorom ¥ + Z. Sastavi izraze koji opisuju pripadaju¢e magnetsko polje B te Poyntingov vektor

S.
Postupak: Opcenit izraz za elektri¢no polje ravnog linearno polariziranog vala moZemo napisati kao
E[r,t] = Eg cos[k - T — wt + ¢,

gdje je Eg amplituda elektri¢nog polja (vektor), K je valni vektor (vrijedi Eg-k =0), r =X+ yy+ 2% je
polozaj to¢ke u prostoru, w je frekvencija, t je vrijeme, a ¢ je fazni pomak. Za val valne duljine A koji se u
vakuumu $iri u smjeru X imamo kK = kX, k = 27/, w = K¢, te s obzirom na zadanu linearnu polarizaciju,
Eo = Ey (§ +2)/v2. Slijedi

E[z,t] = Ey 5’\;-52 Cos [2%(30 —ct) + gb} .

Magnetsko polje dobivamo koristeéi izraz B = & x (E/c), gdje je u ovom slu€aju & = %X. Slijedi

Ey —¥ 2
B[m,t]:TO }:/;Z cos [Tﬂ(x—ct)—ktb} )
Poyntingov vektor, S = MLOE x B, slijedi kao
S[z, 1] B 4 cos? 2T (5 — ct) + & B g (14 AT 0 — ot) + 20
xr = — X COS —\r —C = —X COS [ —(Tx — C .
’ LoC A 2u0c A

Rjesenje: Bz, {] = %;rz cos[2 (z — ct) + @], S[z, 1] = 2]5§c X (1 + cos[(z — ct) + 2¢))
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Zadatak 2.5.2: Ukupna snaga Sunteva zralenja je Lo, = 3.839 x 102 W (tzv. luminozitet Sunca),
a srednja udaljenost Zemlje od Sunca je a = 149.6 x 10°m (tzv. astronomska jedinica). Odredi
srednju vrijednost iznosa Poyntingova vektora na Zemlji. Zatim, pretpostavljaju¢i da je Suncevo
zralenje ravni linearno polarizirani val, odredi amplitude kojima titraju elektri¢no i magnetsko polje.

Postupak: Srednja vrijednost iznosa Poyntingova vektora odgovara koli¢ini energije elektromagnetskog
zralenja koja prolazi jediniénom plohom u jedinici vremena. Shvatimo li Sunce kao tockasti izvor snage L),
srednju vrijednost iznosa Poyntingova vektora na udaljenosti a od Sunca moZemo napisati kao

Lg 2
(S) ToZe 365 W m

Sam Poyntingov vektor definiran je izrazom
1
S=—E x B,
Ho

gdje su E i B elektri¢no i magnetsko polje. u ravnom valu E i B titraju u fazi, medusobno su okomiti, a
za njihove amplitude Ey i By vrijedi
E() = CB(].

Slijedi da iznos Poyntingova vektora u danoj tocki prostora moZzemo napisati kao
1
Ho

S = — Ey By cos?[wt],

te s obzirom da je srednja vrijednost kvadrata trigonometrijske funkcije jednaka 1/2, srednju vrijednost
piSemo kao

1
<S> — %EOBO.

Koriste¢i Fy = cBy slijedi

pocLe
E§ = 2pc(S) = 5=
0 IU‘OC< > 2027
odnosno,
240 poL
B2 =2(8) = .
0 c () 2ca’m

Uz poznate konstante dobivamo vrijednosti Ey ~ 1014V m™!, By ~ 3.383 x 1076 T.
Rjesenje: (S) = Lo /4a’m ~ 1365 Wm™2, Ey = \/pocLe /20?7 ~ 1014V m ™!,

By = /poLe/2ca?m ~ 3.383 x 1075 T
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Zadatak 2.5.3: Ravni (eliptitki polarizirani) elektromagnetski val &ije je elektri¢no polje opisano
izrazom
E[z,t] = Ey, X cos[kz — wt] + Ep, ¥ sin[kz — wt]

pada na polarizator koji propusta komponentu vala &ije je elektri¢no polje usporedno s vektorom
3X + y. Odredi amplitudu titranja elektri¢nog polja nakon prolaska vala kroz polarizator.

Postupak: Komponenta upadnog elektromagnetskog vala &ije je elektricno polje okomito na propusni
smjer polarizatora se pri prolasku kroz polarizator apsorbira, dok komponenta vala &ije je elektri¢no polje
usporedno s propusnim smjerom polarizatora ostaje nepromijenjena. Komponentu upadnog elektri¢nog polja
koja je usporedna s propusnim smjerom polarizatora ratunamo kao projekciju upadnog polja na taj smjer .
Uvodimo jedini¢ni vektor propusnog smjera polarizatora,

. 3%+y
p \/E )
te kao projekciju zadanog elektri¢nog polja na taj smjer imamo
E' = (E : f))f)a
gdje je
~ 3EO:13 EOy .
E-p= cos|kz — wt| + —=sin|kz — wt|.
p = A8 coslz —wi] + L sinfrz — w]

Kako bismo u gornjem izrazu prepoznali amplitudu titranja uvodimo oznake

o _ 3Bor b Eq,
V10’ V10’

te gornji izraz za projekciju polja zapisujemo kao

E - p = acos[kz — wt] + bcos[kz — wt — 7/2].
Koristenjem Eulerove formule slijedi

E-p=Re [a el (“Z_”t)} + Re [b el ("‘Z_wt_m)} = Re {(a —ib)e! (“Z_“t)} = Va2 + 2 cos[kz — wt + @]

(faza ¢ pojavila se kada smo kompleksni broj a — ib napisali kao Va2 + b2 €!?). Konatno, elektri¢no polje
nakon prolaska kroz polarizator je

E = \/m cos[kz — wt + @] P,

gdje kao amplitudu titranja prepoznajemo

9 1
Ey= a2+ = \[ b, + - 3,

Rjesenje: E| = \/(9ng + E3,)/10
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2.6 Valna optika

Zadatak 2.6.1: Bijela svjetlost pada okomito na tanku opnu od sapunice indeksa loma n = 4/3.
Odredi najmanju debljinu opne pri kojoj istovremeno dolazi do najslabije moguce refleksije plave
svjetlosti (valna duljina u vakuumu Ag = 480nm) i do najjate moguce refleksije crvene svjetlosti
(Ar = 640 nm).

Postupak: Razlika u fazi svjetlosti valne duljine A reflektirane na prednjoj i one reflektirane na straznjoj
strani opne debljine d i indeksa loma n je

A@ZQW%+W:2W¥+W,

gdje je As = s9 — 51 = 2nd razlika u duljini opti¢kih putova koje prevaljuju dvije zrake, dok je &lan 7
je prisutan zbog toga Sto se jedna od dvije zrake reflektira od opticki gusceg sredstva. Uvjet destruktivne
interferencije za plavu svjetlost glasi

2nd
A(bB:Qﬂ')\L—l-?T:(Qk—I—l)Tr, k=1,2,...
B

iz Cega slijedi

A
d= 2—Bk = 180 nm, 360 nm, 540 nm, 720 nm, . . .
n
Uvjet konstruktivne interferencije za crvenu svjetlost glasi
2nd
Adp =2r 20 L n—okn, K =1,2,...
AR
$to daje
A
d =" (2k' — 1) = 120 um, 360 nm, 600 nm, . .
4dn

Usporedbom dobivenih vrijednosti pronalazimo da je najmanja debljina opne koja zadovoljava oba uvjeta

dmin = 360 nm.

Rjesenje: d,,;, = 360 nm
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Zadatak 2.6.2: Odasilja¢ radio-valova valne duljine A = 10 m nalazi se na visini h = 8 m iznad
mirne povrSine mora. Uzimajuéi u obzir da povrSina mora reflektira radio-valove, odredi kuteve u
odnosu nju pod kojima se, s velike udaljenosti, opaZa maksimume i minimume jakosti radio-signala.

Postupak: Razlika u fazi vala koji do prijamnika na udaljenosti r > h stiZe izravno od odasiljaca i vala
koja do njega stize nakon refleksije na povrini mora prisutna je zbog razlike u duljini opti¢kih putova dvaju
valova te zbog pomaka u fazi 7 (polovica punog ciklusa titranja) koja nastupa pri refleksiji vala na granici
s opti¢ki guséim sredstvom.

Kao $to prikazuje gornja skica, val koji se reflektira na povrSini mora moZemo shvatiti kao da potjece od
zrcalne slike izvora koja se nalazi na dubini A ispod povrSine mora. Tada je lako vidjeti da je razlika duljine
opti¢kih putova dvaju valova

As = s9 — s1 = 2hsina,
gdje je a kut elevacije prijamnika. Tome odgovara razlika u fazi

A¢:2ﬂ'%+ﬂ: 47Th>\smoz .

gdje je ukljugen €lan 7 zbog refleksije na opticki guséem sredstvu. Uvjet konstruktivne interferencije, odn.
maksimuma u intenzitetu zrafenja, dvaju valova s razlikom faza A¢ glasi

A¢=2mmr, m=0+1,%2,...,

$to ovdje daje

Sin pax = —(2m — 1).

4h
S obzirom na to da za zadane vrijednosti A i A imamo A/4h = 5/16 te da nas zanimaju samo pozitivni
kutevi, u obzir dolaze samo vrijednosti m = 1,2, za koje dobivamo
5 15
16716’
odnosno amax ~ 18.21°,69.64°. Uvjet destruktivne interferencije, odn. minimuma u intenzitetu zradenja,
dvaju valova s razlikom faza A¢ glasi

Sin max =

Ap=(2m+m,  m=0,+1,42, ...,

$to ovdje daje

) A
sin i = —m.
min 2h
U obzir dolaze vrijednosti m = 0,1, za koje imamo
) )
sin i = 0, 3’

odnosno api, ~ 0°,38.68°.

Rjesenje: Maksimumi: sin auppax = (A/4h)(2m — 1), m = 1,2, apax =~ 18.21°,69.64°, minimumi:
sin apin = (A/2h)m, m = 0,1, apin ~ 0°,38.68°.
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Zadatak 2.6.3: Na vodi pluta sloj ulja debljine d i indeksa loma n koji je veci od indeksa loma
vode. Odredi razliku u fazi izmedu svjetlosti valne duljine A reflektirane na grani¢noj plohi zrak—ulje
i one reflektirane na grani¢noj plohi ulje-voda, ako svjetlost upada iz zraka pod kutom «a. (Indeks
loma zraka jednak je jedinici.)

Postupak: Opisanu situaciju prikazujemo skicom:

ulje

e
— . —

voda
—2a —

Upadna svjetlost reflektira se od grani&ne plohe zrak—ulje (na skici zraka 1) i od grani&ne plohe ulje-voda
(zraka 2). Razlika u fazi posljedica je razlike u duljini opti¢kih putova dviju zraka, As = sy — s1, te pomaka
u fazi m (polovica ciklusa) koji nastupa pri refleksiji svjetlosti na granici s opti¢ki gus¢im sredstvom. To
je ovdje samo granica zrak—ulje pa se takav pomak pojavljuje samo za zraku 1. Razliku u duljini opti¢kih
putova razmatramo izmedu toke A u kojoj se upadna zraka razdvaja na zrake 1 i 2, te to€aka C'i D u
kojima zrake 1 i 2 presijecaju ravninu okomitu na njih (desna iscrtkana linija na skici). MoZemo pisati

A _
A¢:27TTS—|—7T:27T82)\81

Uvodimo duljinu 2a = |AC| (vidi skicu) te iz geometrije prepoznajemo

+, s1 = |AD], sz = n(|AB[ + |BCY).

, sin o/
=tana =

a
b ————
d V1 —sin? o/

Koristeéi zakon loma prema kojemu je nsina’ = sin« gornji omjer pidemo u obliku

a sin o

d n2 — sin?

Opticki put zrake 1 sada moZemo napisati kao

2d si 2
s1 = |AD| =|AC|sina = 2asina = o a ,
n? — sin? a
dok je opticki put zrake 2
a\2 2n2d
s3 = n(|AB| + |BC|) = 2n|AB| = 2nV/d® + a2 = 2ndy |1 + (—) S
d Vn2 —sin a

Konacno, razlika opti¢kih puteva je

As = sy — 51 = 2d\V/n? —sin® a,
a razlika u fazi uklju€ujuéi i pomak 7w zbog refleksije zrake 1 na opti¢ki guséem sredstvu je

A 4rd
A¢5:27778—|—7T:% n? —sin® a + 7.

Rjesenje: A¢ = (4wd/)\)v/n? —sina + 7
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Zadatak 2.6.4: Dva odagilja¢a radio valova valne duljine A\ = 100 m leZe na pravcu istok—zapad
na razmaku d = 200m. Odredi fazni pomak medu odasilja¢ima s pomoéu kojega se maksimum
intenziteta odasilje u smjeru sjeveroistoka.

Postupak: Odasiljate prikazujemo skicom:

Elektri¢no polje isto¢nog odasilja¢a koje prijamnik opaZa u nekoj to¢ki mozemo napisati kao

Eq[t] = Eycos [wt + o1 — 277%1 = Eycos|wt — 1],

gdje je Fyo amplituda titranja polja (razmjerna snazi odasiljata te ovisna o udaljenosti odasiljata od pri-
jamnika), ¢1 je faza odasiljada, s je duljina optitkog puta (udaljenost) izmedu odasiljaga i prijamnika,
a

Y1 = ¢1 — 2ms1 /A

je faza s kojom prijamnik prima val. Na istovjetan nadin moZemo napisati i polje zapadnog odasiljaca,
Es[t] = B cos[wt — 1], o = ¢2 — 27ms2/ .

Razliku u fazi tih valova moZemo napisati kao

As
A =)o — 1 :A¢—27TT7
gdje je A¢ = ¢po — ¢y fazni pomak medu odasiljatima, a As = s9 — s1 je razlika duljine opti¢kih puteva
za dani polozaj prijamnika. Ako se prijamnik nalazi na velikoj udaljenosti pod azimutom «, iz geometrije
slijedi (vidi skicu)
As = 89— 81 =dsina.

Nadalje, ako se on nalazi u smjeru sjeveroistoka imamo « = 7/4, $to daje

T d
As=dsin— = —.
s sin 7
Razlika u fazi sada je
dmv/2
A = Ad — ”A\f.

Kako bismo postigli konstruktivnu interferenciju zahtijevamo
Ay = 2mm, m=0,£1,+2....

S obzirom da za zadane vrijednosti A i d imamo d/\ = 2, gornji uvjet glasi A¢ = 27(m + v/2), Uotavamo
da se vrijednost faznog pomaka A¢ koja se nalazi unutar intervala [—m, 7| dobiva se uz m = —1 i ona je

A¢p = ¢ — ¢y = 2m(V2 - 1).

Ta je vrijednost pozitivna te zakljutujemo da zapadni odagilja¢ mora prethoditi v/2—1 ~ 0.41 punog ciklusa
u odnosu na isto¢ni odasiljac.

RjeSenje: Zapadni odasiljat prethodi s A¢ = 27(v/2 — 1)
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Zadatak 2.6.5: Tri koherentna izvora zralenja valne duljine A leZe na pravcu. Odredi namanji
razmak d medu susjednim izvorima kojime se postiZe is¢ezavanje zralenja u tockama koje leZe na
istom pravcu kao i izvori na velikoj udaljenosti od izvora. (Podrazumijeva se da su izvori jednake
jakosti te da titraju u fazi.)

Postupak: Neka izvori leZe na x-osi pri koordinatama = = 0,+d. Na udaljenosti od izvora znatno veloj
od d moZemo smatrati da sva tri izvora doprinose poljima koja titraju jednakim amplitudama te ukupno
elektri¢no polje u totkama na samoj z-osi moZemo napisati kao

E[x,t] = Ey coswt — k(z + d)] + Ey cos|wt — kx| + Ey cos|wt — k(z — d)],

gdje je

Koriste¢i kompleksni zapis imamo
Elz,1] = By Re [ei(wt—k(m—l—d)) 4 gilwt—ka) 4 ei(wt—k(m—d))]
= FyRe[ (e 4 1 4 oihd)ilwt=ko)]
= EoRe[(1+2 cos[k:d])ei(‘“t*kx)]
= Ey (1 + 2cos[kd]) cos[wt — ka],

gdje prepoznajemo titranje amplitudom Ey(1 + 2 cos[kd]) koja is¢ezava ako vrijedi

1
cos[kd] = —=.
2
Najmanja vrijednost d koja zadovoljava gornji uvjet je
Do — 1 O A2 A
mm—karccos 5| 9,3 — 3

Isti rezultat se moze dobiti i koriStenjem poznatog izraza za intenzitet zralenja reSetke s N koherentnih
izvora na medusobnom razmaku d,
sin? [N%l sin a]

sin? [WTd sin 04]

I[a :IO

Ovdje je N = 3, a za totke na pravcu na kojem leZe izvori stavljamo o = /2. Zahtijev da zralenje u tim
tockama is¢ezne vodi na

sin [%ﬁ] # 0, sin [3%61} =0,

odnosno
wd

3— =m,2m,...
= T2m
Najmanji d koji zadovoljava gornji uvjet je dpyin = /3.

Rjesenje: di, = A\/3
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Zadatak 2.6.6: Kontinuirani spektar zracenja s valnim duljinama u podrudju od A\g = 420 nm
do Ag = 680nm (bijela svjetlost) pada okomito na optitku reSetku s razmakom d = 5 pum medu
pukotinama. Odredi kutnu $irinu razmaka (tamnog podrugja) izmedu kraja prvog i pocetka drugog
spektra u kutnoj raspodjeli zraenja reSetke. Zatim odredi valnu duljinu drugog spektra pri kojoj
nastupa preklop s poletkom treéeg spektra.

Postupak: Kutna raspodjela intenziteta svjetlosti valne duljine A pri difrakciji na resetki s razmakom medu
pukotinama d opisana je poznatim izrazom

sin? [N an sin a]

7d

Tl = I
[a] 0 sin? [T sin a]

a njeni se glavni maksimumi, I, = N2, nalaze pri
sina:Em, m=0,+1,£2...,

gdje m = 0 odgovara sredidnjem ili nultom maksimumu, m = =41 odgovara prvom maksimumu itd. S
obzirom da ovdje imamo kontinuirani spektar, prvi se maksimum (m = 1), odn. spektar prvog reda, proteze

u podruéju kuta «
od si AB do i Ar
sinaip = — sinaig = —,
1B d 1R p
Drugi maksimum (m = 2), odn. spektar u drugog reda, proteze u podrugju kuta o
od  si 2AB do s 2AR
singg = —— sinigp = ——.
2B d 2R d
S obzirom da za zadane grani¢ne valne duljine Ag i A vrijedi 2\ > AR, slijedi asp > a1 te zaklju€ujemo
da zaista postoji razmak (tamno podrugje) izmedu kraja spektra prvog i poletka spektra drugog reda. Kutna
Sirina tog razmaka je

|7 - oein |5
Aa = agg — a1 g = arcsin 7 — arcsin = |

Sto za zadane vrijednosti Ag g i d daje Aa ~ 1.85°. Tre¢i maksimum (m = 3), odn. spektar treeg reda, u

kutnoj raspodjeli polinje pri
3\

Sinagg = —.

d
S obzirom da za zadane valne duljine Ag r vrijedi 3A\g < 2R, slijedi azp < aar, Sto potvrduje da se potetak
tre¢eg spektra nalazi unutar spektra drugog reda. Valna duljina A spektra drugog reda kojoj odgovara isti
kut otklona kao i poletku spektra treeg reda slijedi iz uvjeta

sina—%—&
S dd’
$to daje
3
)\—5)\3.

Za zadane vrijednosti A = 630 nm.

Rjesenje: Aa = arcsin[2)\g/d] — arcsin[Agr /d] ~ 1.85°, A = 3\g/2 = 630 nm
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Zadatak 2.6.7: Monokromatska svjetlost upada okomito na optic¢ku reSetku koja se sastoji od niza
pukotina Sirine a rasporedenih tako da je razmak medu sredistima susjednih pukotina d. Na zastoru
promatramo svijetle i tamne pruge. Na mjestu gdje bismo olekivali tre¢i po redu interferencijski
maksimum pojavljuje se prvi po redu difrakcijski minimum. Odredi omjer Sirine pukotina a i razmaka
medu njihovim sredistima d.

Postupak: Kutna raspodjela intenziteta zradenja pri interferenciji N tockastih koherentnih izvora valne
duljine A na medusobnom razmaku d opisana je poznatim izrazom

sin? [N an sin a]

sin? [”Td sin a]

I[Oé] = IO

gdje glavne interferencijske maksimume iznosa I, = N2y otekujemo pri kutu o za koji vrijedi
sina:Em, m=0,+£1,£2,....

Kut koji odgovara treéem po redu glavnom interferencijskom maksimumu dan je s

. 3\
sinag = —.
T
Svaki od koherentnih izvora ovdje je pukotina Sirine a te osim same interferencije izvora uzimamo u obzir i
difrakciju. Kutna raspodjela intenziteta zracenja pri difrakciji svjetlosti valne duljine A na pukotini Sirine a
opisan je izrazom
02 [ma o /
sin” | T2 sin «
I[O/] _ IO [ A ]
ra - N2
(T SN &« )

Minimume olekujemo pri kutu o’ koji zadovoljava
sina = =m’  m/ =41,42,...
a

Za prvi difrakcijski minimum uzimamo m = 1, odnosno

. /
SIn oy = —.
74
Uvjet zadatka glasi
/
O[3 — Oél,
odnosno, napidemo li sin ag = sin o, slijedi
3\
d a’
na osnovu ega je traZzeni omjer
a 1
d 3

Rjesenje: a/d=1/3
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Zadatak 2.6.8: Snop prirodne svjetlosti intenziteta I, upada na niz od tri polarizatora. Propusni
smjer treeg i propusni smjer prvog polarizatora zatvaraju kut 63; dok se kut 65, $to ga zatvara
propusni smjer drugog polarizatora s propusnim smjerom prvog polarizatora moZe podeSavati. Odredi
kut 65, kojime se postiZe najveli intenzitet snopa nakon njegova prolaska tre¢im polarizatorom te
iznos najveceg intenziteta.

Postupak: Intenzitet snopa nakon prolaska prvim polarizatorom jednak je jednoj polovini uparnog inten-
ziteta,

1
Il = 5107

jer polarizator apsorbira jedan od dvaju ravnomjerno zastupljenih smjerova polarizacije prirodne svjetlosti.
Daljnji pad intenziteta nakon prolaska snopa drugim i tre¢im polarizatorom slijedi primjenom Malusova
zakona,

_[2 :Il 6082 921, I3 :_[2 COS2 932,

gdje je 071 traZzeni kut izmedu drugog i prvog polarizatora, a 035 je kut izmedu treéeg i drugog polarizatora.
Koristedi
021 + 032 = 031

moZemo napisati

1 1
[3 = 5[0 0082 921 0082 932 = 5[0 COS2 921 0082[931 — 921].

Kut 051 s kojim se ostvaruje maksimum intenziteta I3 pronalazimo uvjetom

I
0= & = —2(tan 0o1 — tan[931 — 921])[3
dfaq

koji je ispunjen kada je
tan 61 = tan[f3; — 621],

odnosno za
Maksimalni intenzitet je
1
(I3) max = 5[0 cos?[fs31/2).

Rjeéenje: 021 = 031/2, Imax = IQ COS4 [031/2]/2
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