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Uvod (podsjetnik)

Ocuvanje mehanitke energije i jednadzba gibanja
Sustavi s nekonzervativnim silama

Ocuvanje mehanicke energije i jednadzba gibanja

Kineti¢ka energija K

Kineti¢ka energija K krutog tijela moze se izraziti kao

1 1
K= 5mvczm + El*wz,
gdje je m masa tijela, vey je iznos brzine sredista mase tijela, /* je
moment tromosti tijela u odnosu na os koja prolazi njegovim
srediStem mase, a w je iznos kutne brzine vrtnje tijela oko te osi.

-

Primjer. Kotrljanje homogene kugle (/* = %mr2) bez klizanja
(w = Vem/r) po ravnoj podlozi:

12 Vem\2 7
K=_-mv, + 5 gmr2 ( Crm) = l—Omszm
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Uved (podsjetnik) Ocuvanje mehanitke energije i jednadzba gibanja

Sustavi s nekonzervativnim silama

Potencijalna energija U (neformalna definicija)

Potencijalna energija U[x] mehanitkog sustava u poloZaju x jest
rad koji je potrebno obaviti kako bismo sustav iz stanja mirovanja
u dogovorenom referentnom poloZaju x = xp doveli u stanje
mirovanja u polozaju x.

Primjer. Potencijalna energija tijela na visini h iznad referentne
razine h = 0:
U = mgh

Primjer. Potencijalna energija opruge konstante k koja je sabijena
ili rastegnuta za x u odnosu na njeno nenapregnuto stanje x = O:

1
U= 5kX2
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Uved (podsjetnik) Ocuvanje mehanitke energije i jednadzba gibanja

Sustavi s nekonzervativnim silama

Mehani¢ka energija E

Mehani¢ka energija E sustava jest zbroj kineti¢ke energije K i
potencijalne energije U,

E=K-+U.

Pretpostavimo li da je mehani¢ka energija oluvana, tj. da je sustav
konzervativan, uvjet

dE
——0
dt
nas moZe jednostavnim putem dovesti do jednadzbi gibanja

sustava.
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Uvod (podsjetnik)

Ocuvanje mehanitke energije i jednadzba gibanja
Sustavi s nekonzervativnim silama

Primjer. Titranje mase na opruzi:

14

Mehanicka energija:
1 1
E:K+U:§mx2+§kx2
Uvjet ouvanja energije:
dE - . (. k .
O:—:mxx+kxx:mx(x+—x> = X=-——X
dt m m

Prepoznajemo jednadzbu gibanja jednostavnog harmonickog
oscilatora (kruzna frekvencija titranja w = \/k/m).
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Uvod (podsjetnik)

Ocuvanje mehanitke energije i jednadzba gibanja
Sustavi s nekonzervativnim silama

Primjer. Kotrljanje kugle (bez klizanja) niz kosinu:

Mehanicka energija:

7
E=K+ U= Emk2—mgxsina

Uvjet ouvanja energije:

d 7T /. 5 o =2
0 E:...:_mx<x—?gsma> = x:?gsma

~dr 5

Prepoznajemo gibanje stalnom akceleracijom.
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Uvod (podsjetnik)

Ocuvanje mehanitke energije i jednadzba gibanja
Sustavi s nekonzervativnim silama

Nekoliko upozorenja:

@ Potencijalnu energiju U moguce je pridruziti iskljucivo silama
koje djelujuéi na putu od totke A do totke B obavljaju rad
koji ne ovisi o odabiru putanje. Takve sile zovemo
konzervativnim silama, a sustave u kojima su prisutne
isklju€ivo takve sile zovemo konzervativnim sustavima, jer je
mehanicka energija E u njima ofuvana veli¢ina.

@ Prikazani formalizam za nalaZenje jednadZbi gibanja sustava
primijenjiv je isklju¢ivo u konzervativnim sustavima. Kako
bismo ukljudili tzv. nekonzervativne sile, potrebna su
proSirenja formalizma.

@ Prikazani formalizam se znaajno komplicira kad promatrani
sustav ima viSe od jednog stupnja slobode.
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Uved (podsjetnik) Ocuvanje mehanitke energije i jednadzba gibanja

Sustavi s nekonzervativnim silama

Sustavi s nekonzervativnim silama

Nekonzervativne sile su npr. sile ovisne o vremenu te sile koje ovise
o brzini gibanja Zestica ili tijela u sustavu (trenje, otpor).

U sustavima u kojima su prisutne nekonzervativne sile mehani¢ka
energija E nije oCuvana te ih zovemo nekonzervativnim sustavima.

JednadZba gibanja u nekonzervativhom sustavu

JednadZbu gibanja u nekonzervativnom sustavu moZemo dobiti iz
relacije

dE_,

dt
gdje je E mehanicka energija sustava, a P je snaga djelovanja
nekonzervativnih sila.
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Uvod (podsjetnik)

Ocuvanje mehanitke energije i jednadzb:
Sustavi s nekonzervativnim silama

Primjer. Masa na opruzi uz otpor razmjeran brzini i vanjsku
periodi¢nu silu:

Mehanicka energija:

1 1
E:K+U:§m>'<2+§kx2

Snaga djelovanja sile otpora i vanjske sile:
Fy = —bx+ FocosQt, P = Fx = —bx* 4 FoxcosQt

JednadZba gibanja:

dE b k F
——_=p _— 5&+—>'<+—x:—0coth
dt m m m
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Lagrangeove jednadzbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

Lagrangeove jednadZbe gibanja za konzervativne sustave

KaZemo da mehanicki sustav ima onoliko stupnjeva slobode koliko
medusobno neovisnih parametara odreduje njegov polozaj.

Poopcene koordinate

Neovisne parametre kojima opisujemo polozaj sustava zovemo
poopcenim koordinatama, a u sustavu s N stupnjeva slobode ih
oznacavamo s g1, g2, - - -, gN-

Potencijalnu energiju sustava moZzemo izraziti kao

U= U[q17 a, .-, qN]

U izrazu za kineti¢ku energiju sustava se osim poopcenih
koordinata pojavljuju i njihove vremenske derivacije,

K:K[q1>q2>"'an;q17q2>"'>qN]'



Lagrangeove jednadZzbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

Primjer. Tijelo m; klizi bez trenja duZ vodoravne tracnice, a s
njega na niti duljine £ visi sitno tijelo my:

my
1

_ X

¢

|

¢ |
=

mo |

Sustav ima dva stupnja slobode. Poopéene koordinate:
q1 = X, Q@ =9
Potencijalna energija:
U= —myglcos¢

Kineti¢ka energija:

= s (s )
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Lagrangeove jednadzbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

Lagrangian L
Lagrangian L sustava &ija je kineti¢ka energija K i ¢ija je
potencijalna energija U jest funkcija

L=K-U.

Lagrangeove jednadZbe gibanja za konzervativne sustave

Ako je L lagrangian konzervativnog sustava te ako su gj,
i=1,...,N, poopéene koordinate, gibanje sustava je opisano tzv.
Lagrangeovim jednadZzbama koje glase

daoL oL

e == i=1,...,N.
atoq  oq T
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Lagrangeove jednadZzbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

Primjer. Lagrangeove jednadZbe gibanja sustava iz prethodnog
primjera:

JednadZba gibanja za poopéenu koordinatu g; = x:
(my + ma)X + mal(¢ cos d — ¢2sinp) = 0
JednadZba gibanja za poopéenu koordinatu g, = ¢:

%cos¢+Lp+gsing =0
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Lagrangeove jednadzbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

O¢&uvane veli€ine

Ako lagrangian L nekog sustava ne ovisi o poopcéenoj koordinati g;
(dakle ovisi jedino o njenoj derivaciji g;), iz Lagrangeove jednadZbe
gibanja za g; slijedi da je veli¢ina

oL
0q;

u tom sustavu o€uvana (stalna u vremenu).

Primjer. U sustavu iz ranijeg primjera, lagrangian ne ovisi
koordinati x te je veli¢ina

oL . -
i (my + ma)Xx + male cos ¢

otuvana (radi se o x-komponenti koli¢ine gibanja).
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Lagrangeove jednadZzbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

Primjer. Dvostruko njihalo:

4

Potencijalna energija:
U= —mygly cos p1 — mag ({1 cos ¢1 + {2 cos ¢)
Kineti¢ka energija:
K= %ml(flél)z + %m2 (¢1¢1 cos @1 + Lagho cos ¢2)2

1 s e
+5me (L161sin 1 + Lagp sin ¢2)2
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Lagrangeove jednadZbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

U sustavima u kojima djeluju nekonzervativne sile potrebno je
Lagrangeove jednadzbe gibanja prosiriti dodatnim &lanovima.

“Funkcija snage” P (neformalna definicija)

Nekonzervativnoj sili F koja djeluje na neku &esticu u sustavu te
ovisi 0 polozaju x i brzini v Cestice te o vremenu t pridruZujemo
tzv. funkciju snage P definiranu integralom

v
Plx,v, t] = / Flx,v/, t] - dv.

Donja granica integracije je proizvoljna.

Upozorenje: Funkcija snage P definirana ovdje ne podudara se sa
snagom djelovanja nekonzervativne sile.
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. A ove jednadZb ja za konzervativne sustave
Lagrangeov formalizam u mehanici

Nekonzervativni susta:

Primjer. Cesto koriétene funkcije snage:

@ Sila viskoznog otpora Fy[X] = —bx:
P[X] :/ Fu[x]dx’ = —b/ X dx = — %2
0 0 2
@ Vanjska harmonitka sila Fi[t] = Fqcos Qt:

P[x] = / Fi[t] dx’ = Fy[t] X = Fox cos Qt
0
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Lagrangeove jednadZbe gibanja za konzervativne sustave
Nekonzervativni sustavi (funkcija snage)

Lagrangeov formalizam u mehanici

JednadZbe gibanja za nekonzervativne sustave

U nekonzervativnom mehani¢kom sustavu u kojem je djelovanje
nekonzervativnih sila opisano ukupnom funkcijom snage P,
Lagrangeove jednadzbe konzervativnog sustava prosirujemo ¢lanom
na desnoj strani te one glase

doL aL _dp

— = =1
atog  oq  da;

N

Primjer. Masa na opruzi uz viskozno prigusenje:

1 1 b
L:§m>'<2—§kx2, P:—§X2

Jednadzba gibanja:
mx + kx = —bx
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Elektri¢ni i (bez pokretnih dijelova)

P iy Jednostavni tromehanicki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

P iy Jednostavni elektromehani&ki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave

Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

Lagrangeovim formalizmom moguce je konstruirati jednadZbe
gibanja u elektrié¢nim krugovima poput prikazanog:

| |
J) @ Ry @ Ro
ult] —e L

I

Poopcene koordinate u elektri¢nim krugovima

Kao poopcene koordinate u elektriénim krugovima koriste se
elektri¢ni naboji Q;, i =1,..., N, koji su pocevsi od nekog
trenutka (npr. t = 0) protekli pojedinim vodiZem.

Podrazumijeva se da za struje Qi vrijedi Kirchoffov zakon.
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

P iy Jednostavni elektromehani&ki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave

Kineti¢ka energija zavojnica

Energiju magnetskog polja nastalog protjecanjem struje Q kroz
zavojnicu induktiviteta L shvacamo kao kineti¢ku energiju

1 .
K=-L@
5LQ

Kad parom zavojnica induktiviteta L; i L, teku struje Ql i Q2,
uzima se u obzir i meduinduktivitet zavojnica L7,

1 . .. 1 .
K = §L1012 + L@@ + ELzsz'
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

P iy Jednostavni elektromehani&ki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave

Potencijalna energija kondenzatora

Energiju elektri¢nog polja unutar kondenzatora kapaciteta C u
kojem se nalazi naboj @ shva¢amo kao potencijalnu energiju

_ 1 5
U_2CQ'

Potencijalna energija naponskog izvora

| A\

Naponskom izvoru u koji moZe ovisiti o vremenu te kroz koji je “u
pozitivnom smjeru” protekao naboj @ pridruZujemo potencijalnu
energiju

U=—-uqQ.
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

Jednostavni elektromehani&ki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Funkcija snage otpornika

Otporniku otpora R kojim tele struja Q odgovara funkcija snage

1.
P=—--RQ@%.
5RQ

Lagrangian i jednadZbe gibanja elektri¢nog sustava

Lagrangian L i jednadZbe gibanja elektri¢nog sustava su

d oL oL oP
L: _U’ —— == —r, .:17...,N,
90, 04 0a;

gdje je K kinetitka energija (zavojnice), U je potencijalna energija
(kondenzatori i naponski izvori), a P je funkcija snage (otpornici).
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

P iy Jednostavni elektromehani&ki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave

Primjer. Elektri¢ni oscilator s vanjskom silom:

C — —woom
R C L

Q

] o

Kineti¢ka i potencijalna energija, funkcija snage:

Ly y_lo L
K_2LQ U—2CQ u@® P= 2RQ

Jednadzba gibanja:
. .1
LQ+RQ+ =@ = ult]

Prepoznajemo ekvivalenciju s mehani¢kim sustavom.
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

P iy Jednostavni elektromehani&ki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave

Primjer. Krug s dva stupnja slobode:

L | L |
l Ql Rl Q2 R2
ult] — L

I

Kineti¢ka i potencijalna energija, funkcija snage:

_ L& _ (@ - @) _ R@E R
K== Usge v P75
JednadZbe gibanja:

w Cu= RO LDy @ — RO,
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)
Jednostavni elektromehaniki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Jednostavni elektromehanic¢ki pretvornici

Kapacitivni elektromehanicki pretvornik

Sprega izmedu elektri¢nog i mehanickog dijela sklopa moZe se
ostvariti kroz tzv. kapacitivni elektromehanicki pretvornik. Mozemo
ga modelirati kao kondenzator s pomi¢nim plo¢ama. Ako je u
referentnom polozaju kondenzatora Ag efektivna povrsina ploca, a
dp razmak medu njima, kapacitet kondenzatora mozemo izraziti

kao
Ao+ AA

do + Ad’
gdje je Ad promjena razmaka medu plotama, a AA je promjena
njihove efektivne povrsine izazvana pomakom.

C:60

Elektromehanika Lagrangeova formulacija mehanike i elektromehanike



Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)
Jednostavni elektromehaniki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Primjer. Ploce kondenzatora imaju povrsinu Ag, donja ploca je
nepomicna, a gornja plo¢a ima masu m i visi na opruzi konstante
k. Pri naponu u = 0, ravnotezni razmak medu plo¢ama je dp.

C[X] = Evo/(do + X)

Sustav ima jedan mehanicki stupanj slobode (pomak gornje ploe
kondenzatora x) te jedan elektri¢ni stupanj slobode (naboj Q).
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

Jednostavni elektromehaniki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Poopcene koordinate: g1 = x, go = Q

Kineti¢ka i potencijalna energija te kapacitet kondenzatora:

_om, Q? A
K=3% 2 19 M= ogx

2

k
U:§X2+

JednadZbe gibanja:

Q2 0 Q(do + X)

pr— —_— pr— 0
2¢0Ag Ao€o “

mx + kx +
Eliminacijom Q:

mX = —kx — eo$u2
2(d0 +X)2
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)
Jednostavni elektromehaniki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Primjer. Vodljivi valjak mase m i promjera 2r koji visi na opruzi
konstante k uronjen je do dubine x u nepomiéni vodljivi plast.
Valjak i plast su prikljueni na naponski izvor u[t], a ravnotezna
dubina uranjanja pri u = 0 iznosi x = xg. Sirina tankog zratnog
raspora izmedu valjka i plasta je dp.

Clx] = €0 2rmx/do

s

JednadZba gibanja: mx = —k(x — xo) + EO;—WU2
0
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

L i Jednostavni elektromehaniki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave

Magnetski elektromehanicki pretvornik

Magnetski elektromehanicki pretvornik moguce je ostvariti
postavljanjem pomi¢nog elementa nadinjenog od magnetskog
materijala u blizinu jezgre elektromagneta. Ako je Lg induktivitet
zavojnice elektromagneta pri Sirini zratnog raspora izmedu jezgre i
pomocnog elementa dy (u smjeru magnetskog polja) te pri povr3ini
popre€nog presjeka raspora Ag (presjek okomit na magnetsko
polje), induktivitet zavojnice nakon pomaka pomi¢nog elementa
moZemo opisati empirijskom relacijom

Ad AA\ 1
L=1lo(1+==) (1422
O<+do><+Ao) ’

gdje su Ad promjena Sirine, a AA je promjena povrsine zraénog
raspora izazvana pomakom.

Elektromehanika Lagrangeova formulacija mehanike i elektromehanike



Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

L i Jednostavni elektromehaniki pretvornici
Primjena na elektromehani¢ke sustave

Primjer. Magnetski pretvornik s promijenjivom povrsinom zraénih
raspora: Pri @ = 0 ravnoteZni poloZaj pomi¢nog elementa je
x = xg > 0, a induktivitet je u tom polozaju L.

Zrani raspor ima oblik pravokutnika sa stranicama b i a — x:

Alx] = b(a — x) %’04 = A[XL\EX(;L]\[XO] _ _: : ;(Z

Induktivitet zavojnice elektromagneta:

_ a — X
Lx] = Lo (1+ AA/Ag) ™ = LOT)?

Elektromehanika Lagrangeova formulacija mehanike i elektromehanike



Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)

Jednostavni elektromehaniki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Kineti¢ka i potencijalna energija:
K =-mx“+ =L[x]Q U= Zk(x—x0)" — uQ
2 2 2
JednadZbe gibanja:
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)
Jednostavni elektromehaniki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Primjer. Magnetski pretvornik s promijenjivom Sirinom zraénog
raspora: Pomi¢ni element mase m je oprugom konstante k
povezan s &vrstim uporistem. Pri Q = 0, ravnoteZna Sirina zraénog
raspora je x = dp, a induktivitet je u tom poloZaju L.
Q B
o . =Xk
[ ult] L m
"
B

Induktivitet zavojnice elektromagneta:

Ad X — do X
g 0( +do> O< " do ) % do
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Elektri¢ni sustavi (bez pokretnih dijelova)
Jednostavni elektromehaniki pretvornici

Primjena na elektromehani¢ke sustave

Kineti¢ka i potencijalna energija:
1 5, 1 o 1 5
K =-mx“+ ZL[x]Q U= Zk(x —dy) — uQ
2 2 2
JednadZbe gibanja:

_ 2 —_— =
mx 2d0Q + k(x —dp) =0

1
Q+Lo Qx —u=0
do
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