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SaZetak

Surogat predavanja iz Elektromehanike u pisanom obliku.

1 Prvidio

1.1

Uvod (opcéenito o modeliranju mehaniékih sustava)

Pri modeliranju mehani¢kog sustava najées¢e mozemo jasno razluditi ovih nekoliko postupaka:

1.

Odredivanje broja stupnjeva slobode sustava: Za Zesticu koja se ne moZe gibati kazemo da nema
nijedan stupanj slobode. Cestica &ije gibanje je ogranieno na neku krivulju ima jedan stupanj slobode,
Cestica Cije gibanje je ograni¢eno na neku plohu ima dva stupnja slobode, dok &estica koja se giba
u trodimenzionalnom prostoru ima tri stupnja slobode. Kruto tijelo, uzme li se u obzir njegovo
najopcenitije gibanje u prostoru, ima Sest stupnjeva slobode. Naravno, kruto tijelo &ije je gibanje na
neki nadin ograni¢eno moze imati manje od Sest stupnjeva slobode. Na primjer, kruto tijelo koje se
moze samo vrtjeti oko neke &vrste osi ima samo jedan stupanj slobode. Osim sustava s kona&nim
brojem stupnjeva slobode postoje i oni za koje kaZemo da imaju beskonaéno mnogo stupnjeva slobode.
Sustav s beskonagno mnogo stupnjeva slobode je, na primjer, napeta struna koja dopusta valno gibanje.

Odabir tzv. poopcéenih koordinata: Kako bismo opisali stanje u kojem se nalazi mehani€ki sustav s N
stupnjeva slobode, potrebno nam je N tzv. poopcenih koordinata. Vrijednost poopéenih koordinate
govori nam o poloZaju, a njihove vremenske derivacije o brzini gibanja estica i/ili tijela u nekom
trenutku. Poopéene koordinate je moguée odabrati na razli¢ite nacine, a mudar odabir moZe u velikoj
mjeri olaksati analizu sustava koji razmatramo.

Postavljanje jednadZbi gibanja za sustav: JednadZbe gibanja sustava s N stupnjeva slobode su skup od
N opéenito vezanih diferencijalnih jednadzbi u kojima se pojavljuju najvise druge derivacije poopcenih
koordinata sustava po vremenu. Pri postavljanju jednadZbi gibanja uzimaju se u obzir sve sile koje
djeluju na Cestice odnosno tijela sustava.

Analititka analiza jednadzbi gibanja (u mjeri u kojoj je to moguce): U nekim dovoljno jednostavnim
slu¢ajevima moguce je pronali analiticka rjeSenja jednadzbi gibanja. Takoder je mogude prepoznati
konstante gibanja, odnosno veli¢ine koje tijekom gibanja ne mijenjaju svoju vrijednost (tvrdnje o
ouvanju nekih veli¢ina jo¥ zovemo zakonima ofuvanja). Naravno, u veéini realisti¢nih i sloZenih
situacija analiticke metode su same po sebi ograni¢enog dosega, a ulogu imaju i ograni¢ena u nasoj
vlastitoj matematickoj pripremljenosti.

Odabir pocetnih uvjeta: U onim slu¢ajevima u kojima je ople rjeSenje jednadzbi gibanja dostupno u
analiti¢ckom obliku, u njemu se pojavljuju neodredene konstante &ija vrijednost proizlazi iz vrijednosti
poopcenih koordinata i njihovih vremenskih derivacija u nekom pofetnom trenutku. Skup vrijednosti
svih poopéenih koordinata i njihovih vremenskih derivacija u neko poetnom trenutku zovemo pocetnim



uvjetima. Uvrstimo li poletne uvjete u ople rjeSenje jednadZbe gibanja dobivamo analiti¢ke izraze
koji opisuju vremesku ovisnost svake poopéene koordinate.

6. Numeritka analiza jednadZbi gibanja (simulacija): JednadZbe gibanja mogude rijestiti numeri¢kim
postupcima, ali za razliku od opéeg analiti¢kog rjeSenja, numeri¢ko rjeSenje je moguce doboti iskljucivo
za unaprijed odabran skup poletnih uvjeta. Dakako, varirajuéi poletne uvjete mogucle je istraZiti
rjeSenja koja su u nekoj situaciji od prakti¢nog interesa.

Lagrangeov formalizam pomaZe nam pri postavljanju jednadZbi gibanja sustava, dakle u tocki 3. gornjeg
popisa, a dijelom i pri njihovoj analiti¢koj analizi, $to je to¢ka 4. gornjeg popisa. Razlikuje se od pristupa koji
se izravno oslanja na primjenu Newtonovih zakona po tome $to polazi od kineti¢ke i potencijalne energije
sustava, u mnogim situacijama znatno je jednostavniji u provedbi i olakS8ava nam prepoznavanje konstanti
gibanja u razmatranom sustavu.

U nastavku ovog “predavanja” dat Ce se kratke upute za koristenje Lagrangeovog formalizma, dok ulaZenje u
potankosti njegove matemati¢ke pozadine poznate kao varijacijski princip ostavljamo za neku drugu priliku.

1.2 Lagrangeov formalizam

U sustavu s N stupnjeva slobode poopcene koordinate neka su
qi, izl,...,N. (1)

Pretpostavljamo da se ukupnu potencijalnu energiju sustava moZe izraziti kao funkciju sviju poopcenih
koordinata,

U=U(q,---,qn), (2)

a isto tako pretpostavljamo da se ukupnu kineti¢ku energiju moZe izraziti s
K=K, ..,4n; q1,---,qN)- (3)

gdje su ¢; vremenske derivacije poopcenih koordinata. Razliku kineti¢ke i potencijalne energije sustava
zovemo Lagrangijanom (lagranZijanom) sustava,

L=K-U. (4)
Tzv. Lagrangeove jednadzbe gibanja sustava su

d oL 0L

—————=0 ;i =1,...,N. 5
lako su dobivene na potpuno drugadiji nacin, Lagrangeove jednadZbe gibanja istovjetne su jednadZbama
gibanja koje bismo dobili izravnom primjenom Newtonovih zakona. Nadalje, ako za neku od poopcéenih

koordinata vrijedi
oL

= _9 6
o (6)
onda je
oL ‘ )
—— = const.
8qj

konstanta gibanja (ouvana veli¢ina) u promatranom sustavu.



1.3 Harmonicki oscilator kao prvi primjer

Kao prvi primjer razmotrit ¢emo vjerojatno najpoznatiji, najjednostavniji, a opet izuzetno vazan slucaj tijela
mase m koje se moze gibati duZ pravca i koje je oprugom konstante k£ povezano s &vrstim uporistem na

-S|

k

istom pravcu.

8

JednadZba gibanja tijela dobro je poznata i glasi

k
i+ wir =0, gdje je wi = g (8)

Kao $to je takoder dobro poznato, rjeSenje te jednadzbe gibanja je harmonicko titranje oko ravnoteZnog
poloZaja = 0 kutnom frekvencijom wy,

z(t) = Acos(wot + ¢), (9)

gdje su konstante A i ¢ odredene poetnim uvjetima u nekom trenutku ¢¢, a to su ovdje z(tp) i x’(to)
Ovdje ¢emo tu jednadzbu gibanja harmonijskog oscilatora ([8]) izvesti na tri razli¢ita nacina:

1. Izravna primjena drugog Newtonovog zakona: Uzmemo li da se tijelo giba duz x-osi, s lijeve strane
znaka jednakosti moZemo napisati umnoZak mase tijela i z-komponente njegove akceleracije, a s desne
strane x-komponentu sile opruge, F, = —kz,

ma; = —kx. (10)

Pisuci a, = & i dijele¢i s m dobivamo upravo (8]).
2. Primjena naclela ocuvanja mehanicke energije: Kineti¢ka i potencijalna energija tijela mase m na
opruzi konstante k su
1
K=_mi* U= §kx2. (11)

Mehanicka energija je prema tome

1 1
a s obzirom da u ovom jednostavnom mehani¢kom sustavu nije prisutan niti jedan mehanizam kojim
bi doslo do pretvorbe mehanicke energije u druge oblike energije, oekujemo da je mehanitka energija
oluvana veli¢ina, odnosno
d d /1 1 k

0=F=— <§m:i32 + Ek:c2> = mai + kxi = ma (w + Ex> : (13)
Gornji uvjet je ispunjen ako je & = 0, $to nije zanimljivo jer isklju€uje mogucénost gibanja. Druga
mogucénost je da izraz u zagradama bude jednak nuli, $to je upravo jednadzba gibanja harmoni¢kog
oscilatora (@)).

1Vidi poglavlje 6.2 uhttp://sail.zpf.fer.hr/labs/mehanika2.pdf
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3. Lagrangeov formalizam: Sustav ima samo jedan stupanj slobode i kao najo&igledniji odabir poopéene
koordinate namede se sama x-koordinata tijela. Lagrangian sustava tada je

1 1
L=K-U=_-mi®— -ka* (14)
2 2
a &lanovi u Lagrangeovoj jednadzbi () su
doL d OL
doL _d . . . oL _ ., 1
T - g = i o kx (15)

Sama Lagrangeova jednadzba glasi mZ + kx = 0 to je upravo oekivani rezultat (8]).

U ovom jednostavnom i svima dobro poznatom primjeru prednosti Lagrangeovog formalizma pred drugim
pristupima u izvodenju jednadZzbe gibanja nisu jo$ dosle do izrazaja. Primjer je imao za cilj pokazati da se
na razli¢ite nadine dolazi do istovjetne jednadZbe gibanja.

1.4 Zadaci

1. Matematitko njihalo je sitno tijelo (¥estica) objeSeno o &vrsto uporiste tankom, bezmasenom neraste-
zljivom niti duljine £, a razmatra se isklju¢ivo gibanje u odabranoj uspravnoj ravninid Bez da pret-
postavite da je rije¢ isklju¢ivo o malenim otklonima od ravnoteZe, napisite Lagrangian matemati¢kog
njihala i izvedite Lagrangeovu jednadzbu gibanja. Kao poopéenu koordinatu odaberite kut otklona od
ravnoteze 6.

2. Lagrangeovim formalizmom izvedite jednadZbu gibanja za kotrljanje bez klizanja tankog obru&a niz
kosinu nagiba a uz dva razli¢ita odabira poopcene koordinate:

e ¢ = 0, kut zakreta obru¢a u odnosu na neki referentni poloZaj

e g = z, z-koordinata sredista (mase) obrua pri &emu je z-os orijentirana tako da se srediste
obruc¢a giba duz nje.

Moment tromosti tankog obru¢a mase m i polumjera a u odnosu na os simetrije je I* = ma?.

2Vidi primjer 4.4.2 uhttp://sail.zpf.fer.hr/labs/mehanika2.pdf
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2 Drugi dio

2.1 Primjer sustava s dva stupnja slobode

Ovaj primjer pokazat ¢e primjenu Lagrangeovog formalizma u slu€aju u kojem bi izravna primjena drugog
Newtonovog zakona zahtijevala kompliciraniji postupak. Ovaj primjer ¢ée takoder pokazati na&in na koji
Lagrangeov formalizam razotkriva ouvanu veli¢inu u sustavu.

Neka tijelo mase m1 klizi bez otpora po vodoravnoj tracnici, a s njega visi tijelo mase mo poput matemati¢kog
njihala. Duljina niti njihala neka je £.

Izvest ¢emo jednadZbe gibanja ovog sustava koristenjem Lagrangeovog formalizma.

Sustav ima N = 2 stupnja slobode, a kao poopéene koordinate odabiremo ¢; = z, z-koordinatu tijela mase
m1, i go = 6, kut otklona njihala od uspravne osi.

Kako bismo napisali kineti¢ku energiju sustava najprije zapisujemo brzine tijela. Vektor brzine klizada se
moze oligledno izraziti s

Vektor brzine njihala moZemo izraziti kao zbroj brzine kliza¢a na kojem tijelo visi i vektora brzine tijela mase
ms koju to tijelo ima u referentnom okviru klizaca.

Vo = V1 —|-€9 é, (17)

gdje je

0 =cosfi+sindj (18)

jedini¢ni vektor koji gleda u smjeru koji odgovara pomaku df. Slijedi

vy = (& + €0 cos 0)i + (0sin 0. (19)

Kineti¢ke energije tijela sada su
Ky = smye? = 2myi?, Ky = 2mged = - = sy (8 + 266 cosd + 267 20
1= 5y = gmid’, 2= 5mavy = = gma (& + 2020 cos 0 + (20)

Potencijalna energija sustava sastoji se isklju¢ivo od gravitacijske potencijalne energije njihala, odn. tijela
mase my koje se pri otklonu njihala 8 uspinje na visinu £(1 —cos f) u odnosu na ravnotezni (najnizi) polozaj,

Uz = magl(1 — cosb). (21)
Lagrangijan sustava sada je
1 . 1 .
L=K-U=K{+Ky—U; = §(m1 + mg)a'cZ + mol6 cos 0 + §m2€292 —magl(1l —cosf). (22)

Najprije razmatramo stupanj slobode ¢; = x. Nalazimo

oL

5



a to znadi da je u ovom sustavu

oL ] .

%= (my 4+ mg)x 4+ molf cos § = konst (24)
z

konstanta gibanja, odn. ouvana veli¢ina. Pogledamo li malo bolje gornji izraz, prepoznajemo da se radi o

x-komponenti koli¢ine gibanja u ovom sustavu, a s obzirom da ovdje nisu prisutne vanjske sile ¢ija bi x-

komponenta bila razli¢ita od nule, taj rezultat je u skladu sa zakonon o€uvanja koli¢ine gibanja u sustavima

Cestica.

Analizu nastavljamo razmatranjem Lagrangeove jednadsbe za stupanj slobode g = . Clanovi u La-
grangeovoj jednadzbi su

g—g = —maolifsin @ — mylgsin @ = —mol(i60 + g) sin 6 (25)
i
doL d . 2i\ . 95
Friry T (mgﬁx cos 0 + maf 9) = Mol cos O — molilsin @ + mol-0, (26)

te samu Lagrangeovu jednadZbu moZemo napisati u obliku
icos@ + gsinf + 00 = 0. (27)

Odaberemo li u zakonu o&uvanja (24]) nulu kao vrijednost konstante gibanja, a to odgovara situaciji u kojoj
se srediSte mase sustava ne pomice duz x-osi, zakon oluvanja glasi

(my +m2)z + malf cos 6 = 0. (28)

Jednadzbe (27)) i (28) &ine sustav vezanih diferencijalnih jednadzbi koje smatramo jednadzbama gibanja
ovog sustava.

Prisutnost konstante gibanja, odn. jednadzba (28]), omoguéuje nam da jednu od dviju poopcenih koordinata
eliminiramo iz sustava. Deriviranjem jednadzbe (28] imamo
. mol /o 9 .
F=——— <900$0—9 sm@), (29)
mi + Mg
a uvrdtavanjem tog izraza (27]) dobivamo diferencijalnu jednadZbu u kojoj se pojavljuje samo poopéena
koordinata # i naravno njene derivacije. Ta jednadZba glasi:

ma

——— #%sinfcosh = 0. (30)
mi1 4+ mo

<1 — Lceﬁ&) 5+gsin9+
mi + meo 4

Kao gruba provjera ispravnosti gornje jednadzbe gibanja moZe nam posluZiti limes m; — oco. U tom limesu

kliza¢ se gotovo uopée ne bi gibao, a njihalo bi se ponasalo poput matemati¢kog njihala. Lako je pokazati

da u spomenutom limesu gornja jednadzba gibanja prelazi u jednadZbu gibanja jednostavnog matemati¢kog

njihala.

2.2 Nekonzervativne sile, funkcija snage

Potencijalna energija jest funkcija kojom opisujemo tzv. konzervativne sile, odnosno sile &ije djelovanje ne
dovodi do promjene u mehanitkoj energiji sustava. Sile koje nemaju to svojstvo zovemo nekonzervativnim
silama i ne mozemo im pridruZiti potencijalnu energiju. To takoder zna&i da one nisu ukljuéene u La-
grangeov formalizam u njegovom osnovnom obliku. Ovdje opisujemo prosirenje Lagrangeovog formalizma
koje omogucuje uklju¢enje nekonzervativnih sila.

Neka je
F =F(r,v,t) (31)



nekonzervativna sila koja ovisi o poloZaju r, brzini &estice v i o vremenu t. PridruZzujemo joj tzv. funkciju
snage definiranu s

P(r,v,t) = / F(r,v' t)-dv/, (32)

0

gdje je vq proizvoljna referentna brzina. Lagrangeove jednadZbe glase

d9L 9L 9P

_— =  =1,....N 33
dtd¢; 0qi  9¢;’ ! o (33)

gdje je P tzv. ukupna funkcija snage, odnosno zbroj funkcija snage pridruZenih svim nekonzervativnim silama

u sustavu.

Na primjer, ako na Cesticu koja se giba u trodimenzionalnom prostoru djeluje nekonzervativna sila oblika
F(v) = —bv, (34)

gdje je b > 0, a v je brzina Cestice (prepoznajemo da se radi o sili otpora razmjernoj brzini), pridruZena

funkcija snage je

Plv] = /V F(v') - dv' = —b/ov Vv = —b”2—2. (35)

2.3 Zadaci
1. Pazljivo protitajte [2.1]i provjerite je li se slu¢ajno potkrala kakva pogreska u izvodu jednadzbe gibanja
klizaka s njihalom. Ako jest, molim javite mi da ju otklonim. (Ovdje ne morate nista slikati i slati.)
2. (Neobavezan zadatak) NumeriZki integrirajte jednadzbe gibanja kliza¢a s njihalom (28)) i (BQ) za slu&aj

mi =msg, g = 10ms~2 i ¢ = 1m uz poletne uviete z =0,0 =0

9:§7T i 90:§7T,

koji odgovaraju vrlo malenom poetnom otklonu i vrlo velikom po&etnom otklonu (kod pocetnog
otklona veceg od 7/2 pretpostavljamo da je nit kruta, odn. da se radi o brzmasenoj krutoj 3ipki).
Nacrtajte graf ovisnosti x(t) i 6(t) za oba sluaja. (Uslikajte mobitelom ekran, ne brinite o formi.)

3. lzvedite Lagrangeovim formalizmom jednadzbe gibanja za sustav sa slike:

, k1 ko
7z m
Z o SEEES—]
/ 1 1
—_—t —_—t— T2
0 0

Trebali biste dobiti jednadzbe iz primjera 6.8.3 u http://sail.zpf.fer.hr/labs/mehanika2.pdf

4. Lagrangeovim formalizmom i koristenjem odgovarajue funkcije snage izvedite jednadzbu gibanja
prigusenog oscilatora (vidi poglavlje 6.5 uhttp://sail.zpf.fer.hr/labs/mehanika2.pdf).
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3 Tredi dio

3.1 Elektri¢ni krugovi s koncentriranim elementima

Primjena Lagrangeovog formalizma na elektri¢ne krugove slijedi obrazac koji smo upoznali u mehanici. U
elektri¢énom krugu najprije ustanovljavamo broj stupnjeva slobode i odabiremo poopéene koordinate. Kao
poopéene koordinate naj¢e$¢e odabiremo elektri¢ne naboje ¢;, ¢ = 1,..., N, koji su pocevsi od nekog
referentnog trenutka protekli odredenim tockama u elektricnom krugu. Vremenske derivacije poopcenih
koordinata ¢; tada su elektri¢ne struje i; = q'zﬁ

Kao primjer uzmimo elektri¢ni krug s dva stupnja slobode koji sadrzi naponski izvor u(t), induktivitet L,
otpornik R i kondenzator C"

q1 Go

Kao poopcéene koordinate moZemo odabrati naboje protekle dvjema horizontalnim granama pri vrhu crteZa, a
na samom crteZu oznatavamo odgovarajuce struje i njihov pozitivan smjer. Struja koja protjete otpornikom
ovdje je, prema Kirchoffovu zakonu za struje (zakon otuvanja elektri¢nog naboja), ¢1 — ¢o.

U elektriénim krugovima s koncentriranim elementima (engl. lumped elements), a to su ovdje otpornik,
induktivitet, kondenzator i naponski izvor, svakome od njih pridruzujemo potencijalnu energiju, kineti¢ku
energiju ili funkciju snage kako slijedi:

e Kondenzator: energiju elektri¢nog polja u nabijenom kondenzatoru smatramo potencijalnim energijom
(ona je odredena vrijednos¢u poopéene koordinate g, a ne njene vremenske koordinate ¢). Ako je
kapacitet kondenzatora (', a u njemu se nalazi naboj ¢, potencijalna energija dana je izrazom

L o

e Induktivitet: energiju magnetskog polja u induktivitetu shvaéamo kao kineti¢ku energiju (ona je
odredena vrijednos¢u struje koja tece induktivitetom, dakle vremenskom derivacijom poopcéene ko-
ordinate ¢, a ne njenom vrijednod¢u ¢q). Ako induktivitetom L tele struja ¢ kinetitka energija je

L
K =4 (37)
2
Parametar L jo$ zovemo samoinduktivitetom kako bismo ga razlikovali od meduinduktiviteta koji
razmatramo kad su u sustavu prisutna dva ili vie induktiviteta. Ako su Lq i Ly samoinduktiviteti
dvaju induktiviteta kojima teku struje ¢; i g2, kineti¢ka energija je

L. .. Lo,
K = TQ% + Li2¢142 + 7(1%- (38)
Meduinduktivitet moZe imati negativnu ili pozitivnu vrijednost, ovisno o definiciji smjera struja te o
geometrijskom odnosu u kojem se induktiviteti nalaze. Poopéenje na veéi broj induktiviteta te samim
time i meduinduktiviteta smatramo ociglednim.

3Totkica na i je prisutna jer to slovo ima totkicu, dok totkica na ¢ oznaava vremensku derivaciju velitine g, sorry, tako je,
kako je.



e Otpornik: Svakom otporniku u krugu odgovara funkcija snage
1 )

gdje je R otpor otpornika, a ¢ je struja koja njime tece.

e Naponski izvor: Naponskom izvoru u koji ovisi o vremenu pridruZzujemo potencijalnu energiju
U = —ugq, (40)

gdje je g naboj koji je potekao iz tog naposkog izvora polevii od nekog pocetnog (referentnog)
trenutka. (Uobi&ajeno je naboj ¢ odabrati kao jednu od poopéenih koordinata u sustavu).

Lagrangeove jednadzbe gibanja u elektri¢nom krugu s N stupnjeva slobode i poopcenim koordinatama
(nabojima) ¢;, i = 1,..., N su kao i u mehanici dane s (33))

3.2 Zadaci

1. Analizirajte elektri¢ni krug koji smo koristili kao primjer metodama koje ste upoznali na Osnovama
elektrotehnike i drugim predmetima. lzvedite jednadzbe gibanja za struje iy = ¢1 i i2 = ¢2 (to su
diferencijalne jednadzbe u kojima se pojavljuju druge derivacije naboja, dakle ¢ i ¢2).

2. Analizirajte isti elektri¢ni krug Lagrangeovim formalizmom. Morali biste dobiti iste jednadZbe gibanja
(izraze za G i §2) kao i u prethodnom zadatku.

3. Analizirajte isti elektri¢ni krug Lagrangeovim formalizmom, ali ovaj puta na takav nadin da naponskom
izvoru ne pridruZite potencijalnu energiju prema pravilu (40), ve¢ da joj pridruzite funkciju snage

Radi se o alternativnom pristupu za uklju¢enje naponskog izvora. | ovdje biste morali dobiti iste
jednadzbe gibanja kao i u prethodnim zadacima.



4 Cetvrti dio

4.1 Elektromehanicki sustavi
U prethodnim predavanjima upoznali smo Lagrangeov formalizam i injenicu da ga se bez izmjena moZe prim-
ijeniti na mehanicke sustave kao i na elektri¢ne krugove. U oba slu¢aja svakom stupnju slobode pridruZujemo

poopéenu koordinatu, a Lagrangeov formalizam nam za svaku poopéenu koordinatu daje odgovarajuéu jed-
nadzbu gibanja (diferencijalnu jednadZbu drugog reda u poopéenoj kooordinati).

4.2 Primjer: Kapacitivni pretvornik u ulozi akcelerometra

Razmotrit ¢emo idealizirani kondenzator &ije su elektrode paralelne vodljive plo¢e koje se jedna u odnosu na

drugu mogu pomicati.
VA |
/7 /
="

v

d—x A
// d+x /

Vanjska plo¢a kondenzatora (na crteZzu prikazana sivom bojom) u&vr¥éena je za kuciste, dok je unutarnja
plo¢a kondenzatora (na crtezu bijele boje) za kutidte vezana oprugom i moze se paralelno pomicati u smjeru
z-osi. Podrazumijevamo da su obje elektrode elektri¢ki izolirane od kucista te imaju vlastite prikljucke.
Zbog jednostavnosti uzimamo da sila teZa nije prisutna, a stanje kondenzatora pri kojem su oba razmaka
medu plotama medusobno jednaka (tj. = 0) uzimamo kao ravnotezno stanje ne-nabijenog kondenzatora.
Frekvencija mehani¢kog titranja sredisnje plo¢e u ne-nabijenom kondenzatoru dana je poznatim izrazom

wo = k/m (42)

Ako je debljina zra¢nog razmaka medu plo¢ama razmjerno malena u usporedbi s veli¢inom plo¢a, odnosno,
ako vrijedi d < VA, gdje je A efektivna povrsina plo¢a, onda kapacitet kondenzatora u ravnoteZznom stanju
moZemo izraziti s

2A
C() = 607, (43)

gdje je faktor 2 prisutan zbog geometrije kondenzatora. Ako je sredidnja plo¢a pomaknuta iz ravnoteZnog
poloZzaja, kapacitet kondenzatora moZemo izraziti kao zbroj dvaju kapaciteta,

A LA __ 24 _ G )
d—x €0d+x_60d2—:ﬂ2_1—(:6/d)2'

C(z) =€

Konaéni rezultat je izraZzen s pomocu kapaciteta u ravnoteZi Cy, a uofavamo da se kapacitet povecava
s pomakom sredignje plo¢e bilo na jednu, bilo na drugu stranu, te da teZi u beskona¢no kad x — +df
Elektri¢ni krug koji odgovara gornjem crteZu sastoji se od jednog jedinog koncentriranog elementa koji
shvaéamo kao kondenzator &iji kapacitet ovisi o mehani¢kom stupnju slobode z. MoZemo ga prikazati
simbolom

*Ovakav kondenzator je u literaturi poznat kao variable gap capacitor. Kad bismo umjesto pomaka u smjeru z-osi dopustili

pomak koji “izvla&i” sredi¥nju ploéu iz prostora medu vanjskim plo¢ama, dobili bismo tzv. variable area capacitor.
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Elektromehanicki akcelerometar je uredaj koji akceleraciju uredaja na koji je pri¢vrséen pretvara u mjerljiv
elektri¢ni signal. Akcelerometar mozemo zamisliti kao gore opisani kondenzator ravnoteznog kapaciteta ()
spojen u elektriéni krug koji sadrZi naponski izvor u(t), otpornik R i induktivitet L, dok bismo na mehanitkoj
strani osim mase pomi¢ne plo¢e m i opruge konstante k uzimamo u obzir i mehani¢ko prigusenje silom oblika
F, = —bi.

u(t) q R L C(x)
0 — o R0000—— -

Prepoznajemo da sustav ima jedan elektri¢ni i jedan mehaniéki stupanj slobode. Kao poopéene koordinate
odabiremo naboj ¢ koji je potekao iz izvora polevsi od nekog poletnog trenutka te x-koordinatu pomiéne
plote kondenzatora. Kineti¢ka energija sustava je

1 1
K = —L§* + —mi? (45)
2 2
Potencijalna energija sustava je
1
U=-— 2 4 “ka? 46
vt sE gk (46)

gdje je ovisnost kapaciteta C' o koordinati = dana s (44]). Prisutnost akceleracije kutista uvodimo kao
inercijsku silu koja djeluje na tijela u sustavuld Ako je A, x-komponenta akceleracije kucista u inercijskom
referentnom okviru, onda je z-komponenta inercijske sila koja djeluje na pomi¢nu elektrodu F, = —mA,,
a odgovara joj funkcija snage

Py =—mA,z. (47)
Ukupna funkcija snage sustava je
1 1
P= —57@2 — §b:i:2 — mAgi. (48)
Lagrangeove jednadZbe gibanja za ¢ i x su
e, 4 . - qC’(x)
Lq—i—Rq—Fm:u i mx—i—bx—i—km:—mAgg—szQ(w), (49)

gdje je C'(z) = %C(m). Gornje jednadZbe napisane su na takav nacin da s lijeve strane imamo uobitajene
¢lanove koji ¢ine jednadZbe gibanja elektri¢nog i mehani¢kog oscilatora, dok s desne strane imamo ¢&lanove
koji povezuju elektri¢ni i mehani¢ki sektor.

Na Zalost, analizu tih jednadzbi moramo ostaviti za neki povoljniji trenutak.

*Vidi poglavlje 12 uhttp://sail.zpf.fer.hr/labs/mehanika2.html| (nije gradivo kolegija fizike u programu FER3).
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4.3 Zadaci

1. lzvedite izraz za frekvenciju mehani¢kog titranja pomi¢ne plo¢e kondenzatora u slu€aju u kojem je
kondenzator opisan u poletno nabijen nabojem ¢, a zatim je elektri¢ki izoliran od okoline (naboj
na plotama kondenzatora je stalan). Pretpostavljamo da je akceleracija kutidta jednaka nuli.

Odredite kriti¢nu vrijednost |go| pri kojoj sustav postaje nestabilan.

2. lzvedite izraz za frekvenciju mehani¢kog titranja malom amplitudom u sluéaju u kojem je kondenzator
iz 4.2 spojen na napon stalnog iznosa uyg.

Odredite kriti€nu vrijednost napona |ug| pri kojoj sustav postaje nestabilan.

3. (Neobavezni zadatak) Jedan od na&ina modeliranja uinka koji bi imao nagli trzaj kucista jest da
pretpostavimo da se uredaj gibao brzinom stalnog iznosa vy u smjeru x-osi te da se u nekom trenutku
naglo zaustavio. U intervalu vremena koji slijedi akceleracija kudiSta jednaka je nuli, a na samom
poletku tog intervala sredidnja plo¢a ima brzinu koju je neposredno prije zaustavljanja kucista imalo
samo kudiste. To znadi da ucinak naglog zaustavljanja modeliramo podetnim uvjetom na .

Numericki integrirajte jednadzbe gibanja akcelerometra sa slike (sustav koji ukljutuje L, R, b i kon-
stantni napon u > wg) i izralunajte napon na samom kondenzatoru. Poku3ajte pronaéi skup param-
etara

CQ, d, L, R, b, uo,

koji jasno pokazuje odziv akcelerometra na naglo zaustavljanje kudista.
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